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PRZEDMOWA 


Jako słońce rozpędza ciemności nocne, 
tak umiejętność rozpędza ciemności błędu. 


Zajmując się z powołania przez długi czas wykładem a/- 
gebry i analizy we Francyi, uczułem brak dzieła, któreby 
porządnie, jasno i zgodnie z dzisiejszym stanem i dążeniem 
ciągle postępującćój analizy obejmowało tych nauk całość, 
opartą na wzorowych prawidłach. Zadna ze znanych mi 
książek zagranicznych przedmiot ten traktujących, nie od- 
powiadała tym warunkom tak, ażebym mógł był poprzestać 
na prostém jéj przetłamaczeniu. Bogate więc materyały, 
które znalazłem w tylu dziełach wykładających algebrę, 
zasady analizy i historyą tych dwóch ważnych części mate- 
matyki czystej, postanowiłem zgromadzić, roztrząsnąć, uszy- 
kować i wyłożyć podług własnych o analizie widoków, oraz 
zgodnie z prawami samćj nauki. Tym sposobem powstała 
praca, którćj Tom I pod sąd publiczny ośmielam się oddać 
jako algebre początkową. 


Rzecz jest naturalna, iż dzieła tego za wyłącznie moje 
poczytywać nie mogę. Zamknąłem w nićm to, czegom się 
gdzieindzićj nauczył. Nie godziło mi się nawet inaczej postę- 
pować. W teraźniejszym bowiem stanie oświaty, kiedy w każ- 
déj materyi znajduje się tyle rzeczy dokładnie obmyślanych 
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i wytrawionych, dzieło naukowe jest i powinno być owocem 
pracy, nauki i poważnego porównania z sobą rozmaitych 
wykładów. Chcieć tu być zupełnie oryginalnym, jestto chcieć 
rzeczy niepodobnćj, a może nawet szkodliwćj. Nie obawiam 
się więc, ze strony ludzi obeznanych z matematyką, zarzutu 
żem brał cudze, jeżelim tylko cudzego nie podał za swoje, 
jeżelim to cudze dobrze i trafnie wybrał. i użył podług 
dobrego planu i zdrowego sądu analizy. 

Radził się także autor, co do wykładu algebry i analizy, 
znamienitych dzieł matematycznych, tak krajowych jak i 
zagranicznych. Nowe dzieła klassyczne i ogólne poglądy na 
algebrę, oraz na rozwijającą się coraz bardzićj nowoczesną 
analizę najznakomitszych obecnie żyjących geometrów /raz- 
cuzkich, niemieckich, włoskich a osobliwie angielskich, 
przyczyniły się niemało tak do ustalenia jego sądu o obecnym 
wysokim rozwoju algebry wyższej i analizy, jak do ośmie- 
lenia go w podjętćj pracy ze względu na potrzebę niektórych 
uzupełnień. 


Pod względem języka przewodnikami mu byli : ŚNIADECKt, 
HRECzYNA, Czeca i książki matematyczne elementarne dla 
szkół narodowych pięknćm piórem Kstepza JĘDRZEJA Ga- 
WROŃSKIEGO W języku polskim nadzwyczaj trafnie skreślone. 


Za udzielenie kilku światłych uwag dotyczących wykładu 
mej algebry, szanownym moim kolegom w Towarzystwie 
Nauk Ścisłych PP. FoLkieRskiemu i Gostewskiewu nieskoń- 
czenie jestem obowiązany. 


Lecz przedewszystkićm winienem otwarcie oświadczyć, że 
w utworzeniu tego dzieła, od początku do końca, był mym 
gorliwym współpracownikiem, od tylu lat zacny mój przyja- 
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ciel i kolega Nauk Ścisłych Pan Seweryn ELzaNowski. W rze- 
czy samej, od planu aż do gruntu dzieła i zewnętrznćj jego 
formy, od redakcyi aż do nużącćj korekty druku, wszystko 
to było razem roztrząsane, przyjęte i wspólną pracą wy- 
konane. 


Początki Algebry zawierają dwadzieścia siedm rozdzia- 
łów. Pierwsze dwadzieścia dwa stanowią kurs zwyczajny 
algebry miiszej. Pięć ostatnich są przeznaczone dla osób 
pragnących poznać wszystkie zasady rachunku algebraicz- 
nego. 


Wprowadzić sposoby ogólne, uwydatnić zasady, rozłączyć 
pytania różnćj natury, takiém było nasze stałe zajęcie. Tak 
więc. równania stopnia piórwszego rozdzieliłem na cztćry 
części : zasady ogólne dotyczące przekształcenia zrównań, 
sposoby rozwiązania, roztrząsanie ogólnych wzorów, składa- 
nie zrównań i roztrząsanie zagadnień. Po każdém prawidle 
załączony jest przykład wyświćcający istotne tego prawidła 
znaczenie ; roztrząsanie wzorów zostało wyłożonćm z punktu 
widzenia jak najogólniejszego. 


Dyskusya tak ważna trójmianów drugiego stopnia, praw- 
dziwy cliarakter największości i najmniejszości nastręczają, 
zdaje nam się, dla lepszego rzeczy zrozumienia, potrzebę 
rozważania linii krzywych; przedstawienie geometryczne 
wspiera umysł w badaniu funkcyi : kreśląc, po każdéj części 
dyskusyi analitycznej, gałęź krzywćj do nićj się odnoszącą 
i streszczającą ją, idzie się krokiem pewnym, nie gubiąc się 
w szczegółach, ani tracąc z widoku pochodu ogólnego funk- 
cyi, który nam ciągle przypomina ruch jakiegokolwiek punktu 
krzywćj jednostajnie po nićj postępującego. Dla tego też 
poświęciliśmy kilka kart na to przedstawienie geometryczne, 
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jako też dla własności ogólnych z tego przedstawienia wy- 
pływających, takich, na przykład, jak zasada FeRwara dla 
największości. 


Tom niniejszy zakończamy wiadomościami wstępnemi o 
kombinacyach, dwumianem Newtona, wykładnikami niewy- 
miernemi i rozdziałem poświęconym wyłącznie na rachunki 
liczebne. Zebraliśmy razem pod tym tytułem zastosowanie 
metody przybliżeń kolejnych do rozwiązywania zrównań 
drugiego stopnia i do rachunków procentu, jakotćż rozwiązy- 
wanie zrównań linijnych o wielkich spółczynnikach, najprzód 
przez sposób podstawienia, potem przez użycie logarytmów 
GAUSSA. 

Wiadomości historyczne, wedle możności zebrane, dopeł- 
niają tego krótkiego algebry początkowćj zarysu, który 
pomimo najlepszych z mćj strony usiłowań i wybornych 
rad moich szanownych kolegów, nie jest, bez wątpienia, od 
wszelkich skaz i zarzutów wolnym. Pragnąc. przedewszyst- 
kiem, dla młodzieży być o ile można użytecznym, upraszam 
szanowne grono światłych Professorów o udzielenie mi ich 
otwartego o wyszłóm dziele sądu; wszelkie z ich strony spo- 
strzeżenia przyjmę z wdzięcznością, 

Tym sposobem oddawszy, według wiadomości historycz- 
nych, co się komu należało, nie będę wymieniał, co w ogóle 
w piśmie tém, jest owocem mojego własnego myślenia. Ci 
którzy mię sądzić będą, łatwo to rozpoznają. Innym zaś wia- 
domość ta na nie się nie przyda. Albowiem chciałem nie 
na miano oryginalnego autora zasłużyć, ale raczćj zrobić 
rzecz dla wielu interesującą, a dla młodszych odemnie mi- 
łośników matematyki użyteczną. 


Przy zamknięciu niniejszćj przedmowy, pragnąłbym wy- 
powiedzieć uczucie wdzięczności, która dla HRABtEGo JANA 
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DziaŁYSSKIEGO przejęty jestem. Żałuję, że mi szanowny 
nakładca nie pozwala wyrazić, ile mu zawdzięczają podjęte 
przezemnie prace matematyczne, których początek stanowi 
niniejszy tom pierwszy. Niech mi przynajmnićj będzie wolno, 
dla obudzenia w mych współrodakach otuchy, tak wśród 
piszących jak uczących się, zwrócić uwagę publiczności na 
skuteczną działalność Towarzystwa Nauk Ścisłych i gorliwy 
w nićj udział jego Prezesa, za którego inicyatywą siedm dzieł 
matematycznych w roku bieżącym wydanych, chlubnie świad- 
czyło przy obchodzie uroczystości KOPERNIKA o niestygnącym 
do nauk zapale w naszym kraju. 


Paryż, d. 19 lutego 1873. 


ADOLF SAGAJŁO. 
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POCZĄTKI ALGEBRY. 


ROZDZIAŁ PIERWSZY. 


UŻYCIE LITER JAKO SPOSÓB SKRÓCENIA I UOGÓLNIENIA. 


POCZĄTEK I PRAWDOPODORNE POCHODZENIE WYRAZU ALGEBRA. 


1. « Wyraz algebra wyprowadzają niektórzy od nazwiska : Geber, 
znakomitego arabskiego filozofa i matematyka, któremu odkrycie 
téj nauki przypisują ; lecz mniemanie to, równie jak wiele innych 
na podobieństwie brzmienia wyrazów opartych, jest nieprawdopo- 
dobnóm, i podług Montucla (Histoire des mathématiques, tom 1, 
str. 382), wywód tego wyrazu podany przez Łukasza de Burgo, który . 
pierwszy we Włoszech pracował nad algebrą, zasługuje najwięcćj 
na wiarę. Burgo wyprowadza ten wyraz z arabskiego al gebr wal 
mokabała, które tłumaczy przez restauratio et oppositio, to jest : od- 
nowienie i przeciwstawienie ; trudno wykazać związek pierwszego 
wyrazu z naszym przedmiotem, lecz drugi dość trafnie maluje ukła- 
danie równań, przy którómi w rzeczy samćj stawimy na przeciw 
siebie wielkości i te między soba porównywamy. Z tego też powodu 
wielu włoskich pisarzy nazywało algebrę almokabała, a nawet znako- 
mity matematyk Cardan tak ją nazywał; włoscy matematycy zwali 
ja także Arte maggiore, lub częścićj regola della cosa, dla tego, że 
niewiadoma w równaniu algebraicznem nazywali cosa ; ztąd nazwa : 
Regel Coss, lub die coss, często napotykana u dawnych niemieckich 

11—4 
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autorów. Newton radził ją nazywać arytmetyka powszechną; aby 
tém oznaczyć naukę o liczbach, 'uważaną w najrozleglejszćm zna- 
czeniu, obejmującą zatém arytmetykę i algebrę. Ampère w swoim 
podziale wiadomości ludzkich nazywa ją arytmołogiją; wielu nakoniec 
znakomitych uczonych używało wyrazu algorytmija; obecnie na- 
zwisko algebra powszechnie jest przyjęte. Wszystkie zjawiska przy- 
rodzone mają miejsce w czasie i przestrzeni, z których porównania 
wyradza się liczba. Pojęcie liczby początkowo było nierozdzielne 
od przedmiotów, które ona przedstawiała; lecz wkrótce człowiek 
przekonał się, że działania z liczbami oderwane, są zawsze też same, 
chociaż one rozmaite wyrażają przedmioty. Umysł więc ludzki 
wzniósł się do pojęcia systematu rachunków oderwanych, w któ- 
rych liczba została zupełnie wolną od wyobrażenia o materyi i to był 
początek arytmetyki. Liczby więc jakkolwiek oddzielnie uważane 
były niezależne od jakiegobądź przymiotu tizycznego, przecież za- 
chowały jeszcze wielkość oznaczoną, to jest taką, jaką one przedsta- 
wiają. Późnićj dopiero odkryto to prawo zasadnicze, że liczby same 
przez się mogą służyć za przedmiot do nowych spostrzeżeń, nie 
bacząc na właściwą wartość im przypisywaną ; i to dało początek 
algebrze. Tak więc przejście pojęcia o liczbie z materyjalnego do 
oderwanego dało początek arytmetyce, przejście zaś tego pojęcia 
od szczegółów do ogółu dało początek algebrze. Można więc zgodzić 
się na definicyję algebry Wrońskiego : «algebra jest nauką o pra- 
wach, arytmetyka żaś o faktach uważanych na liczbach. » Algebrę 
uważoną w całćj rozległości, nazywają niekiedy analiza matema- 
tyczną i wtedy ona obejmuje nietylko algebrę elementarną, lecz 
nadto algebrę wyższą czyli transcendentalną, która przecież nie 
wchodzi do składu zwykłych traktatów algebry. Algebra przedsta- 
wia liczby i rachunki, którym -one dają początek, sposobem ogólnym 
i za pomocą znaków umówionych, których doskonały -systemat 
dzielnie przyczynił się do ogromnych postępów tćj części matema- 
tyki. Znaki, czyli symbole używane w algebrze są dwojakiego ro- 
dzaju : jedne służą do wyrażenia wielkości, czyli ilości, bez względu 
na ich naturę, i to są litery alfabetu; drugie służą do oznaczenia 
stosunków zachodzących pomiędzy ilościami i działaniami którym 
tamte poddajemy, to są znaki algebraiczne. O algebrze można powie- 
dzieć, że jest to najzwięźlejszy, najrozleglejszy i najdogodniejszy 
z języków, jakiemi ludzie z sobą porozumiewać się mogą: » 
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Wyjatek ze znakomitego artykułu o algebrze zamieszczonego przez 
Fam Jana Pankiewicza w tomie I Fncyklopedyi powszechnej, którćj 
wydawnietwo rozpoczęte w Warszawie na początku r. 1859 ciągle 
twało przez dziesięć lat następnych aż do zupełnego tego przedsię- 
bestwa ukończenia. 


WYTŁÓMACZENIE ZNAKÓW. 


2. W algebrze, przedstawiamy liczby przez litery, i wskazujemy 
działania za pomocą znaków, 

Zaak + , wymawia się wzęcćj (plus), jest znakiem dodawania. 

Zaak — , położony między dwiema liczbami, znaczy że należy 
oleagnąć drugą liczbę od pierwszćj. 

Zaank + i — występują po raz pierwszy w Rogat Coss, lub w die 
(ss, Krzysztofa Rudolfa (1524). 

ać jest wskazaniem wieloczynu z a przez b; to oznaczenie należy 
sę geometrze angielskiemu Tomaszowi Harriotowi (1631). 

Znak X i punkt . , których używamy dla wskazania wieloczynu 
z ilukolwiek liczb, pochodzą, pierwszy, od Oughtred'a (1634), drugi, 
od krystyjana Wolf'a (1752). 

Lxielenie a przez b wskazuje się pisząc % lub a: b. 

a" oznącza m tą potęgę z a, to jest wieloczyn z m czynników rów- 
nych a; litera m, położona tuż nad liczbą a po prawćj jej stronie 
i wyrażająca stopień potęgi nazywa się wykładnikiem (exponens). 
To oznaczenie, powszechnie przyjęte od czasu wystąpienia Des- 
karta (1596 — 1650), sięga epoki Stefana'de la Roche'a (Arytmetyka 
i Geometrya, Lugdun, 1520). Włosi posługiwali się literami qic, 
słojącemi na początku wyrazów quadrato, cubo, i dla tego pisali 


aq za a”, ac za aż, aqq za ań, 
acq za a, acc za aś,  acqq za a”, i.t d. 


Na oznacza pierwiastek m ty z a; m nazywa się wskazówką wyraża- 
jaca potęgę do którćj należy wynieść wartość pierwiastkową nazwaną 
ogólnie radykalem (le radical) aby otrzymać liczbę daną a. W 1520, 
Stefan de la Roche używał znaku R)", i, rzecz dość dziwna, stosuje 
to oznaczenie do wszelkich wartości wskazówki m, która przeto 
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może wzrastać nieograniczenie, gdy tym czasem nie używa jak tylko 
samych wykładników 1, 2, 3. Podstawienie małego r na miej- 
sce wieikiego R przyprowadzi trochę późnićj (1524) Christophe'a 
czyli Krzysztofa Rudolfa do znaku Va, który Deskart zastąpił osta- 
tecznie przez Va. * 

Znak = , położony „między dwoma wyrażeniami, wskazuje że 
pierwsze z przedstawionych wyrażeń jest równe drugiemu. Ten 
znak dostał się nam od Anglika Roberta Reccorde'a (1557). 

a > b znaczy że a jest większe jak b. Harriot pierwszy wprowa- 
dził w użycie to oznaczenie. 

Kiedy pewne wyrażenie jest położone między nawiasem, należy 
uważać jako wykonane działania wskazane w tym nawiasie. Tak 
więc wyrażenie 


25 — (3 +4 — 2) 


oznacza że potrzeba odciągnąć od 25 liczbę 5 która wypada z działań 
wykonanych w nawiasie. Użycie nawiasAw sięga epoki Wojciecha 
Girard'a (1625). 

Geometra francuzki Viète (1540) jest pierwszy który przedstawił 
liczby przez litery ; tylko że jeszcze używał wielkich liter; wprowa- 
dzenie małych należy się Tomaszowi Harriot. 


UŻYCIE ZNAKÓW JARO SPOSÓB SKRÓCENIA. 


3. Dla oznaczenia korzyści jakie nam przedstawia użycie znaków 
przy rozwiązaniu zagadnień, załóżmy sobie zadanie następujące : 


ZAGADNIENIE. Trzy liczby maja za summę 238; druga przewyższa 
pierwszą o 3 jedności, a trzecia jest równą summie divoch innych ; ja- 
kie są te trzy liczby ? 


ROZWIĄZANIE : Językiem zwyczajnym. Ponieważ druga liczba prze- 
wyższa pierwszą o 3 jedności, trzecia przeto warta jest 2 razy pier- 
wszą, więcćj 3: a summa 238 sl.łada się z 4 razy pierwszćj liczby, 
więcćj 6. 

Przewyżka 238 nad 6 jest więc równą 4 razy pierwszćj liczbie; 


DE 


R LĄ YZĄŁ > * 
tak że otrzymuje się ostatecznie Ta = 8 na pierwszą liczbę, 


58 + 3 = 61 na drugą, a 58 + 61 = 119 na trzecią. 
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Sposobem algebraicznym. Powróćmy do zadania wskazując działa- 

nia a pomocą znaków, i oznaczając pierwszą liczbę przez literę x. 
Tzy liczby są 


T, c++, s+ c +3. 
la summa jest równą 238, co się pisze p 
c+r+3+c+ c+3=288, 
czyl 
lx + 6 = 238; 
u, ociągając 6 po obu stronach, potém biorąc ćwierć, 
hr = 238 — 6 = 232, 
_ 282 _ 


Vidzimy ile użycie znaków i litery s dla oznaczenia nieznanćj 
uławia rozwiązanie. Umysł, mnićj natężony obejmuje jednym rzu- 
tem oka wszystkie działania ; pojmuje jasno drogę do wydobycia 
nienanćj ściśle rachunkiem wytkniętą, którćj prostego i naturalnego 
nasępstwa bez wysilenia niepodobna było dostrzedz w pośród roz- 
liczych omówień (périphrases). 


UŻYCIE LITER JAKO SPOSÓB UOGÓLNIENIA. 


h. Metoda poprzednia, pomimo swćj wyższości nad pierwszą, 
zostwia jeszcze wiele do życzenia. Daje naprzód sam tylko odoso- 
bnimy wypadek liczebny nie wykazując bynajmniej zkąd ten wy- 
płyva; a gdy nadto działania wykonane na danych dla osiągnienia 
warości nieznanćj nie zostawiają po sobie żadnego śladu, potrzeba 
przdo powtórzyć na nowo całe rozumowanie przy rozwiązaniu tegoż ` 
sanego zadania na innych liczbach. Ta niedokładność całkiem znika 
gdy oznaczymy przez litery nietylko nieznane, lecz nawet dane. 
Słua zwykle pierwsze litery alfabetu a, b, c, d, i. t. d., do przedsta- 
wienia danych, zachowujemy zaś ostatnie £, y, z, i. t. d., do ozna- 
czenia nieznanych. Wielkości literąmi wyrażone pizywać: będziemy 
ilośiami (quantité). 
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5. Weżmy na przykład następujące zadanie : Podzielić liczbe n na 
trzy części takie, aby druga przewyższyła trzecią o a, zaś trzecia była 
równą summie dwóch innych. 


Pierwsza część jest. . . . z, 
druga więc będzie. . . . . £ --a, 
BADZECIEM en U2 AR c-+-« a. 


Aby wyrazić że ich summa jest równą n pisze się : 


c+c-a+c+aka=n, 
hc + 2a =n. 


Potém, odciągając 2a po obu stronach, a następnie biorąc ćwierć, 
dwóch równości, otrzymuje się kolejno : 


ha = n — 2a, 
n — 2a 
doo "eg z 


zkąd widzimy że pierwsza część jest równą ćwierci przewyżki liczby 
danćj nad podwójna różnica z dwóch pierwszych części. 

Takie wyrażenie, wskazujące szereg działań do wykonania na 
danych w celu znalezienia wartości nieznanćj, nazywa się wzorem 
czyli formułą. Formuła zawiera rozwiązanie całój klasy zagadnień, 
to jest wszystkich kwestyj nieróżniacych się od siebie jak tylko 
samą wartością liczebną danych. 

6. Można teraz łatwo pojąć definicyę Algebry elementarnćj dana 
przez Poinsot'a w Uwagach nad zasadami fundamentalnemi teoryi 
liczb. 

Algebra elementarna « nie jest czóm innćm jak arytmetyka uogól- 
» nioną ; to jest rozciągnięta od liczb szczególnych do liczb jakich- 
» kolwiek, a zatćm od działań istotnych które wykonywano do 
» działań które się tylko wskazują za pomocą znaków; tak że w tój 
» pierwszćj spekulacyi umysłu mnićj się myśli o wydobyciu wy- 
» padku z tych działań po sobie następujących jak o skreśleniu 
» ich obrazu, a zwłaszcza o odkryciu tym sposobem formuł dla 
» rozwiązania wszystkich zagadnień tegoż samego rodzaju. » 

7. Nie będzie bez pożytku zrobić wydatniejszemi korzyści formuł. 

Wiadomo, na przykład, że się otrzymuje procent p od kapitału a, 
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umieszczonego na stopę r podczas £ lat, mnożąc kapitał przez stopę, 
potóm przez czas, i dzieląc wypadek przez 100 ; ztąd formuła 


gly zauważymy że można nadać temu wyrażeniu trzy inne formy 


0 
ss41 DR. „<= Bi + -- BR; 


rt at ar 


spostrzeżemy że taż sama formuła odpowiada czterćm szeregom 
zagadnień które, w arytmetyce, miały swe rozwiązanie szczególne. 
Podobnie formuła 


e = tt, 


która daje przestrzeń przebieżoną przez ciało poruszające się jedno- 
stajnie prędkością v w przeciągu czasu £, może przybrać dwie inne 
formy 


Wzór powyższy zamyka więc trzy twierdzenia. Galileusz, który, 
nie używając żadnćj z tych formuł, dowiódł wprost każde z tych 
podań, poświęcił cztery karty (stronnice) na ten przedmiot. 

Tak więc sam pogląd na formuły rodzi zbliżenia między twierdze- 
niami których związek przeszedłby zapewne nie dostrzeżony, jeśliby 
przestano na samém wyrażeniu tych propozycyj językiem zwy- 
czajnym. 


KLASYFIKACYA FORMUŁ. 


6. Każdy skład ilości połączonych przez jakiekolwiek działania i 
zneki zowie się wyrażeniem algebraicznóm. Wszelkie wyrażenie nie 
zawierające w swym składzie żadnego pierwiastku jest wymiernćm 
(rationnel); w razie przeciwnym jest niewymiernćm (irrationnel). 
Ilości niewymierne, u starożytnych geometrów, nazywały się licz- 
hani głuchemi (numeri surdi). 

Wyrażenie wymierne jest całkowitém kiedy żadne dzielenie nie 
jes: na niém wskazane ; w razie przeciwnym jest ułamkowém. Mówi 
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się w szczególności że wyrażenie algebraiczne jest całkowitóm pod 
względem pewnćj litery, gdy ta litera nie znajduje się w żadnym 
dzielniku, ani pod żadnym pierwiastkiem, 

Nazywa się jednomianem (monóme) wszelkie wyrażenie gdzie nie 
ma wskazanych, żadnego dodawania, ani żadnego odciagania. Jaka- 
kolwiek ilość jednomianów połączonych z sobą znakami -E lub — 
tworzą wyrażenie trafnie nazwane wielomianem (polynóme). 

Jednomiany składające wielomian, nazywają się wyrazami wielo- 
mianu, lub tylko wyrazami. Wielomian złożony z dwóch wyrazów. 
nazywa się dwumianem (binóme); wielomian złożony z trzech wyra - 
zów nazywa się trójmianem (trinóme); wielomiany z więcćj jak 
z trzech wyrazów złożone nie maja szczególnego nazwania. 

Jednomian może zamykać w sobie jednocześnie czynniki liczebne 
i litery; czynnik liczebny jest nazwany spółczynnikiem : tym sposo- 


5. "EA ; 
bem 7 jest spółczynnikiem jednomianu (wyrazu) 


NO DE” 
Należy się Vittowi wprowadzenie tego nazwania. 

Dwa wyrazy są podobne gdy te niczćm się więcćj ód siebie nie 
różnią jak tylko wielkością swoich spółczynników. 

Daje się często nazwisko wyrażenia całkowitego wszelkiemu wyra- 
żeniu algebraicznemu które jest calkowite tylko pod względem liter, 
i które posiada spółczynniki ułamkowe. 

9. Otrzymuje sie wartość liczebną jednomianu kładąc na miejscu 
liter, liczby które te litery przedstawiają i wykonywając wskazane 
działania. I tak jednomian 


3ażc 
hb 


24.45 
ma wartość ST dla a=22 b=ńh, c—=5. 


10. Wartość liczebna wielomianu jest różnica między summą war- 
tości liczebnych wyrazów poprzedzonych znakiem +- i summa wartości 
liczebnych wyrazów poprzedzonych znakiem — . 

Ztąd wynika że : 

Wartość wielomianu nie zmieni się kiedy wyrazy jego poprzekła- 
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dmy w jakimkolwiekbadź porzadku, byleśmy zachowali znaki te same 
przed każdym z nich położone. 

11. Gdy, dla wartości szczególnych przypisywanych literom, 
summa wyrazów poprzedzonych znakiem — przewyższa summę 
w/razów poprzedzonych znakiem + , odciąganie jest niepodobnóm, 
a wielomian nie ma znaczenia dla tych wartości szczególnych wpro- 
widzonych do wyrazów wielomianu na miejscu odpowiednich im 
lier. 

Tak trójmian 


aè — 3ab + b», 


kóry, dla a =12 i 4=1, wart jest 109; nie ma sensu dla a = 6, 
b= h, ponieważ, w tym razie, bylibyśmy przywiedzeni odciągnąć 
7: od 52. 

Będziemy przypuszczali aż do nowego rozporządzenia (IV!Y roz- 
diał) że w wielomianach poddanych pod nasze rozumowania, war- 
tści przypisywane literom wydają summę wyrazów dodanych (ad- 
dlifs) wyższą nad summę wyrazów odjętych (soustractifs). 


CWICZENIA. 


L Znaleźć dwie liczby których samma i różnica są znane. 

Il. Gdy zegar bije godzinę dwunastą, indeks (skazówka) godzin i indeks minut 
ziajdują się jeden na drugim. Wskazać wszystkie epoki w których te indeksy 
będą się znajdowały jeden na drugim, albo będa przedłużeniem jeden drugiego 
p'dczas dwunastu godzin następnych. 

III. Dwie fabryki świćc jarzących robią sobie konkurencyę : Jedna z nich za- 
łożoną została w n dniach po drugići, i używa a robotników którzy pracuja 
h godzin na dzień, gdy tymczasem druga zatrudnia a! robotników pracujących 
dziennie h’ godzin; w jakim czasie dwie fabryki te będa mogły wyrabiać tęż 
samą liczbę świćc jarzących ? 

IV. Król Syrakuzy Hieron, przeznaczył na koronę dla Jowisza 40 funtów 
czystego złota, które na ten cel zlotnikowi oddać rozkazał. Korona przez złotnika 
zrobiona ważyła funtów 10 ; ale król niedowierzając czy złotnik zupełnie czys- 
tego złota użył, zaradził się w tym względzie Archimedesa, sławnego pod ów 
czas matematyka. Ten przekonawszy się naprzód że złoto czyste zanurzone 


52 
w wodzie dystylowanćj, traci ze swćj wagi 1000 ê srebro czyste w takićjże 


99 $ 
wodzie zanurzone traci 3006 swej wagi, zanurzył koronę w wodzie czystej, i 
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znalazł że waży funtów 9 i 6 uncyj, a przez to właśnie oszukaństwo wyka- - 
zał. Pytanie ile w tćj koronie było czystego złota, a ile takiegoż srebra ? (Odp. . 
Czystego złota było funtów 7 i uncyj 42 5, a srebra funtów 2 i uncyj 3 =). 

V. Pewien woźnica zobowiązał się przewieźć naczynia trojakiej wielkości, , 
płacąc za naczynie stłuczone tyle ile odbiera za naczynie oddane w dobrym sta- - 
nie; powierzono mu g wielkich, m średnich i p małych naczyń. Dowiedziano > 
się iż siłukł w przewozie wszystkie naczynia pewnćj wielkości : jeśli słukł | 
wielkie albo małe, odbierze a Iranków ; jeśli stłakł średnie, odbierze b franków. 
Pytanie ile mu płacono za każde naczynie w każdym gatunku oddane w dobrym 
stanie. 
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DODAWANIE I ODCIAGANIE. 


DODAWANIE I ODCIĄGANIE JEDNOMIANÓW. 


12. Dwa wyrażenia algebraiczne są równoważne gdy podstawienie 
tychże samych liczb za litery które te wyrażenia zawierają w sobie 
nadaje im tęż samą wartość liczebną. 

W algebrze odbywaja się działania na literach; rachunek nie 
może więc być wykonanym do końca, a działania mają na celu 
przekształcenie wyrażeń algebraicznych które wypływają z ich bez- 
pośredniego wskazania na inne prostsze, lecz równoważne. 

13. Aby dodać do siebie ilekolwiek jednomianów, należy je napisać 
wciąż jedne po drugich przedzielając każdy wyraz od tuż po nim nastę- 
pującego znakiem + . 

Nie ma tu miejsca do żadnego uproszczenia, ponieważ dodawa- 
nie jest najprostszćm ze wszystkich działań algebraicznych. Wszakże 
gdy niektóre wyrazy dodać się mające są podobne, można je zebrać 
w jeden, przy którym kładzie się spółczynnik równy summie spółczyn- 
ników wyrazów w. jeden zebranych. Tak, formuła 


5aś -- Zab?e + habe + 6ab*e 
równoważy z tąż formułą uproszczoną 
5a + 9ab?c + habe. 


14. Aby odciagnąć od siebie dwa jednomiany, pisze sie drugi (ten 
który odciągamy) poprawćj stronie pierwszego (tego od którego od- 
ciagamy) kładac między niemi znak — . 

Jeżeli dwa wyrazy sa podobne, można je zebrać w jeden, który będzie 
miał za spółczynnik różnicę spółczynników wyrazów w jeden zebra- 
nych. 

Przykład : 

1a?b — ka*b = 3a*b. 


http://rcin.org.pl 


42 ROZDZIAŁ II. 


ZASADY NA KTÓRYCH SIĘ OPIERA DODAWANIE WIELOMIANÓW. 

15. Teorya dodawania wielomianów opiera się na zasadach na- 
stępujących : ' 

19. Dodaje się summa do liczby, dodając raz po raz ao téj liczby 
każdą z części summy. 

Ta zasada wyraża się za pomocą formuły 

A +H(a+bHc+d=A<"a+b+c+d, 
gdzie różne litery mogą przedstawiać jakiekolwiek liczby. 

2. Odciaga się summa od liczby, odciągając od téj liczby raz po raz 
rożne części summy. Tym sposobem postępując otrzymuje się 

A — (a++b-Hec+d)=A—a—b—c—d. 

W istocie, druga strona równości jest taką, że do nićj dodając 
a + b + c + d, wynajduje się liczba pierwotna A. 

3° Aby dodać do liczby różnicę dwóch innych, dosyć dodać pierwszą 
i od wypadku odciagnać drugą. Tak działając otrzymuje się 

A + (a — b) = A +4 a — b. 

W rzeczy saméj, ponieważ reszta (a — b), dodana do ilości dru- 
gićj b, wydaje ilość pierwszą a; zatém, na mocy definicyi odciąga- 
nia, można napisać a == (a — b) + b; z czego wynika dodając A 
po jednćj i po drugićj stronie, A + a = A + b + (a — b), a po- 
tém odciągajac b po obu stronach otrzymujemy wypadek szukany 

A+a—b=A+(a—H). 
PRAWIDŁO DODAWANIA WIELOMIANÓW. 
16. Aby dodać wielomian do liczby, dosyć napisać wciąż tój liczby 


różne wyrazy wielomianu z icn właściwemi znakami, 
W rzeczy samćj, załóżmy sobie dodać do liczby A wielomian 


a++b—c+d--ec+f. 
Ten wielomian znaczy tyle (10) co % 
(a + b + d + f) — (ete), 


a zasada uznana dla dodawania różnicy (15, 39), daje 


Alla +órd+/)—(+0]=A+(a+b+d+ [)— (ce) 
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© można napisać, na mocy reguł wskazańiych (15, 4° i 2°) dla do- 
dwania i odciągania summy, 

j A+a+bd+f—c—=e, 
lb, zmieniając porządek wyrazów (10), 
A-+a+b=—c+d—e+f, 


wpadek odpowiedni regule namienionćj. 


PRAWIDŁO ODCIAGANIA WIELOMIANÓW. 


17. Aby odciągnąć wielomian od liczby, piszą się wciąż tój liczby 
róne wyrazy wielomianu ze zmienionemi znakami. 

Na przykład, różnica między liczbą A i wielomianem 

a+b—c+d—e+f 
wyraża się zwykle pod formą 
A—a—b+c—d+c—f. 

W rzeczy samćj, różnica dwóch ilości jest, wedle definicyi, lo co 
potrzeba dodać do drugićj aby otrzymać pierwszą. Otóż, dodając 
wyrażenie poprzednie do wielomianu danego, znajduje się (16) 
simma algebraiczna 


a+b=—c+d=e++(/+A—a—bh+c=d+e=f, 


klóra jest równą liczbie A. 


NASTEPSTWO REGUŁ DODAWANIA I ODCIĄGANIA. 


18. Można, w wielomianie, zamknąć ilekolwiek wyrazów w nawia- 
se, pod warunkiem zachowania lub zmienienia znaków wszystkich tych 
wyrazów, stosownie do tego jak się położy znak + lub znak — przed 
nawiasem. i 

W istocie, reguły dodawania i odciągania mogą się sprowadzić 
do dwóch formuł następujących : 

A + (m —n--p—q)A+m—n-+-p—q 
A—(m=n+p—q)=A—m+n—p-+-q. 
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Odwrotnie. Jeżeli druga strona jest wyrażeniem algebraicznóm 
danćm, można ją zastąpić przez wyrażenie które przedstawia strona 
pierwsza. Tak więc poprzednie dwie formuły, przestawione w po- 
rządku odwrotnym, stanowią i ściśle sprawdzają prawidło powyżej 
przepisane. 


UPROSZCZENIE WYRAZÓW PODOBNYCH. 


19. Gdy wielomian zamyka w sobie wyrazy podobne, można te 
wyrazy zebrać w jeden, wykonywając działanie na ich spółczyn- 
nikach. 

To działanie wykonywa się robiac summe wszystkich wyrazów po- ` 
dobnych poprzedzonych znakiem + i summe wszystkich wyrazów po- 
dobnych poprzedzonych znakiem — , potóm odciągając mniejszą z tych 
summ od większćj i dając reszcie znak który służy summie większć). 
A gdyby summy były równe wtedyby się zniszczyły. 

Tak np. wielomian 

3a + 4b — 2a + 5c — 8b + 6b + ha + 20 — 5b 
staje się, po uproszczeniach, ; | 
5a — 3b + Te. 
W rzeczy saméj, ten wielomian, nie zważając na porządek wyra- 
razów, jest tenże sam co 
3a + ka — 2a + tb + 6b — 8b — 5b + 5c + 2c, 
który, wedle reguł dodawania i odciągania, przekształca się raz po 
raz na wielomiany mu równoważne 
(3a + La) — 2a + (hb + 6b) — (3b + 5b) + (5c + 20), 
7a — 2a + 10b —13b + 7e, 
(Ta — 2a) — (13b — 10%) + Tc; 
5a — 3b + 1e. 
Ilwaga. Działanie któreśmy na ostatku odbyli i przez które wszy- 


stkie wyrazy podobne, jakiebykolwiek miały znaki, pace się w je- 
den, nazywa się uproszczeniem (réduction): 
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DODAWANIE I ODCIĄGANIE. 15 
SPOSÓB WYKONANIA TYCH DZIAŁAŃ PRAKTYCZNIE 4 


20. Kiedy natrafia się na dodawanie wielomianów które mieszczą 
wobie wyrazy podobne, zumiast zastosowania do nich regułyne 16, 
iaproszczenia ich późnićj, wykonywa się dodawanie i uproszczenie 
jdnocześnie; w tym celu dosyć jest naśladować rozporządzenie 
pzyjęte w arytmetyce przy dodawaniu liczb całkowitych. Pisze 
s; wielomiany przedstawione jedne pod drugiemi w szeregach 
pziomych, urządzając wyrazy podobne w kolumny pionowe ; po- 
tm zbiera się w jeden wyrazy każdćj kolumny. j 

Postępuje się tymże samym sposobem przy wykonaniu odciąga- 
na, z tém jednak zastrzeżeniem, że pisząc wielomian dany do 
olciagania należy odmienić na przeciwne wszystkie znaki jego 
wyrazów. 

PRZYKŁAD DODA WANIA, 
ha — Sab + Tab? — 9b8 
— 2a + habh — 2ab* — hb’ 
6a? — 1006? — Bab? +140% 
— 3a — 80% 5al? — 8b* 
Summa 5a —19a%--48ab* — 1163 


PRZYKŁAD ODGIĄGANIA, 
15a! -H 18a%% -+ 17a2b* 4 9b4 
Tat 4 13a%b — 19a% + 6b! 


pszę się DODAWANIE RÓWNOWAŻNE. 
15a! -+ 18a*% + 1704 — 9bt 
— Ta — 130b + 194 — 6b! 


Reszta uproszczona. Bat -- 543b + |36a?b? — 15b* 


ĆWICZENIA, 
1. Pewien podróżny przebiegł 11 mil drogi w dnin pierwszym swćj podróży, 


lecz nazajutrz i w dniach następnych jego pochód zwolniał, do tego stopnia że, 
gdy poczynając od drugiego dnia jego podróży, porówna się drogę przebieżona 
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każdego dnia do drogi odbytćj dnia poprzedzającego, znajduje się że drogi te są 
w stosunku ułamków 


3 4 5 6 7 


I AJĘJDSA zag WA dą. 
pytanie: ile mil według tych danych będzie mógł przebiedz ten człowiek 
` w 80 dniach jego ciąyłćj podróży ? 


Il. Trzy naczynia zawierają mieszaninę wody i wina : pierwsze, a kwart 
wody, b kwart wina; drugie, a' kwart wody, b' kwart wina; trzecie a" kwart 
wody, b" kwart wina. Bierze się naprzód połowę płynu zamkniętego w pierw- 
szćm naczyniu i przelewa się go do drugiego ; bierze się potem trzecia część 
płynu który się natenczas znajduje zamknięty w drugićm, i przelewa się go do 
trzeciego. Znaleźć formuły wskazujące ilości wody i wina zawarte w każdem 
naczyniu ? 

Po tych operacyach znajduje się : 


5 a b 
Preno: naczynie. .... e... .. z z 
$ Ial BYM 
Drugie naczynie, ............ +» =, s; 
za! I "Lb LP 
Trzecie naczynie.. os ...«...... te, zi t3: 


lil. Woda ciekąca- jednym kanałem może napełnić kadź, w którą wpływa razy 
a w dniach b. Taż woda wypływająca innym kanałem może wypróżnić tę kadź 
razy c w dniach 4, Otworzywszy oba kanały, ile dni potrzeba będzie do napel- 
nienia kadzi ? 


c bd 
Odpowiedź : (5— 3) G=1, zkąd t> ak 
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MNOŻENIE. 


MNOŻENIE JEDNOMIANÓW. 


21. Mnożenie jednomianów całkowitych opiera się na trzech na- 
sępujacych, dowiedzionych w arytmetyce zasadach : 

19 Aby pomnożyć liczbę przez wieloczyn wielu czynników, dosyć 
nykonać jedne po drugich z kolei po sobie następujace mnożenia tój 
kzby przez różne czynniki tegoż wieloczynu ; 

2° W wieloczynie wielu czynników można zastąpić pewną liczbę iyen 
cynników przez ich wieloezyn; 

3° Wieloczyn poteg jednéj liczby jest potega téj liczby, i ma za wy- 
kadnik summe wykładników. 

Ta ostatnia zasada wyraża się przez formułę 


a*, a*; aP = a" +n +p P, 


glzie m, n, p są liczby całkowite jakiekolwiek. Przebieżmy, w kilku 
sowach, powyższéj zasady dowodzenie. W wieloczynie a”. a" . ap 
nożna zastąpić a” przez m czynników równych a, a* przez n 
cynników równych a, a» przez p czynników równych a (19); 
weloczyn nad którym obecnie się zastanawiamy będzie przeto 
nieścił w sobie m -- n -+ p czynników równych a; będzie więc 
rewny ostatecznie a” "*P, 

22. W mnożeniu wielu jednomianów całkcwitych, mnożą się spół- 
cynniki między sobą, daje się każdćj literze spólnćj kilku czynnikom 
uykładnik równy summie wykładników które ta litera posiada przy 
lużdym z tych czynników, * biorą się inne litery z ich wykładnikami. 

W istocie, pierwsza zasada przekształca początkową formułę 


5a? be? d3 x 84t id x 3 dè f 


ni następująca : 
5a? bd’. 8.a*. b.d. 3.8. d> ft, 
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która, na mocy drugićj zasady, może być napisaną 
(5.8.8) (a3. at) (b.b?) (c*.c5) (d3.d.d*).f', 

albo nakoniec, wedle trzeciego prawidła, 


120a7Ł3ę%d5f1. 
PROSTE NASTEPSTWO WIELOCZYNU ILUKOLWIEK JEDNOMIANÓW. 


Wiemy że potęga stopnia m wszelkićj ilości jest wieloczynem 
z téjże ilości, m razy za czynnik wziętćj, zatóm : podnosząc jednomian 
do potęgi m, potrzeba jego spółczynnik wynieść do potęgi m, a wy- 
kładniki każdćj litery do jednomianu wchodzącćj, pomnożyć przez m. 
Tak na przykład jednomian 5a%% podniesiony do potęgi m daje 


(5a*b*cym èe prgëmhlmom, 


„ Uwaca. Oczywiście że każda litera która nie ma wykładnika może 
być napisaną z wykładnikiem 1, gdyż wykładnik jest liczbą która 
wskazuje ile razy ta litera ma być wziętą za czynnik. Możnaby nawet 
było zaraz dodać że każda litera oznaczona wykładnikiem zero 
równa się 1; gdyż wykładnik zero wskazuje że ta litera nie wchodzi 
jako czynnik ; tak że napisać a pomiędzy czynnikami jakiegoko|- 
wiek wieloczynu, jest to nie wprowadzić żadnego czynnika czyli 
czynnik I. Lecz do wykładnika zero jeszcze raz w dalszym” c.ągu 
powrócimy. 

23. Wynika z podań dowiedzionych w arytmetyce (*) o stosun- 
kach : 19 że aby otrzymać wieloczyn wielu wyrażeń algebraicznych 
ułamkowych, dosyć je pomnożyć wyraz przez wyraz ; 29 że wyrażenie 
algebraiczne nie zmienia swćj wartości, gdy się mnoży albo dzieli oba 
jego wyrazy przez tę samą ilość. 

Pierwsze twierdzenie sprowadza mnożenie jednomianów ułamko- 
wych do mnożenia jednomianów całkowitych. Drugie dozwala 
uprościć wypadek znosząc czynniki spólne obu wyrazom. 

PRZYKŁAD : 

3a3d bie 3aśdbóc b 
26 * Grad" ard le" 


Č) Serret, Początki Arytmetyki, rozdział XV. 
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1IELOCZYN WIELOMIANU PRZEZ JEDNOMIAN. 


24. Niech będzie do mnożenia wielomian a — b --c przez jedno- 
mian wyrażający liczbę jakakolwiek m. 

Dla większćj jasności w dowodzeniu rozbierzemy trzy główne 
przypadki. 

"190 m jest eałkowitćm. W tym razie wiemy, że mnożenie jest skró- 
ceniem dodawania ; przeto wieloczyn z a —b--c przez m będzie 
to summa z tylu części, równych wielomianowi a—b--ce, ile ma 
jedności m, to jest 


(a —6 Hejm=(a=b-Łej-(a bpt itd.: 
a wykonawszy dodawanie, wypada 
(a =b-cym =a—b-FcHa=—b-"c—+ i. t.d., 


gdzie a, bie powinny być napisane tyle razy ile m ma jedności. 
Czyniąc w tćj summie uproszczenie, za wszystkie a położymy tylko 
jedno ze spółczynnikiem m czyli ma, lub też wreszcie, zmieniając 
porządek czynników, am; podobnie — 4 napiszemy jedno ze spół- 
czynnikiem m czyli — mb, lub też wreszcie — bm; podobnie c 


napiszemy jedno ze spółczynnikiem m czyli me, lub też wreszcie cm; 
i będzie 


(a -—b-E cym = am — bm + cm. 


Tak żatóm każdy wyraz mnożaćj jest rozmnożony przez mnożnik, 
zachowując przy każdym z tych wieloczynów częściowych znak jego 
czynnika wchodzącego jako wyraz do składu wielomianu mnożnćj. 


20 m jest ułamkowćm kształtu i (q będąc liczbą całkowitą). 


Działanie sprowadza się wówczas, jak wiemy, do wzięcia qti części 
imnożnćj ; i wypadek będzie 


albowiem jest to właśnie wyrażenie które, pomnożone przez q, 
wedle prawidła (10), wydaje mnożną (a — b =+ c). 
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Wreszcie ta formuła może się napisać : 
1 1 1 1 
a—b+c)X->=aXxX->—bX-+cXx- 
( TAX 8 IEX? 


albo, zastępując 5 przez m, 
(a — b+ c)m = am — bm +- cm, 
jak w piérwszym przypadku. 
3° m jest ułamkowóm kształtu 7 . Dla wykonania wieloczynu, po- 


trzeba, w tym wypadku, powtórzyć p razy q część mnożnćj. Otóż, 
podług drugiego przypadku, mnożna podzielona przez g staje się : 


1 1 1 
X-—bX-+CX-; 
Sg U 


a wieloczyn z tego wypadku przez p jest : 
p p p 
x=—bx-+ex- : 
sake! * g 
gdyż mnożyć q4 część jakićj liczby przez p, jest to mrożyć tę samą 


liczbę przez A . Więc, w tym przypadku, wieloczyn jest jeszcze : 


(a — b + cym = am — bm + cm. 

A zatóm, we wszystkich przypadkach, aby pomnożyć wielomian 
przez jednomian, potrzeba mnożyć przez ten jednomian różne wyrazy 
wielomionu, i pisać wieloczyny częściowe jedne wciąż drugich, zacho- 
wując przy każdym z nich znak jego czynnika wchodzącego jako wyraz 
do składu wielomianu mnożnej. 

Ponieważ można zmienić porządek czynników, które przedsta- 
wiają zawsze liczby, dla tego toż same prawidło posłuży do mnoże- 
nia jednomianu przez wielomian. 

PRzykŁAD. Dwa wieloczyny : 


(3a%b — 5a%* + 6abc3 — hbe) X 5ab”, 
5ab? x (3a -- Sab? -+ 6abc* — hbżc), 
są równoważne wielamianowi 45a% — 25a'* +- 300b — 20abic. 


Rozebrać na spólny czynnik wszystkie wyrazy wielomianu. 
25. Formuła poprzednio dowiedziona, 
(a — b+ c) n = am — bm + em, 
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pkazuje że, jeżeli wyrazy wielomianu (am — bm -E cm) zamykają 
ewnnik wspólny m, można go wyrzucić z każdego z nich, co daje 
wrażenie (a — b- e), a rozmnożyć wypadek przez m, to jest napi- 
sa; (1—b—-c)m. To się zowie rozebrać na wspólny czynnik. 

2° Możnaby jeszcze, nieco inaczćj rzecz tę wyłożyć, a to biorąc 
neodwrót 


am — bm -- cm = m(a —b--c) ; 


z tj formuły uczymy się wyłączać za pomocą nawiasu z wielomianu 
czmnik wspólny. Ilekroć zatćm we wszystkich, lub w kilku wyra- 
zach wielomianu, znajduje się czynnik spólny, ten się wyłącza, 
i awia za, lub przed nawiasem, a w nawiasie kładą się pozostałe 
czmniki. To wyrażenie m(a —b-Ec), jest tylko naznaczonćm mno- 
żeniem, zaś am—bm--cm, jest już wykonanćm mnożeniem, 
Przejść z wykonanego do naznaczonego mnożenia, nazywa się wyła- 
czeriem za nawias spólnego wszystkim wyrazom czynnika. 

:* Dowodzenie Hreczyny. Rozebranie na czynniki wspólne wszy - 
stkch, lub kilku wyrazów wielomianu nie może być należycie wy- 
łobne, aż dopiero po wykonaniu zupełnego wykładu fundamen 
talvych zasad dzielenia. Grzegorz Hreczyna, w swych pięknych 
Pæzatkach Algebry (*), tej się drogi trzymając całą rzecz w nowóm 
świetle jasno i gruntownie rozwinął. Przytaczając w całości, to nowe 
czegodnego nauczyciela matematyki w Lyceum Wołyńskićm powyż- 
szego zadania dowodzenie, zwracamy uwagę naszych czytelników 
na jego nadzwyczajnie zwięzłą i zarazem przedziwnie czysta pol- 
szczyznę. 

Oto są własne jego słowa : 

« Wiemy z paragrafu poprzedzającego że wieloczyn (a —b-c)m 
zamienia się po uskutecznieniu działania na am — bm -- cm. Lecz 
w rachunku często zachodzi potrzeba od wieloczynu pod tą ostatnią 
postacią wrócić się do pierwszćj, gdzie mnożenie jest tylko wska- 
zane. Tym końcem należy, jak widzimy, czynnik m wchodzący do 
składu każdego wyrazu wieloczynu (am — bm -H cm) odłączyć, wie- 
lomian pozostały a —b--c zamknąć nawiasem i przy nim położyć 
czynnik odłączony. To działanie zowie się rozebraniem na spólny 


(*) Początki Algebry, przez G. Hreczynę, nauczyciela Matymatyki w Lyceum 
Wołyńskiem. Krzemieniec (1830), 
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czynnik. W ogólności do składu spólnego czynnika wchodzi naprzód 
liczba dzieląca bez reszty każdy ze spółezynników przy wyrazach 
wielomianu podany, potóm każda znajdująca się we wszystkich wy- 
razach litera ze swoim wykładnikiem najmniejszym. Przez ten spólny 
czynnik rozdzieliwszy wielomian dany, na iloraz wypada wielomian, 
który zamknięty w nawias pisze się przy spólnym czynniku. » 


PRZYKŁAD. Wyrazy wielomianu. 
12614 — 801? -+ 160*0* 
zawierają ha?x? jako czynnik spólny. Można więc napisać 
126811 — 852? |- 1602365 = (Baz? — 2a +- ha?) X har. 

26. Wynika z prawidła podanego w ne 24 że, odwrotnie, aby 
pomnożyć jednomian przez wielomian, mnoży się jednomian raz po raz 
przez różne wyrazy wielomianu, zachowując przy każdym z wieloczy- 
nów częściowych znak jego czynnika wchodzącego jako wyraz do składu 
wielomianu mnożącćj. (Ta regułał posłuży nam do wyprowadzenia 
prawidła na mnożenie wielomianów). 

W istocie, mamy : 

m(a — b + c)= (a — b + c)m =am — bm - cm, 
to jest, m(a—b -Ec)=ma— mb + me. 

Ostatnia formuła zupełnie się zgadza z powyżćj wysłowionćm pra- 
widłem. 

Wieloczyn dwóch wielomianów. 

27. Weźmy teraz do mnożenia wielomian 

a-Hb—c-d—e 
przez wielomian 
m — n--p. 
Stosując prawidło nra 26 do formuły początkowej 
(a Lb — c-Hd— e) (m—n--p), 


otrzymuje się wyrażenie 


(a--6—c-Hd—e)m — (a+b — cHd—e)n--(a--b —c-Hd—e)p, 
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które również łatwo, prawidło podane w nree 24 przekształca na inne 
(am + bm — cm- dm — em) — (an + bn — en + dn — en) 

+- (ap + bp — cp + dp — ep). 


Widzimy naprzód że ta formuła zamyka wszystkie wieloczyny czę- 
iciowo otrzymane, mnożąc jedne po drugich wszystkie wyrazy mnożnć) 
yrzez każdy wyraz mnożnika, 

Chcąc odkryć prawo na znaki, uważmy : 4° że w nawiasach każdy 
wieloczyn częściowy ma znak swego czynnika wchodzącego jako 
wyraz do składu mnożnćj; 2° że każdy nawias jest poprzedzony 
makiem położonym przed jego czynnikiem wchodzącym jako wyraz 
lo składu mnożnika. Wieloczyn częściowy jakikolwiek ma więc 
ostatecznie znak swego czynnika będącego w mnożnćj, albo znak 
emu przeciwny, według tego jak jego czynnik będący w mnożniku 
est oznaczony znakiem -- albo — . Ztąd tablica wykazująca prawi- 
iło na znaki w mnożeniu 


Mnożna. Mnożnik. Wieloczyn. 
+ KA + 
= = > F 


:0 można streścić mówiąc : każdy wieloczyn częściowy jest poprze- 
zony znakiem —- lub znakiem — , według tego jak pochodzi z dwóch 
wyrazów oznaczonych znakiem jednakowym, albo z dwóch wyrazów 
nających znaki przeciwne. 

Z tego więc oczywiście wynika : 

Że w množeniu dwóch wielomianów przez siebie, mnoży się raz pa 
raz wszystkie wyrazy mnożnój przes każdy wyraz mnoznika, oznaczając 
makiem + wieloczyny częściowe utworzone z dwóch czynników jedna- 
kowego znaku, i dając znak — wieloczynom częściowym które pochodzą 
s dwóch czynników mających znaki przeciwne. Potóm wykonywa się, 
jeżeli się zdarzy, uproszczenie wyrazów podobnych, 


Wieloczys ilukolwiek wielomianów. 


28. Chcąc otrzymać wieloczyn z jakićjkolwiek liczby wielomianów, 
potrzeba naprzód mnożyć pierwszy przez drugi, potém ten wypadek 
przez trzeci, i tak dalćj aż do ostatniego. Że zaś wieloczyn wykonany 
dwóch wielomianów jest zawsze wielomianem, dosyć przeto będzie, 
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dla jakićjkolwiek bądź liczby wielomianów, umieć rozmnożyć dwa 
wielomiony przez siebie. Co da się łatwo uskutecznić za pomocą 
prawidła wskazanego w poprzednim numerze. 

Niechaj będą P, , Pa, P3, P4, różne wielomiany z których chcemy 
utworzyć wieloczyn ; mnożąc P, przez P>, otrzymamy mieloczyn Q, 
którego wyrazy są (27) wieloczynami wszystkich wyrazów z P, przez 
wszystkie wyrazy z P+; potém można będzie rozmnożyć Q, przezP;, 
i otrzymać wieloczyn Q», który będzie przedstawiał summę alge- 
braiczną wieloczynów wszystkich wyrazów z Q; przez wszystkie 

, wyrazy z P;, to jest, sammę algebraiczną wszystkich wieloczynów 
z trzech czynników otrzymanych, biorąc jeden czynnik pomiędzy 
wyrazami z P,, jeden pomiędzy wyrazami z P, i jeden nakoniec 
pomiędzy wyrazami z P;. Można będzie następnie pomnożyć Q» 
przez P,. Wypadek Q; otrzymany z tego mnożenia będzie wyrażał 
summę algebraiczną wieloczynów wyrazów z Qə przez wyrazy z P;, 
to jest summę algebraiczną wszystkich wieloczynów powstających 
z czterech czynników wziętych wszelkim sposobem możebnym w wie- 
lomianach P; , Pa, P}, P4. To rozumowanie da się łatwo rozciągnąć 
nieograniczenie i może skutecznie posłużyć do ścisłego wykazania : 
że wieloczyn z wielomianów P,, Pa, P3, .... P,, jest summa algebra- 
iczną z n czynników utworzonych z jednego wyrazu wziętego z P,, 
Jednego wyrazu z Ps, jednego wyrazu z Ps, .... i jednego wyrazu z P.. 


Formuły ważne otrzymane z zastosowania powyzszych prawideł 
mnożenia. 


29. Opierając się na prawidłach powyżćj dowiedzionych, otrzy- 
muje się łatwo formuły następujące : 


la- b) (a + b) = a? + 2ab + b*, 
albo 
a-h)? = a? + ah -+ b, 
(a —b)2 = a? — 2ab 47, 
(a b) (a — b) = a — b, 


Formuły któreśmy powyżćj napisali odnosza się do twierdzeń które 
należy dokładnie w pamięci zatrzymać z powodu ich ciągłego w ana- 
lizie użycia : 
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Kwadrat z summy lub różnicy dwóch ilości równa się summie kwa- 
Iretów tych ilości, więcćj lub mnićj ich podwójnemu wieloczynowi. 

Wieloczyn z summy przez różnicę dwóch wyrazów równa się różnicy 
'madratów z tych samych wyrazów ; i nawzajem, różnica kwadratów 
ówna wieloczynowi z summy przez różnicę ich pierwiastków. 

Oto jeszcze kilka formuł do zatrzymania : ; 


(a + b)3 = a? -+ 3a?b + 3083 -- 68, 
(a — b)? = aè? — 30h + 3ab* — b, 
(a b) = at -+ hab —- 6a?h? - hab? -L bt, 


i których sprawdzenie da się łatwo wykonać. 
Uporzadkowanie i jednorodność wielomianów catkowitych. 


30. Mówi się że wieloczyn jest uporzadkowanym podług potęg 
vzrastających lub ubywających tćj samćj litery, kiedy wykładniki 
éj litery w danym wielomianie występują wciąż stopniowo wzra- 
stając lub ubywając zaczawszy od pierwszego aż do ostatniego 
vyrazu. Tak np. 


825 3a! 213 — 1 — 1a-Fl 


jest wielomianem uporządkowanym podług potęg ubywajacych li- 
tery ©; a wielomian 


5a4 — 3a?h — bab? -+ hbt 


jest uporządkowanym podług potęg wzrastających litery b, i także 
podług poteg ubywających litery a. 

Wielomian jest zupełnym, kiedy zawiera literę porządkowa we 
wszystkich stopniach, zacząwszy od najwyższego. Pierwszy z dwóch 
wielomianów poprzednich jest zupełnym ; drugi niezupełnym, gdyż 
w nim wyrazu na ab? braknie. Wielomian zupełny zamyka tyle 
wyrazów, więcćj jeden, ile jest jedności w wykładniku litery po- 
rządkowćj ; gdyż tego rodzaju wielomian zawiera i wyraz niezależny 
od litery porządkowćj, albo stopnia zero (22). 

Jeżeli ilekolwiek wyrazów wielomianu zamyka literę porząd- 
kową z tym samym wykładnikiem, zbiera się wszystkie te wyrazy 
w jeden, kładąc na czynnik spólny (25) potęgę tćj litery ; i uważa się 
mnożnik wielomianowy tym sposobem otrzymamy, jako spółczyn- 
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nik tćj potęgi. Zamyka się wreszcie ten spółczynnik w nawias, albo 
się kładzie w kolumnie pionowćj po lewćj stronie potęgi. 


PRZYKŁAD, Wielomian 


a> — abc hr! — Praet ae — abe >> iet 
+ 30682? — dabóa? 

można będzie napisać 

(aż —2ab + b?) (203 — hb)! —|(at- a? — M)a$ (3076 — aab), 
albo 

a3 | «5 28 | xi — ùi | a + 3a | a* 
— 2ab — hb — ab — 2abt 
+ b2 +b 


Linijka pionowa oddziela tym sposobem od jéj spółczynnika każdą 
potęgę litery porządkowej. 

Nie mówiliśmy dotąd jak o stopniu względem pewnćj litery; do- 
dać należy że uważa się często stopień całkowity czyli zbiorowy. 

Stopień jednomianu całkowitego jest summa wykładników liter 
które wchodzą do tego wyrazu; a stopniem wielomianu całkowitego 
jest najwyższy stopień wyrazów go składających. 

Wielomian nazywa się jednorodnym gdy wszystkie jego wyrazy są 
tegoż samego stopnia ; i tak wielomian 


ag! -p az? -+ ae? +- haw -- a' 


` jest jednorodnym i stopnia czwartego. 

Oczywiście wieloczyn dwóch wielomianów jednorodnych jest 
także wielomianem jednorodnym którego stopień równa się sum- 
mie stopni obu jego czynników. 

Ta uwaga jest wielce użyteczną w rachunku i pozwoli sprawdzić 
w każdćj chwili błędy popełnione przez opuszczenie liter albo wy- 
kładników : bardzo często odbywają się rachunki na wielomianach 
jednorodnych ; potrzeba korzystać z tćj okoliczności ilekroć się to 
zdarzy i sprawdzić że formuły które otrzymuje się przez mnożenie 
wielomianów takich pozostają jednorodnemi. 

Wielomian pierwszego stopnia nazywa się funkcyą linijną. 
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Mnożenie wielomianów uporządkowanych. 


A. Ilekroć razy da się uporządkować wielomian, zrobić to wy- 
paa ; symetrya ztąd wypływająca pomaga wiele w rachunkach, a 
natewszystko gdy idzie o wykonanie wieloczynu dwóch wielo- 
minów. 

W praktyce, porządkuje się dwa czynniki podług tój samej litery, 
gd te czynniki mają spólną literę; i kładzie się mnożnik pod 
miożną, jak w arytmetyce. Wieloczyny częściowe mnożnćj przez 
kady wyraz mnożnika są natenczas uporządkowane podług tćj 
sanćj litery; i można łatwo umieścić wyrazy podobne jedne pod 
drigiemi, i wykonać następne ich uproszczenie. 


PRZYKŁAD I. Dwa wielomiany są zupełne. 


Mnożna... 804—5aa3—ka*v+-7a30—2a4 


Mnożnik.. 2a3—5aa?*—3a*a0+-4a3 


Welo- / 2x3  6a01—t0aa3— 8a?a-+-HAHhasch=Lata3 


*z/n 
F 3 y —5ax?  —A5aaó+-25a?%05+-20a304 — 35a403+-10a%* 

gia —83a?x — aża>+-15a301+-12a103—12a502-|-6a60 
przez \ 4Ha? . +42a3m— 20am — 16a51*+-28a%0—8a1 


Wieloczyn  — PRZEZE REAR A PALIW E 
uproszczony.  6«07—?25aa* +- 8a*4+-610%01—47a403—27a*a02++-34a%0—8a1 
ł y 


PRZYKŁAD lI. Wielomiany są niezupełne. Zostawia się przedziały 
prożne, aby można było umieścić wyrazy podobne jedne pod dru- 
giemi. 


Mnożna. 5a5—83atb—92a*b3-b5 
Nnożnik. 3a3—5ab*+-—2b3 


Wielo- / Ża3 . 15a%—9a1b — 6b? -H da3b5 

ozyny 

wid | ZEG —%5a5b+-15a53 1035 —bdab' 

Ped (+23. +-10a%%3—6atbt —lażbó +208 


Wieiocz RR R a EE RE ROWE 0 EWĘ (rL Roa. a WIEZY TNZA | 
uproszczony 15a8—9a7b—25a562+-19a563—6a*44-4-4.30305—qa?6—5a04-208. 
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PazYkŁAD III. Wielomiany są uporządkowane lecz niejednorodne. 
Weźmy teraz dwa wielomiany uporządkowane 


A =1 2r + 3r? 4a" + 504, 
B= 2 — 3z + h? — 51, 


i szukajmy ich wieloczynu ; będziemy mogli postępować według 
prawidła ogólnego, lecz pisząc w pierwszćj linii poziomćj Wieloczyn 
wielomianu A przez pierwszy wyraz 2 z B; będziemy mieli pierwszy 
wieloczyn częściowy uporządkowany; mnożąc następnie wielo- 
mian A przez drugi wyraz — 3x z B, będziemy mieli drugi wielo- 
czyn częściowy uporządkowany; będziemy mogli go napisać pod 
spodem pierwszego, tak żeby wyrazy tegoż samego stopnia wza- 
jemnie sobie odpowiadały w tejże samćj kolumnie pionowćj, i tak 
dalćj : uproszczenie wyrazów podobnych odnosi się natenczas do 
„ wyrazów wpisanych w tęż samą kolumnę pionową. 

Urządza się rachunek w sposób następujący :. 


1 + 20 + 30? + ha3 + 5a4 
2 — 3x + ha? — 5a3 


2+1h|cahó|a2 H8|a3 +10 | at 
— 8 — 6 —-9 — 12 Fii 
| I +8 +12 +16 + w | «6 
| —5 — 40 AM — 20 — %a' 
2 + «a +i a? - 2a3 — tna — 25r, 


unikając powtarzania części spólnéj w różnych wyrazach podobnych. 

Urządzenie rachunku któréśmy przyjęli jest nadewszystko ko- 
rzystnóm kiedy spółczynniki litery porządkowćj są same przez się 
wielomianami. 
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RZYKŁAD IV. Wielomiany mają spółczynniki wielomianowe. 


( a* |a%ę-da3 |aż—ad |o +-3a*b3 
Mnżźna.... [rr —4b3 —a?b? —2abí 
2 +b 
( a |a?ka?ż joa 
Mnmżnik... ł — —ab +b 
=b 
j | ©. |e5+2as iwi—a | |0H3a3b3 |3 c 
arè. ... | —2a?b| —kab  —ab* | —2a?bt 
l +ab? | kobi 
| 
A |—a% —243b | +ab —3a?bi 
n| —baæ?.. < -+2ab?| +4bt +a?b’ +2abó 
e) 1108 fo ps 
e ( a 2a5 —a’ +3uib3 
ajer... —2a3b | —ha?b3 | —=atb* —2a3b4 
E l +a? | +a? 
kJ ( —a?b —2atb | ab — Babi 
ni—-abz.. +2a?b?| +habt | -ra3b3 +2a?b5 
S l —ab3 —ab5 
z ( —a?b2 —2a3b? | -+atb? —3a2b5 
> —bw. 9 -+2ab3 | +4b5 -+a*bś -+-2ab5 
k ( —bh 
Q 
z 3 |] rea 41, A A ti A 2 
Sjea’... atb —2a 4 2 
= l .—a3b? | +Hia3b3| —asbt + 
| ( -+ab3 | abs | abs | —3a2b5 
l bi —hb —a?b5 —2ab3 
i l +b +b 
r a |rsać |atęaih ja3—3a |at+a!  |0—2a5b8 
Weloczyn | —3a*b| —ś5a% | — hab? | -pa5b +a5b? +H3asb4 
cakowity | Fatt +2a?b? | —2a%b3 | +40aib} +2atb3| -+3a?b6 
pro- —b3 —3ab3 | +3ab | —3a3b3 | —6a3%%4| —92ab! 
SEZONY. -+abi +5 +ab —2a*b5 
—5b6 -+abó 
+b" 


Widzimy że, w tym przypadku, działanie jest dłuższe, lecz pra- 
widło jest zawsze to samo : mnoży się zawszo wszystkie wyrazy 
mmżnćj przez wszystkie wyrazy mnożnika, i wykonywa się uproszcze- 


nie wyrazó 


w podobnych. 
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TWIERDZENIA I ZASTOSOWANIA. 
NAJMNIEJSZOŚĆ LICZBY (Minimum) WYRAZÓW WIELOCZYNU. 


32. Przy mnożeniu jednego wielomianu przez drugi, widzieliśmy 
że wieloczyn może zawierać wyrazy podobne, które się uproszczają 
jedne z drugiemi. Lecz znajdują się w każdym wieloczynie dwa wy- 
razy przynajmnićj które się nie uproszczają z żadnym innym. Takiemi 
są, gdy przypuścimy wielomiany uporządkowane podług potęg 
ubywających tejże samćj litery, wieloczyn pierwszego wyrazu mno- 
żnćj przez pierwszy wyraz mnożnika, i wieloczyn ostatniego wyrazu 
mnożnćj przez ostatni wyraz mnożnika. 

W rzeczy samćj, wyraz jakikolwiek wieloczynu jest wieloczynem 
jednego wyrazu mnożnćj przez jeden wyraz mnożnika, a wykładnik 
litery porządkowćj w tym wyrazie jest summą wykładników któremi 
ta litera jest oznaczoną w obu czynnikach. A zatćm, w wieloczynie 
powstałym z rozmnożenia pierwszego wyrazu mnożnćj przez pier- 
wszy wyraz mnożnika, wykładnik litery porządkowćj jest summą 
wykładników najwyższych ; jest więc większym jak wykładnik litery 
porządkowćj znajdujący się w każdym innym wieloczynie częścio- 
wym. Toż samo, w wieloczynie powstałym z dwóch ostatnich wy- 
razów, wykładnik litery porządkowćj jest smmmą wykładników 
najniższych ; jest więc słabszym jak wykładnik litery porządkovćj 
znajdujący się w każdym innym wieloczynie częściowym. Dwa wy- 
razy tym sposobem otrzymane nie mogą więc uprościć się z inneni, 

Wieloczyn dwóch wielomianów, lub jakiegokolwiek wielomianu priez 
jednomian, ma więc zawsze przynajmnićj dwa wyrazy. Może wreszcie 
nie zamykać jak te dwa. 


PRZYKŁAD : 


Mnożna. ... aht on n „22-11 
Mnośnik.... æ, >å | 


gm gut gm, "ARA 


MU! m "Że az 5 >— 23 — 1 


Wieloczyn uproszczony x" A -4 
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Widzimy że tu się wszystkie wyrazy niszczą, wyjąwszy ©” i — 1, 
kóre są wieloczynami pierwszych wyrazów między sobą i ostatnich 
mędzy sobą. 

33. UwaGa. Kiedy dwa wielomiany zamykają w sobie wiele liter, 
nożna je będzie uporządkować kolejno podług każdćj z nich; a 
sbsując uwagę poprzednią, można będzie otrzymać pewną liczbę 
wrazów, które będa musiały pozostać bez uproszczenia w wielo- 
cynie. Na przykład, jeżeli się mnoży dwa wielomiany następne 
uiorządkowane podług potęg litery z, 

© — życ! thyr > y, 

x -4+ 3yśz Ly, 
wrazy 2X a? czyli z", i y? X y’ albo y’, będą nieprzywiedlne 
(ireductibles) to jest nie dające się sprowadzić do prostszego wy- 
renia pod względem swych spółczynników, lub inaczćj będą wy- 
rzami wchodzącemi do składu wieloczynu szukanego bez żadnego 


wroszczenia. Lecz gdy się urządzi te dwa wielomiany podług potęg 
liery y, 

hye ty? — yst |, 

j+ iye, 
mtenczas wieloczyny lyr X y* albo hwy’, i 2% x aś czyli z%, 
bida koniecznie jeszcze musiały przechować się nietknięte w wie- 
læzynie szukanym. Wyraz <° przedstawia się, jak widzimy, po 
dvakroć sposobem innym : i znajdujemy tylko trzy wyrazy od- 
róne, które, w rezultacie, nie mogą doznać żadnego uproszczenia. 


NAJWIEKSZOŚĆ LICZBY WYRAZÓW WIELOCZYNU, 


34. Wieloczyn mnożnćj przez jeden z wyrazów mnożnika zamyka 
wsobie tyle wyrazów ile się tych znajduje w mnożnćj. Więc, jeżeli 
realtat nie przedstawia wyrazów podobnych do uproszczenia, liczba 
wyrazów wieloczynu całkowitego będzie wieloczyn liczby wyrazów 
miożnéj przez liczbę wyrazów mnożnika. Jestto oczywiście największa 
lizba wyrazów rezultatu. 


WIELOCZYNY JEDNORODNE. 


35. TWIERDZENIE. Wieloczyn z dwóch wielomianów jednorodnych (30) 
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jest wielomian jednorodny, którego stopień równa się summie stopni 
obu czynników. 

W istocie, wszystkie wieloczyny częściowe powinny mieć tenże 
sam stopień, ponieważ stopień każdego z nich jest summą stopni 
jednego wyrazu mnożnćj i jednego wyrazu mnożnika, a każdy z tych 
czynników ma wszystkie swe wyrazy tegoż samego stopnia. 

36. TWIERDZENIE. Wieloczyn z summy dwóch liczb a i b przez ich 
różnicę równa się różnicy kwadratów z tych samych dwóch liczb. To 
twierdzenie, poprzednio już przez nas dostatecznie wykazane spro- 
wadza się do formuły 


(a + b) (a— b a — b. 


Ta formuła jest ważną : służy ona nadewszystko do rozłożenia 
dwumianu będącego różnicą dwóch kwadratów na wieloczyn dwóch 
czynników, z których jeden jest summą a drugi różnicą odrębnie wzię- 
tych z jego wyrazów pierwiastków. 

PRZYKŁADY : 

10 (a? + ab +b? — (a? — ab -+ b?’ 
= (a? p ab b? + a? — ab b?) (a? + ab + 6* — o? — ab — t 
= (2a? -+ 2%?) 2ab = lab (a? + b); 
26 kie m—n|* _ (m--n--m—n |EZĄ 
2 AG ( 2 ) 2 


2 
— 


2m 2n 
= Gy 2 = mn. 


37. TWIERDZENIE. Kwadrat z wielomianu równa się summie kwadra- 
tów z wszystkich jego wyrazów powiększonćj podwójna summa z ich 
wieloczynów dwa po dwa branych. 

Formuła znana 


(a Lb)? = a + b -+ dab 
pokazuje że twierdzenie jest prawdziwóm dla dwumianu. 
Dla trójmianu, znajduje się 
(a--b-|-c)* = [a+ b)+ el, 
(a+b e= a442 be 
= a Lb 2ab 4e 2ac -L c, 
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albo 
C e a a e + 2ab + 2ac -- 2bc, 


co się jeszcze zupełnie zgadza z powyżćj przedstawioném wysło- 
wieniem. t 

Żeby się upewnić o ogólności tego prawa, potrzeba dowieść, że 
skoro postrzeżone prawo służy wielomianowi złożonemu z n wyra- 
zów, musi koniecznie służyć i wielomianowi złożonemu z n Æ 1 
wyrazów. 

Na ten koniec, dajmy że 


abc... kh-Ek 


jest wielomianem złożonym z n wyrazów, i przypuśćmy także że 


abc... Eh Ek-/ 


jest wielomianem złożonym z n ++ 1 wyrazów. Postępując drogą 
powyżćj wskazaną otrzymuje się 


(a-+bHe+... H+ k+-17 =|(a--b-Pe+-...-Lh-Ek) PIP 
= (a--b--c-...-h-Eh> HE 
+-2(a-b--c+... ++h-hl. 


Otóż kwadrat (a--5--c--... Lh--k>* zamyka w sobie z założe- 
nia kwadraty z a, b, c,..., h, k, i wszystkie ich podwójne wielo- 
czyny. Jeżeli więc do niego się przyłączy kwadrat z / i podwójne 
wieloczyny z a, b,e,...,h,k przez l, będziemy mieli kwadraty 
wszystkich wyrazów z a-b- e-+... -Hh--k-H/, jakoteż ich po- 
dwójre wieloczyny. 

Więc, jeżeli prawo służy wielomianowi złożonemu z n wyrazów, 
musi koniecznie służyć i wielomianowi złożonemu z n 1 wyrazów ; 
aże jużeśmy to prawo sprawdzili na dwumianie i trójmianie, mo- 
żemy przeto wnieść słusznie że ono jest jeszcze prawdziwóm dla 
wielomianu złożonego z czterech wyrazów ; następnie że toż same 
prawo rozciąga się do wielomianu z pięciu wyrazów, i tak dalćj 
nieograniczenie. A zatém twierdzenie jest ogólnem. 

Pisze się często twierdzenie poprzednie pod kształtem symbo- 
licznym 


(a+b e+... -I = ya? + 25ab, 
1. —3 
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gdzie znak £ wskazuje że potrzeba zrobić summę wszystkich wy- 
razów podobnych do tego co tym znakiem jest oznaczony. 

Dla wykonania praktycznego kwadratu z wielomianu, postępuje się 
w rachunku porządkiem wskazanym przez dowodzenie poprzednie, 
to jest tworzy się kwadrat pierwszego wyrazu, podwójny wieloczyn 
wyrazu pierwszego przez drugi, i kwadrat wyrazu drugiego ; potóćm 
podwójny wieloczyn z summy dwóch poprzedzających wyrazów 
przez wyraz trzeci, i kwadrat tegoż trzeciego wyrazu; potćm po- 
dwójny wieloczyn z summy trzech poprzedzających wyrazów przez 
wyraz czwarty, i kwadrat tegoż czwartego wyrazu ; i tak dalej aż do 
ostatniego. Wreszcie, dla łatwiejszego uproszczenia wyrazów podo- 
bnych, urządza się rachunek, jak to widzimy w przykładzie nastę- 
pnym, tak aby każda linia pozioma była zakończoną kwadratem 
z jakiegokolwiek wyrazu. 

Niech będzie do wykonania kwadrat z wielomianu 


301 — haz? — ar? -H Zas =a*, 


będziemy mieli : 
9x3 
— jas? + 16a2x% 
— 80a?" + hlada? + 25am 
+ 120355 — 16010! — 20a%03 + haï? 


— bami p 8a%x03+-10a%03 — haw +a” 


908 — 24ax? — Aha?’ +- 524305 +- Baiat — 124503 4 Ahata? — hate + u” 


38. Uwaga. Kwadrat z wielomianu zamyka w sobie przynajmnićj 
cztóry wyrazy które nie moga być uproszczone. Takiemi są, gdy wie- 
lomian jest urządzony, dwa pierwsze i dwa ostatnie wyrazy. W isto- 
cie, niech będą « i B wykładniki litery porządkowćj w dwóch pier- 
wszych wyrazach wielomianu, wykładniki tćj litery, w dwóch 
pierwszych wyrazach kwadratu, będą 2a i x-|-B ; otóż te dwa wykła- 
dniki są różne, ponieważ z założenia, a > 6; i są one oczywiście 
wyższe nad te któremi litera porządkowa jest oznaczoną w innych 
wyrazach kwadratu. Więc te dwa wyrazy nie mogą doznać żadnego 
uproszczenia. Tak samo można wykazać, że podwójny wieloczyn 
dwóch ostatnich wyrazów wielomianu i kwadrat z ostatniego wyrazu 
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są nieprzywiedlne (irreductible), to jest stanowia wyrazy wchodzące 
do składu kwadratu z wielomianu bez żadnego uproszczenia. 

59. TWIERDZENIE. Sześcian z wielomianu składa się z sześcianów 
wszystkich jego wyrazów, z potrójnych wieloczynów otrzymanych 
mnożąc każdy wyraz przez kwadrat z innego wyrazu, i z poszóstnych 
wieloczynów trzech wyrazów. Rozwinięcie tego sześcianu można 
przedstawić za pomocą formuły symbolicznćj 


(abc... 1 =xza3—3za6? H 6zabc. 
Sprawdza się łatwo to twierdzenie dla dwumianu i trójmianu. 
Jakoż użycie prostych reguł mnożenia daje 

(ab) = (a+b (a) = (e -|-2a4 4-48) (a--b) 
=a --3a0% + 3a? --b8, 

la +h =(a--4-Fo?(a+b-ke) 

=(a* +-6* +- e* +- 2ab -|- 3ac +- 2be) (a+b e) 

=a- bpe- 3ab* -3ac? -- 3bc*|- 3ba? 

--3ca* -- 30h? babe. 
Pozostaje nam zatćm jeszcze dowieść : że jeżeli prawo służy wielo- 
mianowi złożonemu z n wyrazów, musi koniecznie służyć i wielo- 
mianowi złożenemu z n - 1 wyrazów. Owóż widocznie mamy 

(6-0... HHH = abet. rh) Pip 
= (a4 b4 e-+ ... +h-Eh)" HPE 3(a-b-Ee< ... -h--h)2] 
-- 3(a--5--c+- n h4 k) P. 
Druga strona zawiera oczywiście wszystkie sześciany a*, ... , B. Taż 
sama strona zamyka, oprócz lego, wszystkie potrójne wieloczyny 
przedstawione pod kształtem 3a7%; gdyż weźmy jakikolwiek z tych 
podwójnych wieloczynów : jeśli ten wieloczyn nie zawiera /, jest 
z założenia zamkniętym w 
(abe = Hik); 


jeśli zawiera / oznaczone pierwszą potęgą; znajduje się w 


3(a-Lb He HAAR, 
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a jeśli zamyka / w kwadracie, jest zawartym w 
3(a-LbEc—".,. HEP. 
Wykaże się tak samo że dwie części 
(a--b--c+...Hh-Fks,  3(a-Hb-He+- ...-h->h)*/ 


zawierają 6 razy wszystkie wieloczyny z trzech wyrazów. 


CWICZENIA. 


I. Sprawdzić równości 
(aa! + bb')? + (ab'—ba')? == (a?46?) (a'? + b'2). 
(ab! —ba') (ab! —ba'') + (bc! —cb') (bc! —cb'')-|-(ca' —ac')(ca'—ac") 
= (a*-- +e) (a'a! 4b'b"-+c'c") = (aa'+-bb'+-cc'') (aa'' +-bb' cc") ; 
at bi 
cpópeó=Z Gd * 0200-06-46 
ch di : 
+a e-ġed * da a0 d= * 
a3b3 
(a—c)(a — dy(b—c)(b—a) 
ac’ 
+ (a—6)(a—d)(c—b)(c—1d) 
a3d3 
+ a=Kt-ogd-K—) 
it d. 


ab + ac + ad + bc + bd + cd = 


a2b2c2 
(a—d)(b—d)(c—d) 
a?b*d> 
dj (a—c)(b—c)(d—c) 
ażc?d> 
Faded). 
b?c?d? 
f * (b—a)(c—a)(d—a) ; 
24. aima; = (a, + az + a3)3 — (a, + aa — a3)3 — (a, + a3 — az); 
— (+ az — a,) 3; 
192. amazt; = (a; + 02 4 03 +04)! — (a, + a+ az — a) 
— (a + a + a — a3)! — (a, + a3 ++ a — 4 
— (k+ az + ay — t) — (2 + az — 4 — u)? 
+ (a + ay — az — a) — (az + 4 — a — a)i. 


abc -F abd + acd + bed = 
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II. Niech będą : V objętość czworościanu ; a, b, c, krawędzie wychodzące 
z egoż samego wierzchołka, a', b/, c', boki przeciwne : znaleźć 


Ahh V2 = aŻa'?(b? <= bl? R c? 0/2 — a? — a'?) 
+ bba? + a? E + c? — b? — b?) 
i + dYa? + a? + b? + br? — c? — c?) 


— ADRE — gb — abe? — atb). 


Równości (relacye inwolucyi) 
aa! = bb! = cc! 


cigna za sobą jako następstwa : 
(a — b) (a — b) _ (a— o) (a—c) 


(a' — b)(a'—b)  (a'—o) (a'—c')* 
(b —c)(b —c') _ (b—a)(b—a' 
W=gjb=c)  (W=ab=u«)' 
(c —a)('—a') _ (c —b) (e — b’), 
(' —a)('—a)  (—b)(*— bi" 


(a — b') (b — e) (d — a’) = (b — a’) (a — c) (c! — b'), 

b=cj(c—ad-) => (c—b)(b—a)(a'—c), 

(e — a') (a — b) (b! — c’) = (a — o’) (c — b) (b' — a’), 

(a — b') (b — c') (c —a') = (a — c!) (b — a’) (b — c'); 
wykazać odwrotnie że każda z siedmiu relacyj które poprzednio są dane spro- 
wadza się do relacyi jedynćj 

(a + a') (bb! — cc') + (b + b') (ec! — aa') + (c + c') (aa — bb') = 0. 
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UOGÓLNIENIE PRAWIDEŁ POPRZEDNICH, LICZBY ODJEMNE. 


DODAWANIE JAKIEGOKOLWIEK WIELOMIANU. 
40. Niech będzie 
a--bhb—c--d—e--f 


wieloraian jakikolwiek. 

Wićmy że, kiedysumma wyrazów poprzedzonych znakiem -- prze- 
wyższa summę wyrazów poprzedzonych znakiem — , dodawanie 
wielomianu do liczby jakićjkolwiek A wyraża śię za pomocą formuły 
4)  A+-(a-Hb=c--d—e--f)=AFaLb—c-d—e+-f. 
Jeżeli wartości podstawione na miejscu liter tworzą summę wyra- 
zów dodanych (additifs) niższą od summy wyrazów odjętych (sous- 
tractifs), wyrażenie l 


a+ b— c4- d—e+ f 


traci na tenczas całe swe znaczenie względem wymiaru wielkości, 
i w tym razie nie znamy więcćj jaki sens należy przywiązać do jego 
dodawania. Wszakże, prawidło które powinno przewodniczyć tćj 
kombinacyi, czysto oderwanćj, nie mając nic wspólnego z regułą 
kaprysu lub rażącćj dowolności, jest przeciwnie prawidłem z wielu 
względów nakazanóćm ; dodawanie wielomianu 


a+b—c+d—e+f 


powinno jeszcze się odbyć stosownie dọ przepisów zamkniętych 
w formule (1). To wynika z ducha ogólności stanowiącego algebrę, 
umiejętność którćj charakterem rozróżniającym jest badanie i po- 
rządne rozwijanie działań niezależnie od liczb na których się takowe 
wykonywają. 

W rachunkach algebraicznych wartości liczebne nie są naprzód 
ustalone, nie wiemy przeto, gdy przyjdzie dodawać wielomian, czy 
podstawienie liczb na miejscu liter wyda nadal sammę wyrazów 
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ddanych większą lub mniejsza jak summa wyrazów odjętych; 
giyby więc każdemu z tych dwóch przypadków odpowiadało pra- 
udło szczególne dodawania , niemożność zdecydowania w którym 
sk przypadku znajdujemy wymagałaby po nas zrobienia dwóch 
rehunków równoległych ; każdy z tych rachunków zrodziłby wkrótce 
ime, które znowu same przez się wydałyby nowe; i, już nie 
ne mówiąc o wielkich niedogodnościach na jakiebyśmy nieo- 
nylnie natrafić musieli wprowadzając do rachunku mnóstwo formuł 
otatecznych, widzimy że w ogóle bylibyśmy bardzo prędko w na- 
sćj pracy zatrzymani przez te rozliczne poddziały : nie będzie zatćm 
rchunek algebraiczny dotąd istotnie możebnym dopóki prawidło (1) 
ne da się całkiem zastosować do wszystkich bez wyjątku przy- 
padków. 

Tak więc, aby dodać wielomian do liczby, potrzeba zawsze pisać wctąż 
lczby różne wyrazy wielomianu z ich znakami, 


ODCIAGANIE JAKIEGOKOLWIEK WIELOMIANU. 


l1. Jeżeli się rozumie przez odciąganie działanie mające na celu 
nalezienie wyrażenia które dodane algebraicznie (40) do wyrażenia 
(anego wyda inne wyrażenie także dane, to widoczna że : 

Aby odciągnąć wielomian od liczby, potrzeba zawsze pisać wciąż 
iczby różne wyrazy odmieniając ich znaki na przeciwhe. 

Tym sposobem różnica pomiędzy liczbą A i wielomianem 

a-Lh—c-Ed—=e-|-f 
pst 
A—a—h-c—d--e—=f: 


gdyż, dodając to wyrażenie do wielomianu przedstawionego, znaj- 
tuje się 


a-Hh—c+-d—eLfA—a—b-rec—d--e—f, 


:0 po uproszczeniu staje się równóm liezbie A, 
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LICZBY ODJEMNE. 


42. Formuły ogólne 
. 

A +-(a--b—cHd—e-f)=A"ahb=c-d=e—f, 

A —(aHb=— cLd—e+f)=A—a—b-Lc—d-Le=f, 
stają się, w przypadku a= b= d=e = f= 0, 
(1) A+(—)=A—ę, 
(2) A—(—)=A—C, 
i wyrażają wtedy prawidło dodawania i odciągania liczby odoso- 
bnionćj poprzedzonćj znakiem —. Taka liczba (—c) nazywa się 
odjemna (négatif); przez oppozycyą, mówi się że liczby zwyczajne są 
dodatne (po francuzku positifs ; wyrażenie pochodzące z łacińskiego 
ponatur una res). Winniśmy te nazwanie Vietowi (1540). 

Liczba odjemna jest pozbawioną wszelkiego znaczenia względem 
wymiaru wielkości ; jestto czysty symbol wprowadzony do algebry 
w celu uogólnienia. 

43. Formuły (1) i (2), raz przypuściwszy dla wartości dodatnych 
przypisywanych ilości c, rozciągną się przez to samo do przypadku 
gdzie c miałoby wartość liczebną odjemną, 


Niech będzie, w rzeczy samćj, c = —©' ; fomauła (2), zastosowana 
do liczby dodatnćj c', daje 


A—(—=0)=A—=c' 
a, zastępując — c' przez c, 
A—c=A+(— 0), 


co jest formułą (1) rozciągnięta do przypadku gdy c przybićra w :- 
tości liczebne odjemne. 
Tak samo formuła (1), zastosowana:do liczby dodatnćj c', daje 


AT(—c=A—C' 
a, zastępując — e” przez c, 


A-c=zZA—(—0), 
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o jest formułą (2) rozwiniętą dla przypadku w którym c ma wartość 
iczebną odjemną. 

LL. Przeto, we wszystkich przypadkach, dodać —c wychodzi 
ia jedno co odjąć c, a odciągnąć — ¢ znaczy to samo co dodać c; 
vynika ztąd że można uważać wielomian jako summę wyrazów doda- 
ych, oznaczając przez słowo wyraz nierozdzielne połączenie znaku 

liczbą przed którą ten znak jest położony. Dwa wyrażenia 


a-Eb—c-Hd—e--f, 
a+6+(—9++(—0)+f, 


a, w rzeczy samćj, równoważne podług powyżćj wyłożonych pra- 
videł; podobny rezultat przybiera szczególne nazwisko summy alge- 
matcznćj . 

15. Przypuśćmy że podstawiono w wielomianie na miejscu liter 
iczby, i niech będą : P summa wyrazów dodatnych, N summa wyra- 
ów odjemnych, wielomian daay może się napisać pod kształtem 


P—N. 
jeżeli liczba N przewyższa P i jest równą PHD na przykład, for- 
nuła staje się 
P— (P+D), 
:lbo 
P—P—D, 
¿lbo 
—D. 
Wartość liczebna wielomianu jest więc przedstawiona w tym przy- 
padku, przez liczbę odjemna którćj wartość bezwzględna równa się 
przewyżce wartości liczebnćj wyrazów poprzedzonych znakiem -- 
nad wartością liczebną wyrazów poprzedzonych znakiem —. Aby 
to dobrze zrozumićć, dosyć jest tylko sobie przypomnićć : że dwie 
formuły 
P— (P+D) i — [(P -+ D) — P] 


są równoważne. Definicya n™ 10 znajduje się tym sposobem uogól- 
nioną, i widzimy że, aby otrzymać wartość liczebna wielomianu, po- 
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trzeba zawsze dodać, z jednćj strony liczby poprzedzone znakiem +, 
z drugićj liczby poprzedzone znakiem —, odciagnać mniejsza summę 
od większćj, i dać reszcie znak prpywiązany do większćj summy. 


MNOŻENIE DWÓCH WIELOMIANÓW JAKICHKOLWIEK, 


46. Rozważania odpowiedne uwagom przedstawionym w ne 40 
pokazują że prawidło dane (27) na mnożenie dwóch wielomianów do- 
datnych powinno koniecznie się zastosować do wszystkich przypadków, 

Formuły 

(c +a) (d — b) = cd ad — ch — ab, 
(e—a) (d+ b) =cd — ad + ch —ab , 
` (e—a) (d—b=cd —ad — ch ab, 


są więc ogólne, Dlac=d—0, poprzednie formuły stają się 


(1) a(—b)=—a, 
(2) (— db "ab, 
(3) (—a)(—5)= a, 


i wyrażają wtedy prawidła mnożenia liczb odjemnych odosobnio- 
nych. 

47. Relacye (1), (2), (3), raz przypuściwszy dla wartości dodat- 
nych z ilości a i b, rozciągną się przez to samo do przypadku gdzie 
a ïb miałyby wartości liczebne odjemne. 

Na przykład, aby dowieść że formuła (3) istnieje jeszcze gdy a, b 
sa odjemne i równe — a' i —V', zważymy że ta formuła, zastoso: 
wana do liczb dodatnych a' i b', daje 

(a) (—b)=av 
a, zastępująca” i b” przez — a i —h, i 

ab =(—a) (— b), 
co jest formułą (3) rozciągnięta do przypadku w którym a ib przy- 
bierają wartości liczebne odjemne. 

48. Będziemy przedstawiali odtąd jakikolwiek wielomian, jakie: 
kolwiekbądź znaki miałyby jego wyrazy, pod kształtem ogólnym 

r 
a--6-+e-Hp-H9-+7; 


gdzie a, b, c, p, q, r, oznaczają liczby dodatne albo odjemne. 
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PRZYKŁAD. Formuła 
(a+ b) =a -- 2ab --4$, 


która wypada bezpośrednio z prawidła mnożenia, jest przez to samo 
prawdziwą, jakiekolwiek byłyby znaki ilości oznaczonych przez 
aib. Można więc przypuścić że b w powyższym wzorze przedsta- 
wia liczbę odjemną — $'. Ta formuła staje się wtedy 


(a=b P= a H), 
albo, stosując prawidła (46), 
(a— b) = a* — 2ab' -- h°. 


Formuły dające kwadrat z sammy i kwadrat z różnicy znajdują 
się tym sposobem przywiedzione do jednćj. 
Tak samo formuła | 


(ab)? = a34 30h 434b + b°, 
która się otrzymuje mnożąc dwie strony poprzednićj przez (a -- b), 
staje się, w tychże samych okolicznościach, 


(a — b'P = — Zaw -+ 3ab'? — paz 


przeto formuły dające sześcian z summy i sześcian z różnicy są 
także sprowadzone do jednej. 


h9, TWIERDZENIE. Wieloczyn jest dodatny lub odjemny, podług 
tego jak liczba jego czynników odjemnych jest parzysta albo nieparzystą. 

W rzeczy samćj, wprowadźmy do wieloczynu liczbę (-H1) jako 
pierwszy czynnik, znak + tego czynnika zmienia się tyle razy ile 
tylko razy zdarzy się nam napotkać wchodzący do wieloczynu czyn 
pik odjemny; a ponieważ dwie zmiany z kolei jedna po drugićj 
wykonane na znaku, to jest wprowadzenie do wieloczynu dwóch 
czynników odjemnych przywodzi zawsze znak —-; jest więc oczy- 
wisła że znak wieloczynu będzie + jeżeli liczba odmian znaku, to 
jest liczba czynników odjemnych jest parzysta, a przeto wieloczyn 
powinien otrzymać się koniecznie ze znakiem — w przypadku prze- 
ciwnym. 


WNIOSEK. Potęgi parzyste liczby odjemnej sa PE a potegi 
nieparzyste odjemne. 
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DZIELENIE, 


50. Dzielna, będąc wieloczynem z dzielnika przez iloraz, ma tenże 
sam znak co i dzielnik albo znak z nim przeciwny, według tego jak 
iloraz jest dodatny lub odjemny. Więc iloraz ma znak 4 albo 
znak — według tego jak dzielna i dzielnik sa tegoż samego znaku albo 
znaków przeciwnych. 

Tym sposobem 


ĆWICZENIA. 


1. Jeżeli się założy 
a +b -+c+-d-+-e=—p,, 
ba + ac + ad + ae bc + bd + be + cd + ce + de = p, 
abc + abd + abe += acd -+ ace + ade: bed + bce + bde + cde = — pz, 
abcd + abce + abde + acde -+ bede = p; , 


abcde = — p;, 


a8 + b epee A+—bB4—3+ 3-063 =S;, 
ań + bó + ch + di ph et = S, a5 + b5 „5 + d5 + 85 =S;,..-3 

sprawdzić że się otrzyma 

Se = p, — 2p, 

S3 = — pi? + 3pıp2 — 8p3, 

S; = pí, — Lp*;pa + Upps + 29% — lipi > 

S; = — pó, + 5p%ip2 — 5p%ips — 5(p%2 — ps)p, + 5pop3 — ps), 

ab + a?c?  ażd? +... + dłe? = $ (Si — Sı), 


= 


a3 +- EË n |- P = a (Si — Ss), 
R + PR „..- Èd = 4 (8 — 35S: + 280). 


a3b303 H a3b303 + .., +- OB = 5 (S — SS; + 253). 
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Dowieść nierówności 
xyz > (e +y — 2) (@+z—=y) (y +z — 2), 
2 (a? Hy? 2) > wy + wz +yz, 
3 (a? Hy? + 2 + u) > ryt azt cu-eyz yu t zu. 


IL. Uważając ciąg wyrazów oznaczonych znakami + i —, mówimy że 
istnieje przemiana (variation) albo następstwo (permanence), w miarę jak znaki 
dwóch wyrazów po sobie następujących są różne lub też same. I tak wielomian 


x5 — 3at — 2x + x? — c— 1 


przedstawia trzy przemiany i dwa następstwa. To założywszy, jeśli oznaczymy 
przez a liczbę dodatną, i przez P wielomian całkowity wymierny urządzony 
podług potęg ubywających litery ©, lecz z resztą zupełny albo niezupełny, do- 
wieść potrafimy każde z podań następujących : 

10 Różnica pomiędzy liczbami przemian wielomianów P i P (œ — a) jest liczbą 
nieparzystą, i pierwsza z nich jest mnićjszą od drugićj ; 

20 Różnica pomiędzy liczbami przemian wielomianów P i P(œ -+ a) jest 
liczbą parzystą, i druga nie może przewyższać pierwszćj ; 

30 Jeżeli wielomian P jest niezupełnym, to gdy się go dopełni tworząc w nim 
o ile można nejwięcćj przemian, otrzymamy wielomian w którym liczba na- 
stępstw znalezionych równać się będzie liczbie przemian wielomianu otrzyma- 
nego przez zamianę © na — © w P. 

Są to przypadki szczególne sławnćj Reguły Dekarta (Descartes). 
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DZIELENIE. 


ILORAZ ALGEBRATCZNY. 


51. Wiemy że, dzieląc wyrażenie algebraiczne A przez inne B, 
oznaczamy iloraz, kładąc dzielną nad dzielnikiem, i oddzielając je 


linijka poziomą. Pisze się sy i, najczęścićj, jest niepodobna prze- 


kształcić formułę tą na inną bardziéj prostą. 

Lecz jeżeli A i B zawierają litery wspólne, zdarza się niekiedy że 
się może uprościć iloraz i to uproszczenie zowie się właśnie wykona- 
niem dzielenia. Rozbierzemy pilnie działanie pod tym punktem wi- 
dzenia dla jednomianów i wielomianów ; damy prawidło postępo- 
wania w każdym przypadku, i rozpoznamy jednocześnie warunki, 
bez których rachunek nie jest możebnym. 

52, Dzielenie algebraiczne przedstawia trzy przypadki : 4° dzielenie 
jednomianu przez jednomian ; 2° dzielenie wielomianu przez jedno- 
mian ; 30 dzielenie wielomianu przez wielomian. 


DZIELENIE JEDNOMIANÓW. 


53. PRAWIDŁO DZIELENIA. Dajmy że mamy do dzielenia 7507/4945 
przez 25a*bc*; i przypuśćmy że się znajduje jednomian całkowity 
który, rozmnożony przez dzielnik, wydaje dzielną. Podług pra- 
widła mnożenia (22), spółczynnik 75 dzielnćj powinien być wielo- 
czynem ze spółczynnika dzielnika przez spółczynnik ilorazu : ten 
ostatni otrzymuje się więc dzieląc 75 przez 25, będzie przeto 3. 
Według tegoż samego prawidła, wykładnik 7 litery a w dzielnćj 
powinien być summą wykładnika 3 tójże samćj litery w dzielniku, 
i wykładnika téj litery w ilorazie; otrzymuje się więc ten ostatni 
odciągając 3 od 7 ; będzie przeto 4. Dla tćjże samćj przyczyny wy- 
_ kładnik b będzie 3. A ponieważ e wchodzi z tymże samym wykła- 
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dnikiem 2 do dzielnćj i do dzielnika, dla tego ta litera nie wejdzie 
do ilorazu; nakoniec, ponieważ d wchodzi do dzielnćj nie wchodząc 
do dzielnika, dla tego będzie musiało znaleźć się w ilorazie ze swym 
wykładnikiem 5. Iloraz jest więc 3a*%d5, 

Metoda będąc ogólną przywodzi nas do prawidła następującego : 

Chcąc wykonać dzielenie jednomianu całkowitego przez inny : 
4° dzieli się spółczynnik dzielnéj przez spółczynnik dzielnika ; 29 pisze 
się w ilorazie raz jeden każda z liter wchodzacych do dzielnój z wię- 
kszym wykładnikiem jak do dzielnika; 3% oznacza się każdą z tych 
liter wykładnikiem równym różnicy wykładników, pochodzącćj z odję- 
cia wykładnika tej litery w dzielniku, od jéj wykładnika w dzielnej. 
Gdy pewna litera nie wchodzi jak tylko do dzielnej, wtedy ta litera 
wchodzi do ilorazu ze swym wykładnikiem. 

54, WARUNKI MOŻEBNOŚCI. Przypuściliśmy, dla wprowadzenia ro- 
zumowania, że iloraz istniał pod kształtem jednomianu całkowitego. 
Owoż nie ma wątpliwości, że to założenie będzie sprawdzonćm, ile 
tylko razy spółczynnik dzielnćj będzie podzielnym przez spółczynnik 
dzielnika; jeśli oprócz tego, wszystkie litery dzielnika będą wchodziły 
do dzielnćj ; i jeśli nakoniec wykładnik każdój z nich w dzielniku bę- 
dzie niższym od wykładnika którym ta litera jest oznaczona w dzielnej 
a najwyżćj równym takowemu. Gdyż jeśli te warunki są dopełnione, 
możaa będzie, stosując prawidło (53), znaleźć jednomian całkowity, 
który, rozmnoży przez dzielnik, wyda dzielną : ten więc będzie ilo- 
razem wykonanym. É 

Lecz jest zupełnie niepodobna otrzymać iloraz pod kształtem jedno- 
mianu całkowitego gdy jeden, dwa lub wszystkie te trzy warunki 
dopełnionemi nie będą. Gdyż, jeśliby iloraz istniał pod tą formą, to 
rozumowanie i prawidło mogłoby się zastosować, i trzy warunki 
musiałyby być koniecznie dopełnionemi. 

Te więc warunki są konieczne i dostateczne, żeby dzielenie jedno- 
mianów całkowitych było możebnóm. 


. 


WYKLADNIK ZERO. 


a55. Podług prawidła któreśmy co tylko podali, jeśli litera a wchodzi 
do dzielnćj z wykładnikiem m a do dzielnika z wykładnikiem n; 
to wchodzić ona będzie do ilorazu z wykładnikiem m — n. Lecz 
dowodzenie przypuszcza że mamy m > u. Gdyby więc na przykład 
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było m =n, litera a znikłaby całkiem z ilorazu, i prawidło nie da- 
łoby się więcej zastosować. Gdyby wszakże zgodzono się jeszcze na 
dalsze jego zastosowanie, otrzymalibyśmy a"*=w albo a; a ponie- 
waż iloraz z a" przez a™ jest oczywiście jednością, zachowalibyśmy 
dla prawidła wykładników jego ogólność, stanowiąc ugodę że a? 
przedstawia jedność, jakiémkolwiek bądź wreszcie jest a. Podług 
tego, 


T5arbtetd5; 25a3bc? = 3a ds; 


i ten iloraz nie jest zmienionym przez ugodę, ponieważ czyn- 
nik "=. Zachowuje się wreszcie tym sposobem, w ilorazie, 
ślad litery która, bez tego, znikłaby całkowicie. 

Dostarczymy w dalszym ciągu więcćj szczegółów o tćj ugodzie, 
która ściśle się wiąże z ogólnościa wykładników. 


DZIELENIE WIELOMIANÓW PRZEZ JEDNOMIAN. 


56. PRAWIDŁO DZIELENIA. lloraz z dzielenia wielomianu przez je- 
dnomian nie jest nigdy jednomianem; gdyż wieloczyn z dwóch 
jednomianów jest zawsze jednomianem (22). Tak więc ten iloraz 
musi być koniecznie wielomianem jeśli znajduje się pod kształtem 
całkowitym. Działanie zależy więc, w tym przypadku, na znalezie- 
niu wielomianu któryby, rozmnożony przez jednomian dzielnika, 
był w stanie wydać wielomian dzielnój. Owoż widzieliśmy (24), że 
wieloczyn z wielomianu przez jednomian jest summą wieloczynów 
każdego wyrazu mnożnćj przez mnożnik. Przeto iloraz szukany 
można będzie otrzymać dzieląc każdy wyraz dzielnćj przez dzielnik ; 
dodać wreszcie potrzeba do każdego z ilorazów częściowych znak wyrazu 
dzielnćj z którego ten iloraz powstał. 


PRZYKLAD : 
(360415 — 24ax -4 28027): 4a? = Yaz? — 62! — 7a. 


57. WARUNKI MOŻEBNOŚCI. Kiedy każdy wyraz dzielnćj, wzięty od- 
dzielnie, jest podzielnym przez dzielnik, oczywista że iloraz przedsta- 
wia się jako wielomian całkowity, który się może otrzymać przez 
zastosowanie prawidła poprzedniego ; a dowodzenie tego prawidła 
wykazuje, wreszcie, że ten warunek jest koniecznym. 


fs i 
httę://fein.org.pl 


T 


DZIELENIE. 49 


DZIELENIE WIELOMIANÓW. 


i8. Bardzo rzadko można wykonać dzielenie wielomianu przez 
inry, czyli znaleźć trzeci wielomian który, rozmnożony przez drugi, 
wylaje pierwszy. Wszelako, kiedy dzielna i dzielnik przyjmują literę 
wspólną, zdarza się niekiedy że się może znaleźć iloraz taki. Przy- 
puszczać tu będziemy, że dwa wielomiany są uporządkowane pod- 
Jug potęg ubywających tćjże samćj litery, i będziemy poszukiwali, 
jesli możebna, przedstawić iloraz przez wielomian uporządkowany 
tynże samym sposobem. 

Sposób dzielenia opiera się na dwóch twierdzeniach naslępu- 
jących : 

59. TWIERDZENIE l. Gdy dwa wielomiany sa uporzadkowane podług 
potęg ubywających tćjże samćj litery, i gdy iloraz z ich dzielenia jest 
wielomianem uporządkowanym tymże samym sposobem, otrzymuje się 
pierwszy wyraz ilorazu dzieląc pierwszy wyraz dzielnej przez pier- 
wszy wyraz dzielnika. 

W rzeczy saméj, dzielna będąc z założenia wieloczynem z dziel- 
nika przez iloraz, pierwszy wyraz tćj dzielnćj pochodzi bez uproszcze- 
nia (32) z wieloczynu pierwszego wyrazu dzielnika przez pierwszy 
wyraz ilorazu : więc pierwszy wyraz ilorazu wynika z dzielenia pier- 
wszego wyrazu dzielnćj przez pierwszy wyraz dzielnika. 

60. TWIERDZENIE Il. Mnozac dzielnik przez pierwszy wyraz ilorazu 
i odciagając wieloczyn od dzielnćj, ortzymuje się reszta która, podzie- 
lona przez dzielnik, daje ogół innych wyrazów ilorazu. 

W rzeczy samćj, uważając iloraz jako złożony z dwóch części: 
jego pierwszy wyraz i ogół wyrazów po nim następujących, wi- 
dzimy że wieloczyn z dzielnika przez iloraz, to jest dzielna, jest 
równą wieloczynowi z dzielnika przez pierwszy wyraz ilorazu, po- 
większonemu wieloczynem z dzielnika przez ogół innych wyrazów 
tego ilorazu ; przewyżka dzielaćj nad pierwszą częścią tego wielo- 
czynu jest więc równą wieloczynowi z dzielnika przez ogół wyra- 
zów ilorazu po pierwszym następujących. 

61. PRAWIDŁO DZIELENIA. Dwa twierdzenia poprzedzające pozwa- 
lają wykonać dzielenie jakiekolwiek : gdyż pierwsze daje sposób 
znalezienia pierwszego wyrazu ilorazu, a drugie przywodzi wyszuka- 
nie wszystkich innych do dzielenia nowego. Pierwsze twierdzenie, 
zastosowane do tego nowego dzie'enia, pozwala znaleźć pierwszy 

rr=4 
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wyraz nowego ilorazu, to jest drugi wyraz ilorazu szukanego ; a dru- 
gie twierdzenie przywodzi wyszukanie następujących do trzeciego 
dzielenia, i tak następnie. 

Zkąd (bezpośrednio) wypada to prawidło : 

Aby podzielić wielomian przez inny : po ich uporządkowaniu podług 
potęg ubywających tójze samćj litery, dzieli się pierwszy wyraz dziel- 
néj przez pierwszy wyraz dzielnika ; co daje pierwszy wyraz ilorazu. 
Mnoży się dzielnik przez ten iloraz częściowy, t odciąga się wieloczyn, 
od dzielnćj : to odciaganie wykonywa się zmientajac znak każdego 
wyrazu w wielomianie odciagajacym się, i upraszczając wyrazy po- 
dobne. Dzieli się następnie pierwszy wyraz reszty przez pierwszy 
wyraz dzielnika; co daje drugi wyraz ilorazu. Mnoży się dzielnik 
przez ten drugi wyraz, i odciaga się wieloczyn od reszty. Otrzymuje 
się tym sposobem druga reszta, w którćj dzieli się pierwszy wyraz 
przez pierwszy wyraz dzielnika; co daje trzeci wyraz ilorazu. Mnoży 
się znowu dzielnik przez ten trzeci wyraz, i odciąga sie otrzymany 
` wieloczyn od drugićj reszty. Otrzymuje się tym sposobem trzecia reszta, 
z którą postępuje się tak samo jak z poprzedzającą, i ciągnie się dalćj 
robota póty, aż wszystkie wyrazy dzielnćj zostana przez odejmowanie. 
wyczerpane, to jest aż znajdzie się nakoniec zero na resztę. 

Wielomian, w którym otrzymuje się tym sposobem wyrazy ko- 
lejno jeden po drugim, jest ilorazem szukanym; gdyż działając 
wedle tego prawidła, odejmuje się kolejno od dzielnćj wieloczyny 
z dzielnika przez różne wyrazy tego wielomianu : a ponieważ osta- 
tecznie nic nie pozostaje, wnosić słusznie wypada że dzielna jest 
wieloczynem z dzielnika przez ten wielomian, to jest że ten wielo- 
mian jest istotnie ilorazem otrzymanym z podzielenia wielomianu 
dzielnćj przez wielomian z dzielnika. 


SPOSÓB URZĄDZANIA DZIAŁANIA. 


62. Urządzenie jest zupełnie takież same jak i w arytmetyce ; tylko 
gdy się pisze wieloczyn częściowy pod dzielną częściową od którćj 
ten wieloczyn powinien być odciągniętym, należy zmienić wszystkie 
jego znaki, gdyż tak działając można niezwłocznie zastąpić odcią- 
ganie prostém do wykonania uproszczeniem. 

PRZYKŁADI. Dajmyżemamy dopodzielenia2*+62%-Łc*—Lr"--r—1 
przez «* -|- z — 1 : można będzie napisać, jak to we wzorze poniżćj 
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przelstawionym widzimy, dzielnik po prawéj stronie dzielnćj prze- 
dzieając je linijką pionową. 

WZÓR DZIAŁANIA. 
Dziena.. F 5 + 601 +- h — ha? Ha — A| xi Dzielnik. 
—5— «+ aż «©3+-50%4-1 oraz. 


15: eszta. 5a4 + 5r? — 4a? ++ a —1 
— at — bæ? + 5a? 


290 pszła. a? e r—1 
— a —«w+1 
0 


Perwszy wyraz ilorazu jest z, iloraz wynikły z podzielenia z“ 
prze £? Wieloczyn z dzielnika przez z’ jest 15 xí — 13; pisze 
się jod dzielną ten wieloczyn ze zmienionemi znakami ; co sprowa- 
dza odciąganie do wykonania prostego uproszczenia wyrazów po- 
dobiych : i otrzymuje się tym sposobem pierwsza reszta 

5c! + 503 — hę? Ex —1. 

Dugi wyraz ilorazu jest 52%, iloraz wynikły z podzielenia 5z‘ 
prze. x. Mnoży się dzielnik przez 5x?, co daje 5s‘ - 53 — 523; 
potóm pisze się ten wieloczyn pod pierwszą resztą zmieniając jego 
znak, i wykonywając uproszczenie. Otrzymuje się na drugą resztę 

x Lg —1, 

Tzeci wyraz ilorazu jest 1, iloraz z «* przez 2*. Gdy się roz- 
mneży dzielnik przez 1, i odciągnie wieloczyn od drugićj reszty, 
otrzmuje się na resztę 0. Iloraz szukany jest więc 


23 -L5a? 1. 

Należy przyuczyć się do wykonywania razem mnożenia każdego 
wyrzu dzielnika przez wyraz znaleziony na iloraz, odciągania od 
wyrzu odpowiedniego dzielnćj, i uproszczenia wyrazów podobnych. 


Wyłlaz rachunku sprowadza się wtedy do wzoru poniżćj tu przed- 
stawonego : 


Dzieha....... G + 601 -H ha — ch? Hr 1 | a? ea —41 Dzielnik. 
Piervsza reszta. 504 4 5x3 — ha? -p 0 — 1 | x? + 5a* +1 iloraz. 
Druga reszta... w? + c —1 

0 
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PRZYKŁAD Il. Spółczynniki litery porządkowćj są jedmomian 
ogólne, to jest wyrażone w literach. 
Dajmy że wielomian 


15a8 — 9a7b — 2548-4 19456 — Gath +- 130365 — La?66—5ab" 4- 245, 
mamy podzielić przez wielomian 
$a — 5ab* + 2%. 


Poprzestaniemy na zrobieniu wykazu rachunku. 


Dzielnik. 


5a5—3aib —2a?b?-+b5 Iloraz: 


1 
o 
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f 
o 
= 
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d 
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so 
wo © © © 
V O O s 
N Ga Aa A 
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PRZYKŁAD NL. Prawidło poprzedzające nie przypuszcza bynajmnićj 
aby potęgi litery porządkowćj miały spółczynniki liczebne albo były 
jednomianami. Te spółczynniki mogą nawet przedstawiać jakie- 
kolwiek całkowite wielomiany (30), a jeszcze nie znajdzie się nie 
do zmienienia w rozumowaniach i w sposobie postępowania. 

Niech będzie danćm do podzielenia 


aś (a? — UP) — (a — ct)? — aë — daśc* — qźe$ 


przez 
g— aal 
aip 42 | iat |a— aś || ał—a2 | 
Dzielna... | —22| p| —ać* gi de 
— dd 
2a? | i-ai |a*— a | cipa? | a2+-at 
1530 reszta.. = e| + | = dac” =e DR iloraz. 
— aż 
Ha | 1—w 
29a reszta. | -+ac | —ac* 
l s 
0 


Pierwszy wyraz ilorazu jest «4, iloraz wynikły z podzielenia z“ 
przez 4”. Mnożąc dzielnik przez 2*, odciagając wieloczyn od dzielnćj, 
i uproszezając, -i:: „Juje się pierwsza reszta. Dzieląe pierwszy wyraz 
(2a? — c?)ut tój reszty przez «*, otrzymuje się drugi wyraz ilorazu 
(2a? — è). Mnożąe dzielnik przez ten drugi wyraz, odéjmując 
wieloczyn od reszty, i uproszczając, otrzymuje się druga reszta, 
Pierwszy wyraz (at --o?)u* tój reszty, podzielony przez z, dostar- 
cza trzeci wyraz (at-a?) ilorazu; a dzielnik, rozmnożony przez 
ten wyraz, daje wieloczyn który jest równym drugićj reszcie. A na- 
stępnie iloraz jest zt- (2a — c?) 2? -Ha'-Ha?e>. 

PRZYKŁAD IV. Rachunek jest mnićj prostym, kiedy spółczynnik 
pierwszego wyrazu dzielnćj i pierwszego wyrazu dzielnika są same 
przez się wielcmianami. Ma się wtedy tyle razy dzielenia częściowe 
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do wykonania, ile razy chce się otrzymać nowy w 


5h 
przykład 


0 | A 
> | s+ 
Qz» = | DZ— 
:10G— yJgn= | g4:07+ 
90:76 ed— | 9q1— z4g0— 
vc glwt | e4e09-- 4,07 
£450$— © w+ |  Wa=gwo| c= / 
| | „eb | 
P OA Cea m QG— | 
sqzD5— sq0— 09+ n— 
:0DG— | Qp9— Hea U Can Lam 
i i 908% | 10:05 wL | e0:08— | zaw 
Š ) nwt z050-- qt | złeDę— 4ebg— | 
SR eQsog— © | mhr WĘ—gr| sd; w+ n 
1:9+ 
9996 909 + . 
4 sq400— w + yH | net 
10G— |9 — | nwe — +06 006— £ — 
R n+ st || wet | styoo+  |e0sPOT+ | egaz — | zawał | oge 
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15 dzielenie częściowe. 2gie dzielenie częściowe. 
a3— 3a*b--3ab2— b3 | a2—2dab--b*  a4--3a*bęQa2U*Fab3—A | a?—2ab4-b? 
—ab-+- 2aL? —b3 FE" E T -+ ab? ab3 —b* | and 
0 à — ab? +2ab3—b 
0 


gcie dzielenie częściowe. 


— 6 + 2atb — ab? + a?b3 — dabi + bó | aż — 2ab +b? 
+ asb — abit +65| — atb? 
0 


Dzieli się naprzód, w tym przypadku, a — 34b -+ 34b? — b, spół- 
czynnik pierwszego wyrazu dzielnéj, przez a* — ab -+ %?, spółczyn- 
nik pierwszego wyrazu dzielnika (pierwsze dzielenie częściowe); 
co daje a—b. A jako 2%, podzielone przez 23, daje «*, pierwszy wy- 
raz ilorazu jest (a — b)x?. Mnoży się dzielnik przez ten wyraz, co 
zniewala do wykonania wielu mnożeń wielomianów; potóm 
odćjmuje sięjten wieloczyn od dzielnćj, i znajduje się pierwsza reszta. 
Chcąc dalćj ciągnąć działanie, należy dzielić at — 3a%% -} 2a% 
-+- ab — bt, spółczynnik pierwszego wyrazu reszty, przez a* — 2ab-|-4*, 
(drugie dzielenie częściowe) : co daje a* = ab — 4%. Drugi wyraz 
ilorazu jest więc (a? — ah — 4*)r. Mnożenie dzielnika przez ten wyraz, 
i odciąganie przywodzą nową resztę, z którą postępuje się jak z po- 
przedzającą ; i przychodzi sie tym spesobem do ilorazu szukanego. 

64. WARUNKI MNOŻEBNOŚCI. iozumowania, które nas doprowadziły 
do sposobu dzielenia, przypuszczają rzeczywiscie że iloraz może się 
wyrazić przez wielomian. Owóż, kiedy się dzieli wielomian przez 
inny, nie wiesię najczęścićj czy ten warunek może być dopełnionym. 
Jest więc rzeczą ważną oznaczyć cechy po których można będzie 
poznać czy dzielenie jest możebnóm pod tą formą. Te cechy napo- 
tykają się w samym sposobie jakiego używamy. 

W istocie, aby dzielenie było możebnem, | 

1° Pierwszy wyraz dzielnój powinien być podzielnym przez piet- 
wszy wyraz dzielnika, i ostatni wyraz dzielnćj przez ostatni wyraz 
dzielnika (32). 

20 Pierwszy wyraz każdćj reszty powinien być podzielnym przez 
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pierwszy wyraz dzielnika : gdy jest wieloczynem pierwszego wyrazu 
dzielnika przez jeden z wyrazów ilorazu. 

30 Po pewnej liczbie dzieleń częściowych kolejno po sobie mastępu- 
Jacych, musi się znaleźć na iloraz jeden wyraz który, rozmnożony przez 
dzielnik, wydaje dzielną częściową z którćj ten wyraz powstał ; gdyż 
powinno się otrzymać (ostatecznie) na resztę zero. 

Te warunki są konieczne : i gdy jeden z nich nie jest dopełnio- 
nym, nie ma ilorazu pod kształtem wielomianu : dzielenie przeto 
wykonać się nie może. 

Te warunki są dostateczne ; gdyż jeśli są dopełnione, sposób użyty 
dostarczy oczywiście wielomianu, który, rozmnożony przez dzielnik, 
wydaje dzielną. 

65. CECHY PO KTÓRYCH SIĘ POZNAJE CZY DZIELENIE MOŻE LUB NIE 
MOŻE SIE WYKONAĆ. — Kiedy wielomiany są uporządkowane, jak 
to powyżćj przypuściliśmy (58), podług potęg ubywających tejże sa- 
méj litery, wykładnik tćj litery w pierwszym wyrazie każdćj reszty 
postępuje zawsze zmniejszając się, ponieważ uproszczenie wyrazów 
podobnych znosi przynajmnićj pierwszy wyraz każdćj dzielnćj czę- 
ściowój. A zatóm, jeśli się dalój pociągnie zastosowanie sposobu 
dzielenia, przyjdzie się koniecznie do reszty, której pierwszy wyraz 
zawierać będzię litere porządkowa z wykładnikiem słabszym jak wykła- 
dnik którym ta litera jest oznaczoną w pierwszym wyrazie dzielnika, 
A wtedy, jedno z dwojga : albo ta reszta będzie zerem, i dzielenie 
będzie wykonanćm; albo nie będzie zerem, i dzielenie będzie nie- 
możebnóm. 

Uważmy, wreszcie, że można będzie być ostrzeżonym o niepodo- 
bieństwie wykonania dzielenia, nim dojdziemy do reszty o którćj 
dopićro mówiliśmy. Gdyż zdarzyć się bardzo może, że pierwszy wy- 
raz reszty poprzedniej nie będzie podzielnym przez pierwszy wyraz 
dzielnika. 

PRZYKŁAD V. Podzielić 2% -H 52a! + 2a3 przez a* -- r. 


Dzielna... «5-4 5a + 20 | a? Ha dzielnik. 
+ hat + 2a3 |a3 H ha? — 30 4-2 iloraz. 
— 23 
+ 2x? 
— 2r 
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Następstwo rachunków sprowadza resztę — 2x, która nie jest po- 
dzielną przez z : więc dzielenie jest niepodobnćm. 

Kiedy dzielenie nie może się wykonać, jest inna cecha po którćj 
można poznać w jakićj chwili należy się zatrzymać. W rzeczy sa- 
méj, gdy dzielenie jest możebnóm, ostatni wyraz dzielnćj powinien 
być wieloczynem ostatniego wyrazu dzielnika przez ostatni wyraz 
ilorazu (32). Wynika ztąd, że można oznaczyć bezpośrednio ostatni 
wyraz ilorazu, dzieląc ostatni wyraz dzielnćj przez ostatni wyraz 
dzielnika. Przeto, gdy przy formowaniu wyrazów po sobie następu- 
Jacych ilorazu, można będzie znaleźć jeden z mch stopnia nizszego jak 
wyraz tym sposobem wyrachowany, można bedzie twierdzić że działa- 
nie nie skończy się, i że żaden wielomian nie może przedstawiać 
ilorazu. Toz samo trzeba rozumićć, gdy sie przychodzi do wyrazu tegoż 
samego stopnia co wyraz tym sposobem wyrachowany, i gdy ten z nim 
nie jest jednaki (identique). 

Gdyby w przykładzie V, iloraz istniał, ostatni wyraz powinienby 
był się wyrazić pod kształtem jednomianu 24%, będącego ilorazem 
wynikłym z 22% przez r. Owóż pierwszy wyraz 4.14 pierwszćj reszty, 
podzielony przez x°, daje na iloraz 44%. Nie idac dalćj, można twier- 
dzić że dzielenie nie będzie mogło się skończyć. 

66. DZIELENIE WIELOMIANÓW UPORZĄDKOWANYCH PODŁUG POTĘG WZRAS- 
TAJĄCYCH JEDNEJ LITERY. Zdarza się w pewnych przypadkach, że 
zamiast uporządkowania wyrazów wielomianu podług potęg uby- 
wających jednój litery, urządza się je tym sposobem, że wykładnik 
tćj litery postępuje powiększając się od pierwszego wyrazu aż do 
ostatniego. Można wykonać dzielenie dwóch wielomianów uporząd- 
kowanych tym sposobem, i znaleźć różne wyrazy ilorazu, poczyna- 
jac od tych w których litera główna ma najmniejszy wykładnik. 
Teorya jest zupełnie ta sama co i w trybie zwyczajnym działania ; 
tylko, w przypadku gdzie dzielenie dokładne nie jest podobném, 
można niekiedy przeciągnąć robotę nieograniczenie, zwłaszcza że 
«działanie nie znajdzie się nigdy zatrzymanóm; i otrzymuje się reszty, 
których stopień powiększa się coraz bardzićj, zamiast zmniejszać 
się, jak to miało miejsce w przypadku wielomianów uporządkowa - 
mych podług potęg ubywających. 

Aby dać przykład tego sposobu działania, powróćmy do dziele- 
mia wykonanego w nre 62, porządkując dwa wielomiany podług 
poteg wzrastających litery w. 
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PRZYKŁAD VI. 


Dzielna. —1-+0— ha? + ha3 + 604 -+a5 | —1 Ha+a* dzielna, 
— 5a? + ha3 +60! HE aè | 1 + 5a? + a3 iloraz. 
— r3 -4H xá + a5 


Będziemy rozumowali mówiąc : dzielna będąc wieloczynem 
z dzielnika przez iloraz, wyraz, którego stopień w z jest mnićj wy- 
niesiony, pochodzi bez uproszczenia z wieloczynu dwóch wyrazów 
podobnych w dzielniku i w ilorazie (32); a, następnie, pierwszy 
wyraz ilorazu jest ilorazem z podzielenia pierwszego wyrazu dzielnćj 
przez pierwszy wyraz dzielnika : tym jest -+ 1. 

Dowiedzie się, zupełnie jak to już było wykazanćm (60), że od- 
ciągając od dzielnćj wieloczyn z dzielnika przez pierwszy wyraz 
ilorazu, otrzymuje się reszta 


— 5a? -- ha? p 60% p „15 


która, podzielona przez dzielnik, dostarczy wyrazy dopełniające 
ilorazu. 

Pierwszy z tych wyrazów jest równym, dla przyczyn danych po- 
„wyżćj, ilorazowi otrzymanemu z podzielenia — 5x? przez — 1, czyli 
jest istotnie + 52*. 

Mnożąc —- 5x? przez dzielnik, i odciągając wypadek od pierwszćj 
reszty, otrzymuje się druga reszta 


—8+a s, 


która, podzielona przez dzielnik, dostarczy wyrazy które powinny 
dopełnić ilorazu. 

Pierwszy. z tych wyrazów jest równym, dla przyczyn danych po- 
wyżćj, ilorazowi otrzymanemu z podzielenia — «3 przez — 1, to 
jest musi być -+ 13%; mnożąc go przez dzielnik, i odciagajac wielo- 
czyn od reszty poprzedzającćj, nie znajduje się różnicy wi EM 
działanie jest przez to samo skończonćm. 

67. CECHA PO KTÓREJ POZNAJE SIĘ CZY DZIELENIE TYM SPOSOBEM URZĄ- 
DZONE JEST NIEPODOBNEM. W przykładzie poprzednim, działanie koń- 
czy się, i rezultat jest tosamy (identique), jak to właściwie być było 
powinno, z wypadkiem którego nam uprzednio dostarczył pierwszy 
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sposób działania. Lecz przedstawienie ilorazu pod forma skończoną 

całkowitego wielomianu w żaden sposób otrzymaćby się nie mogło, 
gdybyśmy przedsięwzięli dzielenie które niepodobna wykonać do- 

kładnie. Weźmy, na przykład, do dzielenia ` 


1 ra? 2x3 przez 1-2. 


PRZYKŁAD VII. 


Dzielna. 10a? pr , 1 20 dzielnik. 
— © pa? ++ da03 Topi = las... iloraz. 
+ 3a? — 2a3 
— has 
+ 804 


Stosując sposób zwyczajny do tego przykładu, otrzymuje się reszty 
po sobie następujące, w których wykładnik litery z, w pierwszym 
wyrazie, postępuje zawsze zwiększając się; wreszcie dzielenie pier- 
wszego wyrazu każdćj reszty przez pierwszy wyraz dzielnika jest 
zawsze możebnóm. Więc pierwsza cecha niemożebności (65) nie 
»bjawia się tu wcale. 

Lecz istnieje inna cecha, podobna do drugićj, która przedstawia 
się zawsze, w przypadku gdy dzielenie nie może się wykonać. W rze- 
szy samćj, gdy dzielenie jest możebnóm, ostatni wyraz dzielnćj jest 
wieloczynem z ostatniego wyrazu ilorazu przez ostatni wyraz dziel- 
aika ; a tém samém, ostatni wyraz ilorazu otrzyma się bezpośrednio, 
dzieląc ostatni wyraz dzielnćj przez ostatni wyraz dzielnika. Owoż 
stopień wyrazów ilorazu, względem litery porządkowćj, postępuje 
wciąż powiększając się. Więc, gdy się zdarzy, przy stosowaniu obcho- 
dzącego nas obecnie sposobu dzielenia, położyć w ilorazie wyraz tegoż 
samego stopnia jak wyraz tym sposobem wyrachowany a któryby z nim 
nie był tosamym (identique), albo też wyraz stopnia wyższego, można 
będzie twierdzić że dzielenie jest nie możebnem. 

W przykładzie VII, jeśliby iloraz istniał, jego ostatni wyraz mu- 
siałby być «*, który jest ilorazem z 2x3 przez 2x; więc, gdy znaj- 
dujemy na iloraz wyraz Ba*, potrzeba się zatrzymać; gdyż dzie- 
lenie nie będzie mogło się wykonać. 

A przeto, razem zebrawszy wszystko to cośmy dotąd powiedzieli, 
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widzimy że, we wszystkich przypadkach, sposób sam dziielenia 
prowadzi koniecznie do cech pewnych możebności lub niepodo- 
bieństwa. 


DZIELENIA KTÓRE NIE MOGA SIĘ WYKONAĆ DOKLADNIE. 


68. DEFINICYA. Mówi się że wielomian jest całkowitym względem 
pewnćj litery z, gdy ten nie zawiera litery «© ani w mianowniku, 
ani pod znakiem y . 


PRZYKLAD : 


AGP ROB dari 
442 Fiyi g 


jest wielomianem całkowitym w s. 

Gdy wielomian jest całkowitym pod względem pewnéj litery z, 
stopień tego wielomianu, pod względem tćj Jitery, jest wykładnik 
najwyższy którym ta litera jest oznaczoną. Wielomian powyższy 
jest 360 stopnia w z. f 

69. KSZTALT ILORAZU DWÓCH WIELOMIANÓW, W OGÓLNOŚCI. Mówi 
się że wielomian, całkowity w æ, jest podziełnym przez inny wie- 
lomian całkowity w z, kiedy iloraz może się wyrazić przez wie- 
lomian tegoż samego kształtu. Spółczynniki mogą być jakiekolwiek. 
I tak az? — 3 jest podzielnym przez æ Va-EY3 ; iloraz jest © Va —V3. 

Kiedy dwa wielomiany nie daja na iloraz trzeciego wielomianu, 
mówi się że nie sa podzielne jeden przez drugi. Można wszelako, 
w tym przypadku, dać, w ogólności, wyrażeniu ich ilorazu, kształt 
prostszy jak ten któryby wyniknął z samego oznaczenia (wskazania) 
działania. Dowiodą tego, w rzeczy samćj, dwa twierdzenia mastę- 
pujące. 

TWIERDZENIE I. Jeżeli dwa wielomiany A i B są całkowite w x (A be- 
dąc stopnia przynajmnićj równego stopniowi B), można zawsze położyć 


5 A TST 4 + 
iloraz B pod forma wielomianu Q, catkowitego w x, powiekszonego 


ułamkiem p "ającym za mianownik dzielnik B, a za licznik wielo- 


mian R, całkowity w x, stopnia niższego jak B. 
Można, w rzeczy samćj, po uporządkowaniu wielomianów Ai B 
podług potęg ubywających z «x, zastosować do nich sposób dziele- 
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ria wyłożony (61); a jako spółczynniki ilorazu nie są koniecznie 
ałkowitemi, można ciągnąć dalćj działanie, aż dopóki się nie znaj- 
zie reszta stopnia niższego jak B. Moźna będzie otrzymać tym spo- 
wbem na iloraz różne wyrazy, z których żaden nie będzie zawierał z 
v mianowniku. Gdyż dzielne częściowe które je dostarczyły, są 
vszystkie stopnia wyższego lub przynajmnićj równego stopniowi B; 
sich pierwszy wyraz zawiera, tém samém, z w stopniu wyższym 
lib przynajmnićj równym stopniowi pierwszego wyrazu z B. 

Niech będzie Q ogół wyrazów otrzymanych, wprzód nim się doj- 
dzie do dzielnćj częściowćj R, stopnia niższego jak B ; R jest to 
wszystko co pozostaje z dzielnćj A, gdy się odciągnie raz po raz 
wieloczyny z B przez różne wyrazy z Q; jest więc równóm A —BQ; 
i znajduje się, na mocy tegoż samego związku, 

A =BQ-ER; 
zkąd, dzieląc przez B obie strony formuły, 

A R 
PSRP. 
iloraz jest więc kształtu zapowiedzianego. 

70. TWIERDZENIE IL. Przekształcenie powyższe nie może się wykonać 

jak tylko jednym sposobem. 

Przypuśćmy, w rzeczy samćj, że dzieląc A przez B, możnaby było 
otrzymać z jednćj strony Q’ na iloraz i R” na resztę, a z drugićj 
Q' na iloraz i R' na resztę, Q i Q' będąc całkowitemi w z,a R iR' 


będąc stopni niższych jak B; mielibyśmy, na mocy powyższego twier- 
dzenia, 


A = BO +R, 
A = BQ' 4 R'; 
zkęd, na mocy często w dowodzeniach używanéj zasady, 
BQ--R=BQ +R' 
formuła którą możemy napisać 


B(Q — 0) =R' — R. 
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Owoż R i R' będąc stopni niższych jak B, toż samo także należy 
rozumieć o ich różnicy; gdy tymczasem stopień z B(Q — Q'), wzglę- 
dem z, jest przynajmnićj równy stopniowi z B. Więc druga strona 
jest stopnia niższego jak pierwsza; czyli równość jest niepodobną. 

74. PRZYKLADY. Nie trudno znaleźć, za pomocą metody poprze- 
dzajądćj : 


25 — Dr" c—1 hx —1 
śr a = Tydukiodó srt 
RUR 33 
A 243 —5u-H7__2 TE — 1 e+ 
ANKA wą Ch po Bai ? 


eyiti TAE RY, Pa. Va-i 


3a? a : 317 — 5) 


Gdyby stopień wielomianu A był mniejszym jak stopień z B, iloraz 
Q byłby równym zeru, a reszta R byłaby równą samćj dzielnćj. 

UwaGA. Gdy się stosuje do ilorazu dwóch wielomionów A i B 
przekształcenie poprzedzające, daje się wielomianowi Q nazwisko 
ilorazu całkowitego, a licznik R ułamku B przybiera imię reszty dzie- 
lenia. 

12. PRZYPADEK GDZIE ZMIENIA SIĘ LITERA PORZĄDKOWA. Dowiedliśmy 
że gdy dwa wielomiany A i B są uporządkowane podług tćjże samćj 
litery æ, iloraz całkowity i reszta nie mogą mieć jak tylko jedną 
formę (70). Lecz, gdy się zmieni litera porządkowa, też same wielo- 
miany mogą prowadzić do nowego ilorazu i do nowćj reszty. Gdy 
się uważa, na przykład, ułamek 


s +y 
a 


uporządkowany podług z, znajduje się na iloraz z* —y*, a na reszte 
2y*. Gdyby uporządkowało się, przeciwnie, podług y, znalazłoby 
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sie na iloraz y? —2*, a na resztę 2x; tak że jest : 


Lila i EA TRE SE. 
miny TS Ya” 
y a - OW 


RGNICE I ANALOGIE (powinowactwa) POMIĘDZY DZIELENIEM ARYTME- 
TYCZNÓM A DZIELENIEM WIELOMIANÓW. 


13. Wielomiany, uporządkowane podług potęg tejże samej litery, 
przedstawiają, z liczbami całkowitćmi, anologie które jest dobrze 
zaważyć. Liczba całkowita, jak 783214, wyraża (7 x 105) - (8 x 10%) 
+3 x 10) -E(2 x 107) (1 x-10)-E4; i można ją przyrównać do 
welomianu 


Ta + 8 c! -H 323 2a Hc--h, 


wktórym, stanowczo przypuszczonćm zostało z = 40. Cyfry liczby 
sątym sposobem spółczynnikami wyrazów wielomianu. Nie trzeba 
pzecież mniemać, że wszelka kwestya arytmetyki, odnosząca się do 
liczb całkowitych, jest, czysto i po prostu, przypadkiem szczególnym 
p'wnćj kwestyi algebry, w którćj te liczby zastąpione zostały przez 
in odpowiednie wielomiany, 

Porównajmy, na przykład, dwie kwestye następujęce : 


Dielić 783214 przez 321: 
Dielić Ta F8xrt--3a3-H2r"-Hr-+-h przez 3a*--20--1. 


Warunki dwóch zagadnień mają między sobą różnice istotne, które 
ne pozwalają uważać pierwszego z tych zagadnień za przypadek 
szzególny drugiego. 

10 Różne cyfry ilorazu w dzieleniu arytmetycznćm powinny być 
cdkowite; gdy tymczasem iloraz dzielenia algebraicznego może być 
wielomianem, całkowitym pod względem litery z, którćj spół- 
czynniki są liczbami ułamkowemi. 

20 Różne cyfry ilorazu i reszty, w dzieleniu arytmetycznóm, 
powinny być mniejszemi jak 10; gdy tymczasem nie nie ogranicza 
wielkości spółczynników różnych potęg z «©, w dzieleniu algebra- 
icznćm. 
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30 W dzieleniu arytmetycznóćm, reszta powinna być mniejszą jak 
dzielnik. W dzieleniu algebraicznóm, powinna być stopnia niższego. 
h° Nakoniec, w algebrze, wypadki otrzymane przystają zarówno 
dla wszystkich warlości z w : zbywa zupełnie na podobnym warunku 
w arytmetyce. 


TWIERDZENIA ! ZASTOSOWANIA. 
DZIELENIE PRZEZ « — a, 


74. TWIERDZENIE. Gdy. wielomian, całkowity w x, jest uporządko- 
wany podług potęg ubywających téj litery, reszta z podzielenia tego 
wielomianu przez dwumian.(x — a) otrzymuje się zastępując x przez a 
w tym samym (stale odgrywającym rolę dzielnćj) wielomianie. 

Niech będą, na przykład, 


Az! + Ba? ++ Ca De + E 


wielomian dany; dzieląc go przez z —a, znajdzie się na iloraz wie- 
lomian całkowity względem z kształtu 


aa -|-Ba? ye + 8, 


a zeszta R będzie ilością niezawierającą w sobie z, ponieważ dziel- 
nik x —a jest pierwszego stopnia w z. Ta reszta będzie więc zawsze 
taż samą, jakakolwiekbądź wartość liczebna zostanie przypisaną 
dla z. 

- To przypuściwszy, weźmy pod uwagę równość 


Azt Bz’ + Cz? + Dr E 
== (x —a) (at 4 Ba? -4yr 48) -HR, 


druga strona nie jest co innego jak pierwsza, napisana tylko innym 
sposobem; inaczéj mówiąc, jest taką, że, gdyby się w nićj wykonało 
działania wskazane, znalazłoby się wyraz po wyrazie wielomian 
pierwszćj strony. Równość poprzedzająca powinna więc mieć miej- 
sce, jakakolwiekbądź wartość daje się dla x; otóż, dla z =a, wie- 
loczyn 


(z — a) (ax Ba |-yc->3) 
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niszczy się, gdyż czynnik s—a staje się a—a albo 0, a że iloraz, 
jako nie zawierający © w mianowniku, bierze wartość skończoną 


an -+ Ba? Hya --8': 
więc ostatecznie znajduje się 
Aat Bo + Ca? -+ Da- E =R. 


Co było do dowodzenia. e 


DRUGIE DOWODZENIE. Zwykle powyższe twierdzenie tak się wypro- 
wadza : 

W rzeczy samćj, ponieważ dzielnik (z — a) jest pierwszego stopnia, 
można będzie prowadzić dzielenie, dopóki się nie otrzyma reszty 
stopnia niższego, to jest niezależnćj od z (69). Niech będą więc : X 
wielomian przedstawiający dzielną, Q iloraz, całkowity w æ, który 
wynika z tego dzielenia, i R reszta niezależna. Główna zasada dzie - 
lenia wielomianów całkowitych w « prowadzi nas bezpośrednio do 
formuły 


X =(1—a)Q0 +R. 


Otóż, ta równość ma miejsce dla wszelkićj wartości przyznawanej 
dla ©; gdyż mnożąc (© —a) przez Q, i dodając R do wieloczynu, 
powinno się znaleść jednako (identiquement) wielomian X, nie 
potrzebując wcale dawać dla w jakićjkolwiek wartości szczególnćj. 
Można więc w téj tożsamości przypuścić z =a. Otóż, to założenie 
niszczy czynnik («© — a); daje dla Q, niezawierającego x w miano- 
wniku i złożonego z wyrazów w liczbie skończonćj, wartość ozna- 
czoną ; znosi więc wieloczyn (z —a)Q. Wreszcie nie zmienia bynaj- 
mnićj wartości reszty R, która nie zawiera w swym składzie z: 
więc, gdy się oznaczy przez X, , wartość jaką bierze X, gdy sie w nim 
zastępuje «© przez a, równość sprowadza się do 


> X, W 
Co było do dowodzenia. 


75. Wnioski. 10 Jeżeli wielomian X staje się zerem, kiedy się w nim 
zastępuje x przez a, ten wielomian jest podzielnym przez (x — a). Gdyż 
Xa będąc zerem z założenia, reszta R dzielenia jest zerem także. 

1.—5 
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20 Jeżeli wielomian X jest podzielnym przez (x— a), ten wielomian 
sprowadza się do zera, kiedy się w nim zastępuje x przez a. Gdyż 
reszta R będąc zerem z założenia, toż samo się stosuje do X.. 

Tak więc, aby wielomian, całkowity w x, był podzielnym przez 
(xa), potrzeba jest i dosyć na tém ażeby się sprowadził do zera, 
kiedy się w nim zastępuje x przez a. 


76. ZASTOSOWANIE. To ostatnie podanie jest wielkiego znaczenia. 
Ograniczmy się na wskazaniu kilku przedniejszych następstw : 
m jest, w tém co następuje, liczbą całkowita jakakolwiek. 

lo xm — am jest zawsze podzielnóm przez x—a. Gdyż ten wielo- 
mian niszczy się, kiedy się w nim zastępuje x przez a. W rzeczy 
samćj, dla  =a wielomian staje się a” — a" =0, 

Sprawdza się ten rezultat wykonywając dzielenie 


Dzielna.  w=a" U — (l Dzielnik. 


— "ac"! | ami o pm" + aaam. p dam oraz. 


15 reszta. + asmi — g" 


— ac"=' + aaa? 


gu reszta... + aży"=" — m 


ostatnia reszta... wx’ — am, 


Dzielne po sobie następujące są wszystkie złożone z dwumiamów 
których drugi wyraz jest a"; w pierwszym wyrazie, wykładinik 
litery a powiększa się o jedność, wykładnik zaś litery w zmniejsza 
się o jedność przy każdém działaniu. Dojdzie się więc tym sposobem 
do reszl 


mp2 — (m, amie =u, amat — ah, 
z których ostatnia jest zerem, lloraz jest wreszcie wielomianem sito- 


pnia (m — 1) jednorodnym, i symetrycznym względem liter ci a, 
Zasługuje aby był w pamięci zatrzymanym. 
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20 gm -- am nie jest nigdy podzielnóm przez x —a. Gdyż w danym 
wielomianie (przedstawiającym dzielną) zastępując œ przez a, otrzy- 
muje się reszta 2a”, 

30.0" — a" jest podzielnćm przez x-Ha, gdy m jest parzystóm. a 
nie jest podzielnćm, gdy m jest nieparzystóm. W rzeczy samćj, dzielić 
przez x-} a, jestto dzielić przez r — (— 4) : potrzeba więc, dla 
otrzymania reszty, podstawić (— a)na miejscu x. Dzielna staje się 
wtedy (— a)” — a”. Owoż, gdy m jest parzystćm, znajduje się (39) 
(—a)} = a" ; gdy zaś m jest nieparzystćm, otrzymuje się (—a)”" 
= — a". Więc reszta znika w PSEM przypadku, jest zaś — 2a" 
w V dzin. 

ht x» ah jest podzielnóm przez x-a, gdy m jest nieparzystem, 
a ne jest, gdy m jest parzystćm. Gdyż podstawiając jeszcze — a na 
miejscu z, dzielna staje się (— a)" Ha". Jest więc zerem, gdy m 
jest nie parzystćm ; zaś jest 2a™, gdy m jest parzystćm. 

71. PRAWO ILORAZU Z PODZIELENIA WIELOMIANU PRZEZ (© — 0). Da- 
liśmy poznać prawo, podług którego otrzymuje się reszta z podzie- 
lenia wielomianu przez (x — a) (74). Można także odkryć łatwo 
prawo ilorazu. Przedstawmy wielomian przez A„e" 4 Am"! 
Ast" p. LAn _s27 FA,_,0--A„ i starajmy się wy- 
konać dzielenie. 


Dzielna 

Agr" A e pA m a HA aiit HHA i note rd dzielnik, 
150 reszta PETE tA sálir" 24 
Am | 2" HA gr" ">, a HA ma ALA = HHA w +A, | iloraz. 


HM 
+ AŻ O dg 2 AW R Ag AHA ma 
agt reszli \ LA 
+ M 


Pierwszy wyraz ilorazu jest Age". Mnożąc dzielnik przez ten 
wyraz, i odciągając wieloczyn od dzielnćj, otrzymuje się pierwsza 
reszta, którćj pierwszym wyrazem jest (Aa -- A,)x"=!, i którćj inne 
wyrazy są te same jakie następują po drugim w dzielnćj. Drugi wy- 
raz ilorazu jest (Aga -- A2" 72; dla otrzymania pierwszego wyrazu 
drugićj reszty, trzeba mnożyć przez a drugi wyraz ilorazu, i do niego 
przyłączyć trzeci wyraz dzielnćj : znajduje się tym sposobem 
(Aad Aa- A)". A tém samém trzeci wyraz iiorazu jest 
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(Ava? -+A a + Asjz""3, Ciągnąc dalćj rachunek, wystawia się z ła- 
twością na widok prawo następujące : 

Iloraz wielomianu, całkowitego w x, stopniu m, przez (x — a), jest 
wielomianem, całkowitym w x, stopnia (m — 1). Jest zwykle urządzo- 
nym, jak wielomian dany, podług potęg ubywających z x. Spółczynnik 
pierwszego wyrazu jest spółczynnikiem pierwszego wyrazu dzielnćj. 
Dla otrzymania spółczynnika drugiego wyrazu, mnoży się poprzedza- 
Jacy przez a; i przyłącza się do wieloczynu spółczynnik drugiego wy- 
razu dzielnej. Dla utworzenia spółczynnika trzeciego wyrazu, mnoży sie 
spółczynnik który co tylko został utworzony przez a, i przyłącza się 
spółczynnik trzeciego wyrazu dzielnćj. I w ogólności, spółczynnik ntes? 
wyrazu równa się wieloczynowi spółczynnika poprzedzającego przez a, 
powiększonemu spółczynnikiem ntes? wyrazu dzielnćj. Jeżeli dzielna 
nie jest wielomianem zupełnym, należy przywrócić wyrazy których 
braknie, dodając im zero za spółczynnik. 

PRZYKŁAD. Znaleźć ilóraz i resztę z podzielenia wielomianu 
345 — has — 2x? -7 przez z — 2. Pisze się tym sposobem dzielna 


3a — hat + 003 — 2e7 -H 0e--7; 


znajdzie się na iloraz 344- 22-4 hs? --6r-- 12, a na resztę 31. 
Gdy się zastosuje prawo powyższe do przykładów nru 76, znajdzie 
się jedno po drugićm : 


g™—a™ 


G z =fqT"-i-qqc"h Ar" 3, . „am -3g ja™ tra" mi. 


sj — 


amo" zg 140 m2 4%5m34,, Hastam jami 2a" 


TET 


[m— a” 


ca 


39 =p" aM aame, a —a=3q2q hg", 


gdy m jest parzystėm ; 


a zaś ` 
qg— a" p 9a" 
- =g"—1— gg" ear" —3—, , „-|- am 3q2— gmp qm—1— 
c ++a 2a Æ xpa , 


gdy m jest nieparzystem. 
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h' nata maa E —av"-2--q208—3—, , pamo anra", 


gly m jest nieparzystém ; 


a zaś 
qm t „(m - r" 
PEET =g" ar" paame.. aMMa a" 1 A 


gdy m jest parzystém. 
Można, wreszcie, otrzymać bezpośrednio te formuły. 


78. TWIERDZENIE. Gdy wielomian A, catkowity w x, sprowadza sie 
do zera, kiedy się w nim zastępuje x przez a, albo przez b, albo przez c, 
(a, b, e, będac z założenia liczbami nierównemi), ten wielomian jest 
podzielnym przez wieloczyn 


(© — a) (c — b) (z = o). 


W rzeczy samćj, ponieważ A niszczy się dla © = a, ten wielo- 
mian jest podzielnym przez (x — a) (75). Gdy więc oznaczy się 
przez Q iloraz, całkowity w x, który się z tego dzielenia otrzymuje, 
znajduje się : 


= |: — a)Q. 


Skoro ta równość ma miejsce, dla jakiegokolwiekbądź z, więc 
można w nićj przypuścić © = b, a wtedy staje się (Q, będąc war- 
tością z Q, w tém założeniu) : 


NM (b => Qu. 


Otóż, różnica (b — a) nie jest zerem, z założenia : więc Q, = 0. 
A więc Q jest podzielnćm przez (x — b) (75). Oznaczając iloraz 
przez Q', znajduje się : 

| Q= hp”; 
a, tém samém, 


A = (£ — a) (x — bN. 
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Ta równość ma miejsce, dla jakiejkolwiek wartości c, można 
przeto w nićj przypuścić © =c; a wtedy staje sie : 


0=(c—n) (c— bO. 


Otóż, różnice (e — a), (c — b), będąc złożone z liczb nierównych, 
żadna z nich nie może dać na wypadek zera; więc czynnik Q'. powi- 
nien być zerem. A więc Q’ jest podzielnćm przez (x — c); przeto, 
oznaczając nowy iloraz przez Q", znajduje się : 


Q = (e ES ca", 
zkad A = (£ — a) (£ — b) (c — od. 


Więc A jest podzielném przez wieloczyn (© — a) (£ — b) (£ — c). 


ĆWICZENIA, 


I. Jakie są warunki podzielności (r” — a”) przez (a? — w) * 
Ii. Dowieść że wielomian 
DYTA YPZ + zda” — wyl — y'zd = zr 
jest podzielnym przez wieloczyn (© — y)-(r — z) (y — 2). 
Ill. Dowieść że wielomian 
aPydz" + yPzia” + zey” — apzdy” — zPY — ype 
jest podzielnym przez tenże sam wieloczyn. 
IV. Dowieść że, gdym jest nieparzystem, wielomian 
(a + b A c)" — a" — bm — c" 


jest podzielnym przez wieloczyn (a + b) (a + ¢) (b + 0). 

Dowodzenie ćwiczeń II, III, IV, opiera się na twierdzeniu n'u 78. 

V. Gdy wielomian, całkowity w æ, ma za spółczynniki liczby całkowite, i gdy 
bierze wartości liczebne nieparzyste, kiedy się w nim zastępuje æ przez Q i 


przez 1, jedno po drugjćm, ten wiełomian nie będzie mógł sprowadzić sie do 
zera dla żadnćj wartości całkowitćj przyznawanej dla œ, 
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VI. Dowieść że N będące liczbą całkowitą jakąkolwiek którćj różne gromadki 
zavierające po m cyfer poczynając od prawćj ręki sa Ay, A2, Ag, i t. d., może 
sięwyrazić pod jednym z trzech kształtów uastępujących : 


N = 10"(A> + A3t07 +- A102" + ..„) + Ai 
N =[A>(10"%—1) + A3(10%m—1) + A4/(103m—4) +, .] 
+ Ar ŁAPA; A+... 
N = [As(10% + 4) + Az (10% —4) + A; (103 4-1) =... ] 
+ (A: + As A; A ...) = (Az + A; + Act +. 


Vyprowadzić ztąd cechy podzielności przez dzielnik jakikolwiek z 40”, 
10—14, 10% +1. 


"Il. Sprawdzić formuły 


a-+«__a a— b. a—b , Si 
TIRA TW ONE n 


ajk 112 


b? 
zj a SpA „BEE, 
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UŁAMKI ALGEBRAICZNE. 


PRZERSZTŁACENIE UŁAMKÓW ALGEBRAICZNYCH. 


79. DEFINIcYA. Kiedy wyrażenie A nie jest podzielnćm przez wy- 

rażenie B, wskazuje się iloraz, jakośmy to już widzieli, pod kształ- 
A PN 3 A 

tem g. To wyrażenie nosi imię ułamku algebraicznego. Dzielna A 


jest licznikiem dzielnik B jest mianownikiem : A i B są wyrazami 
ułamku. 

Ułamek algebraiczny jest ogólniejszym jak ułamek arytmetyczny ; 
gdyż wyrazy pierwszego nie są, jak wyrazy drugiego, zmuszone być 
liczbami całkowitemi. Lecz wykażemy, że prawidła rachunku są 
spólne dla obu rodzajów ułamków. 


80. TWIERDZENIE. Nie zmienia się wartość ułamku algebraicznego, 
mnożąc oba jego wyrazy przez tę samą ilość. W rzeczy samćj, niech 


BE Rr 
będzie z ułamek dany; oznaczmy przez m mnożnik. Przedstawmy 


przez jedną literę q iloraz wskazujący dzielenie z a przez b: 
znajduje się jednako (identiquement) , podług samćjże definicyi 
ułamku, 


a= bq. 


Mnożąc przez tę samą liczbę m te dwie ilości równe, otrzymuje 
się : 


am = bqm = bmg; 


a, dzieląc przez bm dwa wieloczyny równe, znajduje się równość 
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am am a 


p" = {, albo m p 


co właśnie dowodzi założonego przez nas twierdzenia. 


Taż sama formuła przekonywa, ze nie zmienia się wartość ułamku, 
dzieląc oba jego wyrazy przez tę samą ilość. 

Zasada fundamentalna jest tym sposobem ta sama w algebrze 
jak i w arytmetyce, a więc następstwa będą te same. 


84. UPROSZCZENIE UŁAMKÓW. U/proszcza się ułamek algebraiczny, 
znesząc czynniki spólne w obu jego wyrazach (80). 

Jeżeli dwa wyrazy są jednomianami, jest zawsze łatwo odkryć ich 
czynniki spólne. Niech będzie, na przykład, ułamek R. Naj- 

3 28abócd3 

większy spólny dzielnik spółczynników jest 4; co się tyczy czynni- 
ków literalnych spólnych, rozpoznaje się bez pośrednio jeden czyn- 
nik a, trzy czynniki ġ, jeden czynnik c, i jeden czynnik d. Znosząc 
Tbed>" 

Kiedy dwa wyrazy są wielomianami, można niekiedy znaleźć 
jeszcze bezpośrednio ich czynniki jednomianowe spólne. I tak, 


1241% — 84h? a a": x 
160% — 202%: Postrzega się czynnik jednomianowy 


je, otrzymuje się ułamek uproszczony 


w ułamku 


1ażb : gdy się go zniesie, ułamek sprowadza się do ZA 
Lecz nie można zarówno łatwo odkryć czynników wielomiano- 
wych któreby były spólne obu wyrazom : poszukiwanie tych czyn- 
ników przywiązuje się do teoryi największego spólnego dzielnika 
algebraicznego, która należy do algebry wyższćj. Wszakże zdarza się 


niekiedy, że cechy szczególne pozwolą je oznaczyć. Weźmy na przy- 
kład ułamek 


a: — Wè ha? — Ta +1 
aż -+ 5a — 6 = 


Rozpoznaje się że licznik i mianownik zniszczą się założywszy 
a=1 : są więc podzielne obydwa przez a — 1. Gdy się zniesie ten 
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czynnik spólny, ułamek sprowadza się do uproszczonego wyrażenia 


Toż samo ułamek 


Seed — TPP 
bad? — 1 8hd 


może się pisać, odosobniając czynniki jednakowe spólne wyrazóm 
licznika, i czynniki spólne wyrazóm mianownika, 


8¢d3(a? — 9%?) 1 
6da — 3%) * 


a, pod tym kształtem, postrzega się że wyrażenie 2d>(a — 3%) jest 
czynnikiem spólnym obu wyrazóm. Ułamek sprowadza się więc do 


nd(a +- 3b) 


3e 


82. SPROWADZENIE UŁAMKÓW DO JEDNAKOWEGO MIANOWNIKA. Spro- 
wadza się ułamki do jednakowego mianownika, mnożąc oba wyrazy 
każdego z nich przez wieloczyn z mianowników wszystkich innych. 
I tak ułamki 


a c e g 


pod POR? 
stają się, przez to przekształcenie, 


adfh cbfh cbdh gbdf, 
bdfh? bdfk* bdfhè bdfl 


te ułamki nie zmieniły wcale swoich wartości (80); i mają za mia- 
nownik spólny wieloczyn z mianowników pierwotnych. 
Można niekiedy otrzymać mianownik spólny prostszy jak ten wie- 
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bezyn : gdyż, aby przyjść do tego, dosyć jest wybrać, jak w arytme- 
tce, wyrażenie podzielne przez każdy z mianowników ułamków 
anych. Kiedy te mianowniki sa jednomianami, ten wielokrotnik 
sólny równa się wieloczynowi z najmniejszego wielokrotnika spól- 
rego wszystkim spółczynnikóm mianowników, rozmnożonemu przez 
eynniki literalne z których każdy jest wzięty ze swym największym 
rykładnikiem. Niech będą, na przykład, ułamki 


A B (0 


Dae? 16a?  T8abc*" 


lic nie zaszkodzi uprzednio rozłożyć spółczynniki mianowników na ` 
eynniki pierwsze, co pozwala napisać 


A B G 
PPPO Deh?  2.3%abc* 


iajmniejszy wielokrotnik spólny jest 2',3%e%e, albo 1hha*br" 
lorazy z tego jednomianu przez mianowniki są względnie 


124*c>, 9ac5, 8al”. 
Jłamki równoważne są więc 


A x 12 B x 9ac* C x 8b? 
lhah ? Thb? Ahabi? * 


„eżeli mianowniki sa wielomianami, poszukiwanie wielokrotnika 
spólnego prostszego jak ich wieloczyn nie daje się wykonać, w ogól- 
tości, jak za pomoca teoryi algebry wyższćj. Wszelako może się 
darzyć że rozważania szczególne dostarczą wyrażenia. Niech będą, 
1a przykład, ułamki 


2a a+b a—b a + 24 
368 Wa—b)? haça b) "gafa? — kb?) * 


Ponieważ a? — b = (a + b) (a — b), ztąd więc łatwo dostrzedz że 
vyrażenie 36n*%4(a* — 49) jest podzielnćm przez każdy z mianowni- 


http://rcin.org.pl 


176 ROZDZIAŁ VI. 
ków ; ilorazy są względnie 


12a%a*— b), 18a%(a-Lb), 9aba—o), 4b; 
a ułamki równoważne będą 


24a3(a*—b*)  18a*b(a Giny b  9ab*(a—b)* hba -- 267). 
36a*b-(a* — P)? 36a76a* — P)? 36a%b(a* — P)? *36a?%6(a* — 3)" 


DZIAŁANIA NA UŁAMKACH ALGEBRAICZNYCH. 


83. DODAWANIE. Kiedy ułamki maja ten sam mianownik, dodaje sie 
liczniki, i daje się summie spólny mianownik, 


A O rsd cd <A +4, 


a 


gdyż wieloczyny przez m każdéj strony tėj formuły są równe (24). 
Gdy ułamki maja mianowniki różne, poczyna się od ich sprowadze- 
nia do jednakowego mianownika ; potóm stosuje się prawidło poprze- 
dzające. 
84. ODCIĄGANIE. Kiedy ułamki mają ten sam mianownik, odciaga się 
drugi licznik od pierwszego, i daje się różnicy mianownik spólny. 


I tak —-= ; 


gdyż wieloczyny przez m dwóch stron téj formuły są równe (24). 
Gdy ułamki mają mianowniki różne, sprowadza się je naprzód do 
jednakowego mianownika ; potóm stosuje się prawidło poprzedzające. 
85. MNOŻENIE. Mnoży się ułamek przez inny, mnożąc ich liczniki mię- 
dzy sobą i mianowniki między sobą, potém dzieląc pierwszy wieloczyn 
przez drugi. 


W rzeczy samćj, niech będzie do mnożenia ułamek 3 przez uła- 


' 
mek 5: Oznaczmy przez q i g' wartości tych dwóch ułamków ; tak 
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że znajduje się, przez definicyę : 


ag, Zdaj. 
Mnożąc te równości stronami ; będziemy mieli 
aa! = bq . bq', 
albo (21) aa' =bb'qq. 


Dzieląc teraz obie strony przeż b/', znajdziemy : 


aa p 

Bb 19: 

ELI T 
albo EE =R X m 


co ściśle udowodnia powyżćj wysłowionego prawidła. 

Wynika z tego prawidła, że wieloczyn z wielu ułamków jest ułam- 
kiem równym wieloczynowi z liczników podzielonemu przez wieloczyn 
z mianowników. 


ABT SEE 3 ada". .« 
I tak DŹWŹÓW = WW... 
aj" g” 
a tém samém (5) S 


86. DZIELENIE. Dzieli się ułamek przez inny, mnożąc ułamek dzielnej 
przez ułamek dzielnika przewrócony. $ 


. a SOK a 
Dajmy, w rzeczy samćj, że mamy do podzielenia ułamek 5 przez 


1 
ułamek PE Połóżmy jeszcze 


bn! 


a=bq, EE 
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i dzielmy te równości stronami ; znajdziemy 


a bą 


= bq” 


' 


b 
Mnożąc teraz obie strony przez 7 będziemy mieli (85) : 


a y bąb' 
EX GF gh 


albo uproszczając drugą stronę (84), 


a b' q 

RASĘ 
A a b a T:N 
to jest OPF GP 


Co właśnie dowodzi przedstawionego przez nas prawidłaę 
2 Możnaby to jeszcze dowieść nieco prościćj : 


. . . . . 0 644: $ 
W istocie, niech będzie do dzielenia z przez z, iloraz jjest oczy- 
wiście 


üd , 


be” 


A 


gdyż, jeśli się rozmnoży ten ułamek przez v znajduje się 


ade 


bed , 
który się sprowadza do 5: dzieląc jego wyrazy przez c i przez 4, 


A więc 


do ud a d 
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zkąd widzimy : że iloraz z dwóch ułamków otrzymuje się mnożąc uta- 
mek dzielnćj przez ułamek dzielnika przewrócony . 


Przez wzgląd na początkujących daliśmy drugie dowodzenie. 


WYKŁADNIKI ODJEMNE, 


87. DErINicyA. Widzieliśmy (53), że iloraz z podzielenia aw przez a" 
jest a"=* : lecz dowodzenie przypuszcza że się znajduje m > u. Je- 
żeli jest, przeciwnie, m < n, iloraz powinien się napisać pod kształ- 


tem ułamku, M . Można wtedy znieść m czynników a wspólnych 
i : 1 
obu wyrazóm, i ułamek przybierze kształt Fh 
Z drugiej strony, gdyby się dało zastosować prawidło wykładni- 
ków do przypadku w którym wykładnik dzielnika przewyższa wv- 
kładnik dzielnćj, możnaby było w tenczas napisać : - 


ams AZ GER, 


A lém samém, utrzyma się to prawidło w całćj swój ogólności, 
jeżeli przyznamy ze wyrażenie a”P przedstawia ułamek =; 


Przypuszczać będziemy, jako określenie, że każda ilość (albo litera 
z wykładnikiem odjemnym wyraża się za pomocą ułamku mającego 
Jedność za licznik, a za mianownik tę same ilość, czyli literę, i z tym 
samym wykładnikiem ale dodatnym. Zobaczymy, że to oznaczenie 
posłuży nam wyśmienicie do uogólnienia kilku twierdzeń. 


PEC l 
88. UOGÓLNIENIE FORMUŁY a7% = —: 


u 
Formuła 
APR: 
Ai = pr" 5 


majaca miejsce, przez określenie; gdy m jest dodatném, pozostaje 
prawdziwą, przez to samo, dla wartości odjemuych z m. W rzeczy 
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samćj, jeżeli się przypuści m = — m”, — m stanie się równóm m”; 

i dwie strony formuły [1] staną się a™ i i . Otóż, przez określe- 
ETT A. U E EA NJ - 1 E 

nie, a™™ = zm» ponieważ m jest dodatnćm : więc z 7 Ma równą 


1 


wartość z (7) albo z a™ (86). Dwie strony są więc równe. 


89. UoGÓLNIENIE PRAWIDŁA NA WYKŁADNIKI W MNOŻENIU. Dowie- 
dliśmy (24), że dla wykładników dodatnych 


[2] X qtgan, 
Ta formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy jeden z dwóch wykładni- 
ków, albo oba razem, są odjemne. 

Przypuśćmy naprzód m dodatne, a n odjemne i równe — w; 


będziemy mieli : 


l am 


m n— yy" —n! — pn kę — 
asXa'=a'Xa" =a X mg" 


í į . Ą > 
Lecz z =a"=", na mocy ogólnego prawidła dzielenia (87). 


„dł 
URKZAZZA" 5 
albo, zastępując n’ przez — n, 
0% aR==> a™—i—n) — g"+n, 


Przypuśćmy teraz że tak m jak n są odjemnemi, i równe — m! 
i—n'; będziemy mieli: 3 


am XK (u = a" KT =— X — Z z "M"nl = gmtn k 


a™ a"! "e amin 


co było do dowodzenia. 
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90. UoGÓLNIENIE PRAWIDLA NA WYKLADNIKI W DZIELENIU. Znaleźli- 
śny (87), dla wartości dodatnych m i n, formułę 


s me h — gmn 
[3] 0) A ü? 


‘h formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy jedna z liczb, m lub n, albo 
wie razem, są odjemnemi. 
Przypuśćmy naprzód m =—m, an dodatne; będziemy mieli : 


a ARA W+ = - + du = 


PEAP ETAS = 
š an — amn, 
a" 


qm + n 


Gdy, przeciwnie, m jest dodatnćm, a n odjemném i równóm — w, 
ziajduje-się : 


a™ * ar = a™ ta" c= a’ ZZM X aY = aqa™ + w c= a™—n 

. . -z A 

Gdy nakoniec jest, razem, m = — m, n = — n’, znajdzie się : 
n 

(dm * at =a" e aY ==—* L = s = ga W = gm 

. . qm" ° a qq" 6 


Formuła [3] jest więc prawdziwą we wszystkich przypadkach. 


91 UOGÓLNIENIE PRAWIDŁA NA WYKLADNIKI PRZY WYNOSZENIU DO P0- 
1eG. Wyprowadzi!iśmy (22), dla warwsci dodatnych tak z m jak zn, 
formułę 


4] la = nn, 


Ta formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy jedna z liczb m lub n albo 
obie razem, są odjemnemi. 

Przypuśćmy naprzód m dodatne, a a odjemne i równe — n'; bę- 
dziemy mieli : 


1 1 
(am) = (a) —qn — _—— 


= —mnl — „m— 
kę lam T qmmni > a == gA="W= gw, 


Przypuśćmy późnićj m = — w, a n dodatne; będziemy mieli : 
A.» 1 
iam) u— C d = (5) = W = au =a", 
—6 
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Przypuśćmy nakoniec m = — m, n =-- w, razem; znajdziemy : 


a m? 


\ / 


fnmn — (77 -n — „3 pa — L=: i A__ A am 
(a™)" = ja ) — \am EM NY FZNM == >, 
( ) (m) 


= «(70 >B=a"", 


Prawidło jest więc ogólne. 


TWIERDZENIA I ZASTOSOWANIA. 


w 


1 
92. TWIERDZENIE. Gdy mamy ilekolwiek ułamków P p y AE 


równych między sobą, otrzymuje się ułamek równy każdemu z nich, 
dzieląc summę liczników przez summę mianowników, 

W rzeczy samćj, oznaczmy przez literę g wartość spólną wszyst- 
kich tych ułamków ; będzie, z określenia, 


ZE PMA ZACZ EE 
zkąd, dodając te równości stronami, i kładąc 4 na czynnik w dru- 
gićj stronie, 
upapa +... =(b--W LV... .q. 


A tém samém, dzieląc obie strony przez (4-4 -H b" —-, . .), przy- 
chodzi się do wypadku : 


< uapa" +... hä; 


15] iaka dobic a 
co było do dowodzenia : 


Wnioski. 1° Można, przed wykonaniem dodawań, mnożyć oba 
wyrazy każdego ułamku przez jakakolwiek, byle tę samą liczbę. 
1 tak 


7 a a ad W dd 
BY WZW W WAĆ 
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Ponieważ te ułamki nie zmieniły swéj wartości, ... łatwo z rich 
ztém daje się wyprowadzić : 


6] PET E, E E S 
2 Gdy podniesiemy każdy ułamek do kwadratu, znajdziemy, 
przypuszczając je dodatnemi, 


ZIE parpat... 


==>" e E 
ztąd, wyciągając pierwiastek kwadratowy z różnych stron, 


PIEC 573 __ Va? a*--a"”*-+-.... 


U boWW"" NE 


Tak więc, gdy ilekolwiek ułamków są równe między sobą, każdy 
z nich jest równym ilorazowi pierwiastku kwadratowego summy kwadra 
tów z liczników, przez pierwiastek kwadratowy summy kwadratów 
z mianowników. 

"TWIERDZENIE. Jeżeli weźmiemy ilekolwiek ułamków nierównych mię» 
dzy sobą, mających swe wyrazy dodatne, to ułamek utworzony, z po- 
dzielenia sunmy liczników przez summę mianowników, jest zawarty 
między najmniejszym i największym z ułamków danych. Niech będa, na 
przykład, 


, 
i 74 a" u” 


AŚ WÓWOW 
Gdy się położy 7 = zkąd a= bq, 


to na mocy tych założeń będzie oczywiscie : 
a > bq, 


a" > b'q, 
= wą; 
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zkąd, dodając, 
a--a'-a' Ha" > (bb 4b" 4-b" q, 


3 a--a'--a' Ha” 

a, nastepnie, E >, 
' " m 

albo apa +a Fa a 


FUF Eu. KA E 


Przeciwnie, gdy położy się 7P = 


albo an == g 
będzie : a" < bq, 
UUESKUTA 
(ti. << bq : 


potem, dodając stronami, otrzymamy : 
aaa" La" < (b EW bq, 


J t > ZEE ZE, 4 
zkąd da się wyciągnąć : EYE FAUR 


a+ a a" 4a" CE 
albo popopo Ś b* 


- co było do dowodzenia. 
Dowiedzie się łatwo wniosków podobnych wnioskom twierdze- 
nia (92). 


ĆWICZENIA. 


1. Sprawdzić formułę 


mżyżz? w? — b?) (y? — b?) (z? — b?) 7 (æ? — c?) (y? — c?) (z? — c?) 
Ra. EIWAM=M a c42— 62) 


= a? +y? + 22 — b2 — 02, 
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IL. Sprawdzić formułę 


yz? A (y2—b?) (z2 — b?) E IESEAN 4 
bre e? ""AREB 63 


U. Sprawdzić formułę 


(—13 (R ży (2— c (0 ży _ (yt a?) (yt?) 


az? 
(e — yżjcż(eż— b) (gy — 63) (yż— 2) 


bc? (ty? (y? — b2) b2(c? — Ł 42) 


IV. Sprawdzić formułę 


Formuły I, II, III, LV sprawdzają się, sprowadzając obie strony do jedna- 
ktwego mianownika; znajduje się wtedy tożsamości. 


V. Sprawdzić formułę 


(1 — as) (1—r"—1) (1—03) ... (4—a*-P) 
(1—ap *!) 


i — 2) (1 —a7). ENAR SAA ana 


- R LEA TNE E oe (POWA AGE) 
l= g) (1—a2) ..... (1—aP*!) i 1a) (1—1?) ..... (1—aP) 


Znajdzie się tożsamość czyli jednakość, po zniesienin czynników spólnych. 


VI. Sprawdzić formułę 


1 1 1 
CAEN E W ENEO EE 2) BA JEDICHNCE DP 


1 
— (© Fa) (x + b) (w Re) 


Służy tu ta sama metoda jak do czterech pierwszych ćwiczeń, 


VII. Sprawdzić równość 


SRO ninie 


—n) (m—2)(m— 3)....(m—n+1, 


(m — 2) (m — 3).... (m 
lini e RE 


e a ANN 
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VIII. Sprawdzić równość 


m(m — 1) ..... (m — n + 1) 
ED i MASE 
_ (m—3)(m—4) ... mE 3 (m — 3) (m — 4):.. (m—n — 1) 
A lETk CERCA n "oaz KŻ TRS n—1) 
(m— 3) (m m—h)...(m—n) , (m—3)(m—4)...... (m — nr 1) 
Te Ar RETN eT be REETTA Iin — 3) 


Ta sama metoda dla ćwiczeń VII i VILI, jak dla ćwiczenia V. 
IX. Uprościć nytażcpie 


1—a* 


1 + aa)? — la 4 r)” 


Po uproszczenia powinno wypaść r 2 Poi a 
X. Uprościć wyrażenie 
1 
((a +b) (1 + ab)x)* 


1— lt-aóHFlakbiz ) 


A -+ab) 1 Hab+ (a +b)e] — (a + b) [a+b + (1 Fab) 2] 
[1+ ab + (a +-b) a]? * 


Po uproszczeniu otrzymuje się na wypadek 


1— r?" 


XI. Sprawdzić proporcyę 


c c c 
ES a +2b a+b 
c c T c 
apb a+ 3b a + 3b 


XII. Dowieść, sprawdzając, że wyrażenie 


jest wielomianem całkowitym w «©. 
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XIII. Sprowadzić wyrażenie 


atb e +E— 0 + > (62 2 — 23) + be (a? ++ 2 — b), 


ab 
sprawdzić że summa nie zawiera mianowników. 
XIV. Dowieść że wyrażenie 
1+ "ea .. o +altp=l 


jest podzielnćm przez 1p r + a? +..... + ap=!, 


gdy p i n sa pierwsze między soba. 
Znajduje się na iloraz 


17ap++av-+.... arp) A-ka-+a--... + alk") 
—rt+a" + .... + ap") (4-Hap-Fap+-... + alt—Vp), 


gdzie k i h oznaczają dwie liczby całkowite, takie że kn =hp-+-1 (związek 
który, według pewnego twierdzenia arytmelyki, może zawsze istnieć między 
dwoma liczbami n į p, pierwszemi między sobą). 


- XV, Dowieść że wieloczyn 
(am — 4) (gm 1 — 4) (a"—2—4).... (amni 
jest podzielnym przez wieloczyn 
(ca — 1) (12—1).... (1* — 1). 


Rozwiązanie. Dowodzi się że, jeśli zadanie jest prawdziwćm dla wartości 
m zmniejszonćj o jedność, jest także prawdziwćm dla wartości danćj. 
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RADYKALE ALGEBRAICZNE (RADICAUX ALGEBRIQUES . 


PRZEKSZTAŁCENIA RADYKALÓW. 


94, DEriNicyE. Widzieliśmy (22), że chcąc podnieść jednomian 
całkowity do potęgi m, trzeba podnieść jego spółczynnik do po- 
tęgi m,i pomnożyć przez m wszystkie wykładniki. A tém samém, 
gdy spółczynnik jednomianu jest potęgą m doskonałą, i gdy jego 
wykładniki są wszystkie wielokrotnikami liczby m, wyciaga się pier- 
wiastek m z tego jednomianu, wyciągajac pierwiastek m z jego spół- 
czynnika, i dzieląc przez m wszystkie wykładniki. I tak 


V JMM) Mam = Kbc. 


Najczęścićj, nie istnieje jednomian całkowity z któregoby po- 
tęga m była równą jednomianowi danemu; wtedy nie można jak 
tylko wskazać pierwiastek m za pomocą znaku. Oznacza się przez VA 
liczbę którćj potęga m jest równą A, Ta liczba nazywa się radykalem 
(radical), a m jest wskazówką radykala. Daje się także nazwisko rady- 
kala znakowi samemu |/ . 

Kiedy A jest wielomianem, nie zdarza się prawie nigdy, aby jego 
pierwiastek m mógł się kiedykolwiek wyrazić przez inny wielo- 
mian ; wreszcie prawidła które prowadzą do jego wartości, gdy ta 
istnieje pod tym kształtem, nie dowodzą się jak w drugićj części 
algebry. Wskażemy je, we wszystkich przypadkach, przez znak J/A. 

95. RÓŻNE WARTOŚCI z j/A. Jeżeli się ograniczymy na samém 
tylko uważaniu liczb dodatnych, Į% A posiada, według naszego okre- 
ślenia, wartość jedyną i oznaczoną. Lecz umowy przyjęte w algebrze 
zobowiązują nas do nadania mu bardzićj rozciągłego znaczenia. 

Mogą się zdarzyć cztery przypadki. 
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4° Jeżeli A jest dodatnóm, a m parzystém, pierwiastek potęgi m 
zA ma dwie wartości równe i ze znakami przeciwnymi. W rzeczy 
smój, gdy się podniesie do potęgi m liczbę “A, jakikolwiek jest 
zak który ją poprzedza, otrzymuje się zawsze A, ponieważ wielo- 
cyn z liczby parzystćj czynników odjemnych jest dodatnym (49). 

Na przykład, Vi przedstawia, według naszych ugód, dwa wy- 
pdki — 2 i +2; gdyż te obie liczby daja na kwadrat liczbę 4. 

2” Gdy A jest dodatnem a m nieparzystćm. nie można natychmiast 
przyznawać dla A znaczenia więcćj ogólnego jak w arytmetyce. 
Àk więc /8 =2. 

3° Gdy A jest odjemnóm a m parzystćm, $'A nie przedstawia 
żdnćj liczby dodatnćj albo odjemnćj ; gdyż potęgi parzyste z liczby 
datnćj albo odjemnéj są zawsze dodatne (49). 

4° Gdy A jest odjemnćm a m nieparzystćm, położymy A=—A'; 
vtedy J/A=J/—A —VA'; gdyż m będąc nieparzystćem, 
A' będzie — A” albo A (49). I tak 


ptega m z — A” 


Spa 3;ż 


V Eia MOEZ=R 


głyż sześcian z — 2 jest — 8. 

Te uogólnienia są, w algebrze, wielkiego znaczenia; przyjmą one 
pźnićj znakomite rozwinięcia ; lecz nie będzie o nich więcćj mowy 
v tym rozdziale. My tu jeńynie bedziemy rozważali same tylko pier- 
viastki dodatne z liczb dodatnych. 

96. ZASADA l. Kiedy radykal jest pomnożony przez czynnik, można 
odciągnąć ten czynnik pod radykal, byleby uprzednio nie zaniedbano 
podnieść go do potęgi oznaczonój wskazówka. 1 tak 


[1] a py b= pab. 
Aby tego dowieść, dosyć jest zauważyć, że podnosząc te dwa wy- 
mżenia do potęgi m, otrzymuje się rezultata równe. W rzeczy sa- 
nćj, ponieważ potęga m z wieloczynu jest wieloczynem potęg m 


zezynników, znajduje się przeto na pierwsze wyrażenie : 


(a va)" == a"(y/b)" ZY: 
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Wreszcie znajduje się, na drugie, według samćjże definieyi, 
(Gy a™b)” = 4*0. 


Ta sama formuła [1] udowodnia, że mozna wydobyć czynnik poto- 
żony pod radykalem, byleby urpzednio nie zaniedbano z niego wycia- 
gnać pierwiastek oznaczony wskazówką. 

97. ZASADA Il. Można mnożyć wskazówkę i wykładnik radykala przez 
Jedna liczbę, nie zmieniając bynajmnićj wartości radykala. I tak 


[2] Var = "y. 


Na dowodzenie tego, dosyć jest wykazać, że podnosząc te dwa 
wyrażenia do potęgi mp, otrzymuje się rezultata równe. I w rzeczy 
samćj, drugie, podniesione do potęgi mp, daje, z określenia, a”. 
Co się tyczy pierwszego, jako potęga mp jakiegokolwiek wyrażenia 
jest potęga p potęgi m tćj ilości (22), znajduje się : 


(VE = {0E P = ep =a. 


Oba rezultata są więc istotnie równe. 

Ta sama formuła [2] udowodnia, że można dzielić wskazówkę i wy- 
ktadnik radykala przez jedną liczbę, nie zmieniając bynajmnićj jego 
wartości, i 

98. UPROSZCZENIE RADYKALA. Kiedy radykal rozciąga się nad ilością 
podniesioną do pewnćj potęgi, można często na nim wykonać 
uproszczenie. 

19 Jeżeli wskazówka pierwiastku jest równą stopniowi potegi, dwa 
działania niszcza się. Zajduje się, w rzeczy samćj, przez określe- 
nie (94) : 


Va” =a. 


20 Jeżeli istnieje czynnik spólny wskazówce pierwiastku i wykładni- 
kowi potegi, można go znieść. Znajduje się, w rzeczy samćj (97) : 


Ya" = Va. 
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30 Kiedy się znajduje pod radykalem czynnik którego wykładnik jest 

wielokrotnikiem wskazówki pierwiastku, można go wydobyć z pod ra- 

dykala, dzieląc ten wykładnik przez wskazówkę. Znalazło się, w rzeczy 
samćj (96) : 


Vo"rb =" Yb. 


99. SPROWADZENIE RADYKALÓW DO JEDNAKOWEJ (jednostajnćj) WSKA- 
zówki. Niech będą dwa radykale 


pam ybi; 


można mnożyć wskazówkę i wykładnik pierwszego przez n, to jest 
przez wskazówkę drugiego ; potém mnożyć wskazówkę i wykładnik 
drugiego przez m będące wskazówką pierwszego (97); otrzymuje 
się tym sposobem : 


Va” i Y P. 


Te radykale mają jednakową wskazówkę, gdyż ta jest wieloczynem 
z dwóch wskazówek. 
Sprowadza sie więc dwa radykale do jednostajnćj wskazówki, mnożąc 
wskazówkę i wykładnik każdego z nich przez wskazówkę drugiego.. 
Sprowadza się zarówno jakakolwiek ilość radykałów do jednostajnćj 
wskazówki, mnożąc wskazówkę i wykładnik każdego z nich przez wielo- 
czyn wykonany ze wskazówek wszystkich innych, I tak radykale 


Ve, Vo, Ve, Ve, 
stają się, przez to przekształcenie, 
"AP, "YO", "ye", "wdw, 
Te prawidła mają wiele podobieństwa z prawidłami za pomocą 
których sprowadza się ułamki do jednakowego mianownika. Można 


nawet posunąć analogię daléj, dajac radykałom wskazówkę spólną, 
równa najmniejszemu wielokrotnikowi spólnemu z ich wskazówek. W rze- 
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czy samćj, niech będzie u najmniejszy wielokrotnik spólny wska- 
zówkom m, a, p, q ; tak że się znajduje : 


u=mm, pu=n, pu=py, u=qq'; 


mnożąc wskazówkę i wykładnik pierwszego radykala przez m’, 
a wskazówki i wykładniki innych przez n”, p”, 4”, radykale stają się, 


"Va", WTA Pr cp! s 4%dor , 
albo pam, YET, V, YET. 


DZIAŁANIA NA RADYKALACH. 


100. MNożENIE. Kiedy radykale maja jednaka wskazówkę, dla wy- 
wykonania ich wieloczynu, mnoży się ilości położone pod ich znakami, 
i oznacza się wieloczyn znakiem spólnym. I tak 


[3] yax ybx Vecx Vd= Vakcd. 

Na dowodzenie tego, dosyć jest wykazać, że podnosząc te dwa 
wyrażenia do potęgi m, otrzymamy rezultata równe. Gdyż drugie 
staje się abcd, przez określenie; a jako potęga m z wieloczynu jest 
wieloczynem potęg m z czynników (22), pierwsze wyrażenie staje 
się : 

(Wax yix Vex Vd"=l(Va"(A"(VO"WA)" zaa. 

Kiedy radykale nie mają jednakowćj wskazówki, sprowadza się je do 


wskazówki spólnćj (99), i stosuje sie prawidło poprzedzające. 
PRZYKŁAD. Znajduje się : 


Va x pa x ya = Varr x PT AP" x WA = atr +śpr + pq, 


Gdyby radykale miały spółczynniki liczebne albo literalne, należy 
utworzyć z nich wieloczyn. 
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PrzykŁAb. Znajduje się : 
3h [as X tk Va: =12hk Yaar. 


101. DZIELENIE. Kiedy radykale mają jednaka wskazówkę, wtedy 
dla podzielenia pierwszego przez drugi, dzieli się liczby położone pod 
znakami, i oznacza się iloraz znakiem spólnym. 1 tak 


l =y 


Aby to udowodnić, dosyć jest zauważyć, że podnosząc te dwa 
wyrażenia do potęgi m, otrzymuje się rezultata równe. l, w rzeczy 
samej, drugie staje się, przez określenie, 7 . Co się tyczy pierwszego, 

4 
ponieważ potęga m ułamku jest ilorazem potęgi m z jego obu wyra- 
zów (85), więc to wyrażenie staje się : 


VaT_ Wa” _a 
w) wh 
Gdy radykale mają wskazówki różne, przywodzi się ie do iednakićj 


wskazówki, i stosuje się prawidło poprzedzające. 


PRZYKŁAD. Znajduje się : 


ya" Yami © a" 
l = = 
V b y hrp 


Gdyby radykale miały spółezynniki, należy podzielić je przez 
siebie : 


PRZYKŁAD. Znajduje się : 


3h/am _ 3h, "/a"m 
eby "RY a ` 


102. POTĘGI RADYKALA. Aby podnieść radykal do potęgi, podnosi 
się do tójże samćj potegi ilość położoną pod radykalem. I tak 


[5] (Va)e = Var. 


http://rcin.org.pl 


94 ROZDZIAŁ VIL 

Na dowodzenie tego, dosyć jest zauważyć, że podnosząc te dwa 
wyrażenia do potęgi m, otrzymuje się rezultata równe. I, w rzeczy 
saméj, drugie staje się, przez określenie, a. Co się tyczy pier- 
wszego, ponieważ potęga m potęgi p jakiejkolwiek ilości jest równą 
potędze pm albo potędze mp téj ilości, i odwrotnie (22), przeto 
pierwsze wyrażenie staje się : 


(pey = =e (ya)" = |( a)" = (ae)p = ap. 


Po wykonaniu działania, uproszcza się radykal, gdy to może mieć 
miejsce [98]. 

Jeśliby radykal miał spółczynnik, należałoby podnieść go do tćj 
samćj potęgi. I tak 


kef =w y. 


103. PIERWIASTKI RADYKALA. Aby wyciagnąć pierwiastek z rady- 
kala, mnoży się wskazówkę radykala przez wskazówkę pierwiastku , 
i upraszcza się późnićj rezultat, gdy to może mieć miejsce. I tak 


[6] y Ve= ye. 


Na dowodzenie tego, dosyć jest wykazać, że wynosząc te dwa 
wyrażenia do potęgi mp, otrzymuje się rezultala równe. I, w isto- 
cie, drugie staje się wtedy, przez określenie, a”. Co się tyczy 
pierwszego, potęga mp jakićjkolwiek ilości jest równą potędze m 
potęgi p tej ilości; a więc : 


WY m 
z a” u” } = TU a" a 
PEETER ANAS 
OZNACZENIE WYKŁADNIKÓW UŁAMKĶKOWYCIL 


104. Deriwicya. Widzieliśmy ,94), że chcąc wyciągnąć pierwiastek 
z jakićjkolwiek bądź ilości a”/, którćj wykładnik jest wielokrotni- 
kiem wskazówki, dosyć jest rozdzielić wykładnik przez wskazówkę. 
I tak (/a" =a", Lecz, gdy dzielenie nie jest możebnóm, prawidło 
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nie da się więcćj zastosować, i pierwiastek p z am pisze się wtedy 
par. Gdyby, wszelako, dało się zastosować jeszcze prawidło poprze- 
dzajace do tego przypadku, należałoby napisać a». Zachowa się 
więc to prawidło w całej swćj ogólności, jeżeli się wnówi przedsta. 
wić radykal (/a” przez symbol a”. 

Przyjmiemy, jako określenie, że wszelka litera a oznaczona wykła- 

ZĘ m 3 ETS 
dnikiem utamkowym v przedstawta radykal mający za wykładnik li- 
cznik m, a za wskazówkę mianownik p. I zobaczymy że to oznaczenie 
pozwoli nam wysłowić prościćj wypadki poprzedzające. 

Lecz przed okazaniem tych korzyści, winniśmy zauważyć że pra- 


m 


widło podane nie przypuszcza sprzeczności; i że wyrażenie a? 


: rr +; Ex F m 
zachowuje tę samą wartość, gdy w nićm zastąpi się wykładnik 5 


; m! 
przez ułamek równy —. l tak, gdy 


p 
in m 
p moza p + 
m m 
będzie także, gg 


czyli, na mocy naszych ugód, 
Va'= ý a", 


Owóz ta ostatnia równość jest widoczną : gdyż, sprowadzając dwa 
powyższe radykale do jednakićj wskazówki, otrzymamy : 


WZT . ,, ję — 
"y qm" i g? ga, : 


a widzimy że ilości te mają jednaki wykładnik, ponieważ równość 
, 


m > ry 
Er p aga za sobą równość mp” = m'p 


105. UOGÓLNIENIE PRAWIDEA NA WYKŁADNIKI W MNOŻENIU. Dowie- 
dzioną została (21), dla wykładników całkowitych, formuła 


jA] AM yx a=" *" 


http://rcin.org.pl 


96 ROZDZIAŁ VII. 


Ta formuła jest jeszcze prawdziwa, gdy jeden z wykładników m lub 
n, albo oba razem, są ułamkowemi. 


Przypuśćmy naprzód m ułamkowćm i równóm A jeżeli n pozo- 


staje całkowitém, będziemy mieli, według określenia i na mocy za- 
sady I (96) : 


p 
a" Xa =al x at = Voa Xx ac pya xau=Vao*u; 


otóż, stosując naszą ugodę do tego ostatniego wyrażenia, otrzymamy, 


p+ng p 
wY albo a7*" ; 
2 p? 
więc aT xa =at". 


Gdy, powtóre oba czynniki mają wykładniki ułamkowe, 


będzie : 
p a Aa 400, |zEmAM);acre ili zorg 
a” X armar X a> =V Px yý g= V ars x Vai=y EZ aps *rq; 


otóż ten ostatni radykal można napisać, na mocy naszych ugód, 


ps+ra po" 
w e albo agt; 
p r p.r 
więc a9X as=a1'*. 


106. UOGÓLNIENIE PRAWIDŁA NA WYKŁADNINI W DZIELENIU. Znale- 
źliśmy (88), dla wartości całkowitych zm i n= 


[2] a* a" == q™ _ L+ 


Ta formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy m albo n, lub obie ilości 
razem, są ułamkowemi. 
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, Przypuśćmy naprzód m =} i n całkowite ; będziemy mieli : 


p 


am: ar =al : an= Var SUW = Yar a yai = y ap="q ; 


owóż ten ostatni radykal można napisać, według naszych ugóć, 


emy P 


-nre 
a: dlbo a 3 


p p 


wic ET AN 


Przypuśćmy potém m całkowite, a zaś n = ; wtenczas znaj- 


due się : 


p 
u* sasz; sq: Yar = Va” Seg aP = Kamer: 


a, ponieważ ten ostatni radykal można położyć, według naszych 
ugód, pod kształtem 


P 
4** -gIB AR 


A p P 
. . . h m — 
więc wypada widocznie:  a™;a'=a 1, 


Przypuśćmy nakoniec m = ,n =s; wtedy otrzyma się . 


£ r 


[kole a*za' 060 = Var = yao = Var: 3 Vai= Vap="1 ; 


a, ponieważ ten ostatni radykal pisze się, według naszych umów. 


p= z 
a” albo a? *, 
P P P- r 


z kad po prostu wynika: a° : as = a1 * 


107, UoGÓLNIENIE PRAWIDŁA NA WYKŁADNIKI PRZY PODNOSZENIU DO 
1.—7 
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POTĘG. Dowiedliśmy (22), dla wartości całkowitych z m i n, formułę 


[3] (A= a", 


Ta formuła nie przestaje jeszcze istnieć, gdy m lub a, albo obie 
ilości razem, są liczbami ułamkowemi. 


Przypuśćmy naprzód m =t , n całkowite; znajduje się : 


(ep =la”) = (Va =y; 


a ponieważ, według naszych ugód. 


EA e 
Vo ata? , 
. . ( SĘ Pxu 
więc ostatecznie ad] =a 1 
Przypuśćmy, przeciwnie, m calkowite a zaś n = ; ma się : 
p mp 


(amy" = (amy = y (a"P = zał. v amp = =0% 
m X 


więc Ca tT a 


Przypuśćmy, nakoniec, m =2 zj 2 = będziemy mieli : 


(ar=(a'|-= vi Vary” = Yar = = 4 T: 


ME Pys 
więc (ar CESET, 


108. UOGÓLNIENIE PRAWIDŁA NA WYKŁADNIKI PRZY WYCIĄGANIU 
PIERWIASTKÓW. Widzieliśmy (104) że, dla wartości całkowitych z m 
i n, znajduje się formuła 


[4] 
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formuła dowiedziona gdy n jest podzielnóm przez m, formuła ugody 


gdy dzielenie nie jest możebnćm. 
Ta formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy jedna z ilości m lub n, 


albo obie razem, są ułamkowemi. 
Przypuśćmy naprzod m całkowitćm, a zaś ñ =4 ; z łatwością znaj- 


duje się : 
= RZE EATE PADE 
Fe=j/ ai=/ fr Var; 


otóż według naszych ugód, "Var pisze się : 


U. Pim 
a™ı albo a7 


AEE F 


£ £. 
Piia i 


Przypuśćmy, powtóre, m =Í , n zaś całkowitém. Pierwiastek, ma- 


więc 


p , Z ilości a”, jest liczbą 


jacy za wskazówkę Č czyli będący stopnia 6 


którćj potęga P. równa się a", Oznaczmy tę liczbę przez z, lak że 


P 
c =", 


albo, co jest jednoznaczném 
yap = ar. 
Podnieśmy obie strony do potęgi q; potém wyciągnijmy z wy- 
padków pierwiastek p, będziemy mieli koleją : 


a 27 nË 

a=, T=|Jau=aP=a 1; 

ADR A 

więc Var=a 7, 
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= 


r 


uż 
n T 
Przypuśćmy nakoniec m =P ,n =" ; Y a' „ jest ilość z, któréj 


potęga ; równa się a' ; znajduje się : 


albo, co jest jednoznaczném, 
y. 'qP = ya . 


Podnosząc obie strony do potęgi g, potóm wyciągając z wypadków 
pierwiastek p, otrzymamy koleją : 


= — rq E 
P= yaa c=ya1=a"=a* 1; 


VE r.p 
więc a =a* m. 


109. UOGÓLNIENIE W PRZYPADKU W KTÓRYM WYKŁADNIKI UŁAMKOWE SA 
ODJEMNEMI. Przypuściliśmy, w tém co poprzedza, że liczby m i n są 
dodatne. Rozmaite formuły któreśmy uogólnili są jeszcze prawdziwe, 
gdy się przyznaje wykładnikóm ułamkowym wartości odjemne, 


=D% 
byleby zgodzono się przedstawić przez symbol a 7 wyrażenie 
> (87), albo, co jest zupełnie jednoznacznćm, wyrażenie 7 (404). 
a aP 
al 
W rzeczy samćj, jeżeli, dla wszelkich wartości dodatnych, całko- 
witych lub ułamkowych z m, znajduje się zawsze formuła 


a`” —— 


ea qm 


te rozumowania które nam posłużyły, w rozdziale poprzedzającym 
(88 — 91), do rozciągnienia formuł do przypadków gdzie wykładniki 
są całkowite i odjemne, zastosują się, bez zmian, do przypadków 
w których te wykładniki są ułamkowe i odjemne. 
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Uważmy że formuła [2] (106) o tyle tylko jest prawdziwą, dla 

m < n, o ile zostanie przyjętą nowa ugoda którąśmy dopiero przed- 
stawili. 

Jedno uogólnienie pozostaje do wykonania, w przypadku wycią- 

gania pierwiastków. Dopierośmy dowiedli (108), dla wszelkich war- 

tości dodatnych z m i z n, całkowitych albo ułamkowych, formułę 


[4] ya" zz0%, 


Ta formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy jedna z ilości m lub n, albo 
obie razem, są odjemne. 

Przypuśćmy naprzód n odjemnóm i równóćm — n'; gdy m pozo- 
staje dodatnóm; znajduje się : 


owóż, według naszych ugód, to ostatnie wyrażenie pisze się : 


—n' 


a” .„ albó ogma; 
więc Va” zd, 


Przypuśćmy potém m odjemnóm i równćm — m', n zaś dodatnem; 
"ya" jest ilością z, któréj potęga (-- m’) równa się a”. Tak więc 


1 1 
gw=u, albo gm =", albo z” = za", 
a, następnie, a= Va r= a" =a 
więc Voima, 


Przypuśćmy nakoniec m = — m, n = — n’; “Va ™ jestto 
ilość z, która, podniesiona do potęgi (— m”), wydaje a—™™. Tym 
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sposobem znajduje się 


gw =aw, albo R = A; 
T a 
zkąd gw — a. 
Wyciąga się ztąd :1 = Va" Le = m" i 
wig pama", 


Słowem, wszystkie nasze formuły używane w mnożeniu, dzieleniu, 
podnoszeniu do potęg i wyciąganiu pierwiastków, sa ogólne : roz- 
ciągają się one do wszelkich wartości dodatnych lub odjemnych, 
całkowitych albo ułamkowych, tak wykładników jak wskazówek. 

110. « Rachunek wykładników ułamkowych, mówi Zacroiz, jest 
» jednym z przykładów najznakomitszych, użyteczności dobrze wy- 
» branych znaków. Analogia istniejąca pomiędzy wykładnikami 
» ułamkowemi a wykładnikami całkowitemi, wskazuje prawidła 
» które należy przyjąć w rachunku pierwszych, jako dające się za- 
» stosować do rachunku drugich, gdy tymczasem trzeba prawideł 
» szczególnych do rachunku radykałów, ponieważ znak Y który je 
» wyraża nie ma żadnego związku z działaniem które je tworzy. 
» Im więcćj postępuje się w algebrze, tém lepićj ocenia się liczne 
» korzyści które wydało w tój nauce oznaczenie wykładników..... » 

Wykładniki odjemne zostały wprowadzone do algebry przed wy- 
kładnikami ułamkowemi; pierwsze odkrył Michael Stifel (1509-1567); 
wprowadzenie drugich sięga epoki prac Szymona Stevin'a, który 


A m 
w 1588 pisał a 17% / zamiast a" , 


U dawnych algebraistów, wyrażenia funkcyt i godności (dignitas) 
były synonimami potegi (potentia); drugie dziś znikło z języka mate- 
malycznego, a pierwsze od czasu wystąpienia Zernouillt'ego (1690) 
zostało odwróconćm od pierwotnego swego znaczenia. 


ZASTOSOWANIA. 


111. ZROBIĆ WYMIERNYM MIANOWNIK UŁAMKU NIEWYMIERNEGO. Kiedy 
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minownik ułamku zamyka jeden albo ilekolwiek radykalów, często 
jes pożytecznie, zwłaszcza przez wzgląd na przybliżenia liczebne, 
uwolnić go od tych radykalów, robiąc go wymiernym. Damy kilka 
przykładów. 


te Niech będzie A ; mnożąc oba wyrazy przez Va, 1° znajduje się : 
ya 


2° Niechaj hute T Es 7, mnożąc oba wyrazy przez Va — yb; 


zmjduje się : 


m m(ya — y5) _ m(ya—vyb) 


Vav (Va — (V ast 


3* Podobnież : 


m  _ m(yVa--yb) 
ayi a=b ' 


4” Podobnież jeszcze : 


m m(a yb) 
PE yö ga > 

5° Niech będzie T’ mnoży się oba wyrazy przez 
— Vb + Ve j 


Va — yb — Ve; AAN uważając ya — yb jako jedną ilość, w- 
dzimy że mianownik jest jeszcze wieloczynem z summy przez róż- 
nicę ; i znajduje się : 


= mra mie) m(ya —yb — Ve), 
Va — TENERA va —yb) —e  a+b—e—?2 yab’ 
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który to mianownik jako nie zamykający więcćj jak jeden radikal, 
jest przywiedzionym do czwartego przypadku. 

Ktoby chciał skończyć rachunek, niech uważa trójmian (a 4-b — e) 
jak jeden wyraz i niechaj pomnoży licznik i mianownik przez sum- 
mę (a--46— e) +2 yab; wyrażenie staje się tym sposobem : 


m (Va — Vb — Vc) (a+-b—c+-2 Va) . 
(a -+b — c)? — hab 


w którćm mianownik jest > O żę 


6° Niech będzie jeszcze — ; uważa się mianownik 


Va —yb 7 c—yd 
jako złożony z dwóch wyrazów (Ya —yb)i (c—vd),i mnoży się 
przez ich różnicę. Znajduje się tym sposobem : 


m __m(Va—Vi—c-yd) 
Va—ybkc—qga a--h — a--b —2/ab — c — d+ 2cyd 


m (Va — Vb ryd —e) 
= (a+B-8=4 — 2 yab 2c yd ' 


otóż mianownik nie zamyka w sobie więcéj jak trzy wyrazy, a tak 
rozwiązanie jest Fna do piątego przypadku. 


7° Niech będzie teraz Fa] = . Wiemy że 


p ZA 
(a + B) (a? — a8 + 8?) 203 + B3. 


Mnoży się więc oba wyrazy przez ⁄a — Ņab -+ VE, i znajduje się : 


n m(/S— Va 
Jat yo «Fb 
8° Podobnież : 
m m(yać-Ly/ab-Ly b) 
Va—yb N a—b 
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ĆWICZENIA, 
1. Uprościć wyrażenie 


n3 — 3n + (n? —1) V —4 — 2 ; 
n3— 3n + (n2? — 1) Vn? —4 t+? 


Znajduje się gini 


II. Sprawdzić że wartość 


E” E 
= [= q+ (7 + p)? | 35 E 4— +p F 
niszczy wyrażenie x+ 3px + 29, 


jakiekolwiekbądz będa p i q. 
HI. Sprawdzić równość 


1 ]1 i 1 ]1 
5 A ) l La 
EZ +|e=6-0 (usp. 


Dosyć jest podnieść do kwadratu obie strony, dla otrzymania tosamości 
(identitas). | 


IV. Sprawdzić równość 
[ete F+ [r- EJ s +2 


' i 
slatten 41042 -etp e i. 


Dosyć jest wykonać kwadrat wskazany w pierwszćj stronie, dla otrzymania 
tosamości. 


V. Sprawdzić równość 


a| +e- e | [j-e brte — 1-07. 
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Położywszy f+Hc=a f—c=bh, 


te wyrażenia podstawi się w równości. 


VI. Sprowadzić wyrażenie 


j x +ya?— 14 ©—Ja2t—1 


x — Vx? —4 o+Vaż—41 
Znajdzie się haya? —1. 


VII. Uprościć wyrażenie 


Vai + Vai — 2/ asy 
Vat + Vay — Vasy — Jyt 


g—Vry, 


Znajdzie się "a+y 


VIII. Uprościć wyrażenie 


y 24 Vnt / rę jam. 


( 2 2 \3 
Znajdzie się aè +- ba ): r 


` 


IX. Co się stanie z wyrażeniem 
1—av V 1 + bx 
1p ar 1— br’ 
É * j A 1 2a 
gdy się w nićm przypuścimy c=— 7 = 4 ? 
a A 


Odpowiedź. Stanie się równćm jedności. 


X. Co się stanie z wyrażeniem 


2(uv — yu? —1 yv? — 1) 
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gdy się w nićm przypuści 2u = © + = , 0vzy+k ; ? 


Odpowiedź. Stanie się równém pi 


ZE, 


XI. Co stanie się z wyrażeniem 


o(uv — yu? —1 y — 1) , 
w tómże samém przypuszczeniu ? 
Odpowiedź, Stanie się równém wy + > k 


XII. Co stanie się z wyrażeniem 


V1 Ha? 
maa A. 
© +V +a? 
gdy się w niém przypuści œ= £ TA a_ e e) ? 
2 b a, 
Odpowiedź. Stanie się równćm a+b. 


XIII. Co się stanie z wyrażeniem 


Vae p Va— 2 + Va— «a 
Va + r — Va+o—qga=o 


gdy się w nićm przypuści © == LT 


Odpowiedź. Stanie się równćm b, 


XIV. Co stanie się z wyrażeniem 


(rza T ara) (W © + Va : 


2pq 
a + by —P 
A 


gdy się w niém przypuści © = ( = 
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albo SĄCZ? 5, 
b pary 
Odpowiedź. Stanie się = 2) Fe 


w pierwszym przypadku, a w drugim : ( ze 3)” Mż 


XV. Jeżeli wyrażenie 


EEREN 


CEFDEFIEFI GER 9 


oznaczymy przez fik, z), 
to wyrażenie 


nn x f(k, z) x f(k,s—>) xf(ks—7)x py (kz =) 
fink, nz) 


jest niezależnóm od (ilości) z. 


Nota. f m z— S3 przedstawia wyrażenie (a), kiedy się w niém zastąpi 


z przez z—Ē : podobnież f (nk, nz) przedstawia wyrażenie (a) gdy się w nićin 


zastąpi k przez nk a « przez nz. 
Robiąc podstawienia i uproszczenia, znajdzie się, na wartość drugiego (gdy 
się zastąpi k przez nk a z przez nz), wyrażenie, 


nn. (1.2.3....k)r 
rongo 


ka .4.2.8.-.:1ik 
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ZASADY OGÓLNE ZRÓWNAŃ DOTYCZACE. 


DEFINICYE. 


112. Równość. Dwie ilości rozłączone znakiem =— tworzą równość. 

113. Tosawość. Nazywa się tosamościa wyrażenie równości która 
ma miejsce pomiędzy dwiema ilościami liczebnemi, albo pomiędzy 
dwiema formułami, niezależnie od wszelkićj wartości szczególnej przy- 
znawanćj literom które te formuły zamykają w sobie. 


PRZYKŁADY. =j 8=1--+H, 


(e y= 2* + Zry Hy’, 


a” X a" geste, 
są tosamościami. 

114. ZRÓWNANIE. Rozróżnia się szczególnićj, pod nazwiskiem 
zrównania, równość która nie ma miejsca jak tylko dla pewnych war- - 
tości szczególnych liter zawartych w tćj równości, i która może, 
następnie, służyć na oznaczenie tych wartości. 


PRZYKŁAD. 3z — 13=15— c 


jest zrównaniem : nie ma ono miejsca jak tylko dla wartości szcze- 
gólnéj c=71. 

W każdćm zrównaniu wyrazy położone przed znakiem równości 
składają stronę albo członek pierwszy tego zrównania, a wyrazy po 
znaku składają stronę albo członek drugi. 

Litery, których pewne wartości szczególne przekształcają zrów- 
nanie na tosamość, nazywają się niewiadomemi zrównania : a zaś te 
wartości szczególne stanowią rozwiazania czyli pierwiastki zrówna- 


h 
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nia. Przedstawia się zwykle niewiadome (nieznane) przez ostatnie 
litery alfabetu £, y, z..... 

Rozwiazać zrównanie, jestto oznaczyć jego pierwiastki. Mówi się że 
pierwiastki zrównania sprawdzają to zrównanie lub zadosyć czynią 
temu zrównaniu, ponieważ te pierwiastki, przez podstawienie każ- 
dego z nich koleją na miejscu ilości nieznanćj w zrównaniu, prze- 
kształcają wprost wzięte pod uwagę zrównanie na tyleż, odpo- 
wiednich jego pierwiastkom tosamości. 

115. ZRÓWNANIA RÓWNOWAŻNE. Mówi się że dwa zrównania są 
równoważne, gdy wszelkie wartości niewiadomych które zadosyć 
czynią jednemu z nich, zadosyć czynią zarówno drugiemu, i od- 
wrotnie. 

Można zawsze zastąpić jakiekolwiek zrównanie przez inńe zrów- 
nanie całkiem z poprzednićm równoważne. 

416. ZRÓWNANIA Z JEDNĄ ALBO Z ILĄKOLWIEK JLOŚCIAMI NIEZNANEMI. 
Rozróżnia się zrównania według liczby nieznanych które te zrówna- 
nia zamykają w sobie : tym sposobem ma się zrównania z jedną 
nieznaną x, z dwiema nieznanćmi z i y, z trzema nieznanćmi 
©, Y, z, itak dalćj. 

117. UkŁAD zRówNAŃ. Rozumie się przez układ zrównań, zbiór 
ilukolwiek zrównań które muszą być sprawdzone jednocześnie. 

Nazywa się rozwiązaniem układu, wszelki układ wartości, które, 
położone na miejscu ilości nieznanych, przekształcają zrównania na 
tosamości. 

118. UKŁADY RÓWNOWAŻNE. Dwa układy zrównań jednoczesnych 
są równoważne, gdy wszelkie wartości nieznanych które zadosyć 
czynią jednemu z nich, zadosyć czynią zarówno drugiemu, i od- 
wrotnie. 

Jeżeli dwa układy są równoważne, można zawsze podstawić jeden 
układ za drugi. 


TWIERDZENIE |. 


119. Powiększając lub zmniejszając o tę samą ilość obie strony zrów- 
nania, otrzymuje się drugie zrównanie równaważne pierwszemu. 

Na przykład, jeśli wartości w=2, y= 4 
sprawdzają zrównanie 


(1) YE 2a? — ha =3cy — Ży, 
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te same wartości sprawdzają także zrównanie 
(2)  (Qc—1)--(y+20* — he) =(3ay — 2y) + (20 — 1), 


i odwrotnie. 
W rzeczy samej, z założenia, dwie strony zrównania (1) sprowa- 
dzają się do dwóch liczb równych dla 
c=2 i y=h; 
dodając do tych liczb równych wartość odpowiednią z (22 — 1), 
znajdzie się dwie summy równe ; a ponieważ te summy są war- 
tościami liczebnemi dwóch członków zrównania (2) dla 


C= w ty, 


przeto zrównanie (2) jest sprawdzonćm przez 


Twierdzenie odwrotne dowodzi się tak samo. 
Inne dowodzenie. Przedstawmy przez A i B dwie strony jakiegokol- 
wiek zrównania, 


[3] A=B; 
i dodajmy po obu stronach tę samą ilość m; będziemy mieli : 
[4] A+m=B--m. 


Wszelkie rozwiązanie zrównania [3] daje, z założenia, dla A 
idla B, wartości liczebne równe : więc jeżeli doda się do tych 
wartości wartość liczebną odpowiednią z m, otrzymuje się liczby 
równe. Otóż te liczby są wartościami liczebnemi dwóch stron zrów- 
nania [4]. Więc wszelkie rozwiązanie zrównania [3] sprawdza zrów- 
nanie [4]. 

I odwrotnie, wszelkie rozwiązanie zrównania [4] daje dla (A -+ m) 
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i dla (B -++ m) wartości liczebne równe : więc gdy się odejmie od 
tych wartości, wartość liczebną odpowiednia z m, reszty są równe : 
otóż te reszty są wartościami liczebnemi z A i B. Więc wszelkie roz- 
wiązanie zrównania [4] sprawdza zrównanie [3]. 

Dwa zrównania są więc równoważne. 

120. WNIOSEK I. PRZEŁOŻENIE WYRAZÓW. Chcąc jaki wyraz w zrów- 
naniu przenieść z jednego członka w drugi, trzeba go w pierwszym 
zmazać a w drugim napisać ze znakiem przeciwnym. 

Niech będzie zrównanie 


6: —7 = 13 L2z, 
Dodając 7 po obu stronach zrównania, otrzymamy 
61 =13 + 20--7; 


wyraz 7, który miał znak — w pierwszym członku, jest przeniesio- 
nym do drugiego członka ze znakiem —-. Podobnież, jeżeli odej- 
miemy 2x po obu stronach, zrównanie staje się 


60 — 20 13 7; 


wyraz 27, który miał znak -- w drugim członku, jest przeniesionym 
do pierwszego ze znakiem — . 

To działanie nosiło, u Arabów, imię aljabar (które znaczy przy- 
wrócenie i wymawia się a/gabar); zkad powstało prawdopodobnie 
nazwisko algebry. 

121. WNiosEk II. Można odmienić jednocześnie znaki wszystkich 
wyrazów zrównania. Gdyż to przywodzi się do przełożenia wszystkich 
wyrazów pierwszego członka w drugi, i wszystkich wyrazów dru- 
giego w pierwszy. 

PRZYKŁAD. Niech będzie zrównanie 


3—1=415— 2z. 


Gdy przeniesiemy w drugi członek wszystkie wyrazy pierwszego i 
odwrotnie, to zrównanie staje się 


2r — 15 = t — 3, 
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albo, przekładając dwie strony 


1—3 = w — 15; 


widzimy że wszystkie wyrazy zrównania odmieniły swe znaki. 
Uwaga. Przenosi się często wszystkie wyrazy zrównania na pier- 
wszą stronę; tak więc zrównanie 


5x — hy =10  napiszesię 5w — hy —10—0. 


l ogólnie, przeniosłszy wszystkie wyrazy zrównania na jedną 
stronę, strona druga będzie równa zeru; to jest zrównanie przyjmie 
postać A= 0, gdzie A zawiera wszystkie ilości do zrównania wcho- 
dzące. Takowego sposobu wystawiania zrównań będziemy najczę- 
ścićj używali w dalszych naszych dociekaniach. 


TWIERDZENIE Il. 


122. Mnożac albo dzieląc obie strony zrównania przez tę samą ilość, 
której wartość nie jest zerem, otrzymuje się zrównanie równoważne 
pierwszemu. 

Dla dowodzenia tego, niech będzie zrównanie dane : 


[4] Az. 
rozmnożywszy obie strony przez m; będziemy mieli : 
[2] Am —= Bm. 


Otóż wszelkie rozwiązanie zrównania |1] daje dla A i dla B war- 
tości liczebne równe : więc gdy rozmnoży się te wartości przez 
wartość liczebną odpowiednią z m, która nie jest zerem wieloczyny 
będą rowne. A że, te wieloczyny są wartościami odpowiedniemi 
dwóch członków zrównania [2] : więc, ponieważ są równe, wszelkie 
rozwiązanie zrównania [1] jest rozwiązaniem zrównania [2]. 

I odwrotnie, wszelkie rozwiązanie zrównania [2] daje wartości 
równe dla Am i dla Bm : więc gdy podzieli się te dwie liczby przez 
wartość odpowiednia z m, która nie jest zerem, ilorazy są równe; a 

1, —8 


http://rcin.org.pl 


114 ROZDZIAŁ VIII. 
gdy te ilorazy są wartościami liczebnemi z A i B, więc wszelkie roz- 
wiązanie zrównania [2] jest rozwiązaniem zrównania |1]. 

Tak więc, dwa zrównania te są równoważnemi. 

123. WNIOSEK. To twierdzenie pozwoli przywieść do formy cał- 
kowitćj, wszelkie zrównanie zawierające mianowniki. 

Jakoż, oczywista że mianowniki znikną gdy się pomnoży wszystkie 
wyrazy zrównania przez najmniejszy wielokrotnik spólny z tychże 
mianowników. Tym sposobem zrównanie 


w(a--b) , Mr —a) (b — 2a) (a— b}? 
a 


[3] Gaw A E ATE > 


pomnożone przez 
ala — b’), 
przyjmie postać 


A ( a +b) (aż — br Lab(b — 2a (£ — a) 
[4] l = 3a(aż — b?) (a — 1) Lala — h). 

124. SCHOLIA (OBJAŚNIENIE GŁÓWNE). Kiedy mianownik spólny, 
którego zniesienie uczyni zrównanie całkowitém, jest liczbą, zrów- 
nanie przekształcone jest, według tego co poprzedza, zupełnie 
równoważnem danemu. Toż samo jeszcze powinno mićć mićjsce, gdy 
mianownik jest ilością algebraiczna niezawierająca niewiadomych, 
byleby podstawienie liczb na miejscu liter nie przywiodło poźnićj 
wartości tego czynnika do zera. Tym sposobem zrównanie [4] będzie 
zastępowało zrównanie [3] dopóki tylko będzie dawaną dla 7, 
wartość różna od zera i od b. 

Gdy się mnoży obie strony zrównania A = B przez ilość © zawiera- 
jaca w sobie jedną lub ilekolwiek niewiadomych, zrównanie wypadkowe 


AU=BQ(, albo (A—BC=V, 


jest sprawdzonćm, bądź przez 


G= 
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bądź przez 
A—B=0 


tak że przyjmuje nie tylko rozwiązania zrównania danego, lecz jeszcze 
pierwiastki zrównania które się otrzymuje równojąc z zerem mnożnik C. 
Na przykład, zrównanie 


æ — 2) (36 —h) = 3(x — 2), 


jest więcej ogólnćm jak zrównanie 


gdy tymczasem dane (zrównanie) nie przyjmuje jak tylko sam pier- 
wiastek r ==. 
3 

Wynika ztad że jeżeli mianownik spólny, którego zniesienie 
przywodzi zrównanie całkowite, zawiera w sobie niewiadome, zrów- 
nanie przekształcone nie może być dopóty równoważnóćm danemu, 
dopóki żaden z jego pierwiastków nie uiszezy mianownika. Należy 
więc, po rozwiązaniu zrównania, odrzucić jako obce (to jest jako 
wprowadzone przez rachunek), rozwiązania które sprowadzając ten 
mianownik do zera, nie sprawdzaja zrównania pierwotnego. 

Tym sposobem zrównanie 


„AŻ — Tr +6=0 
będące przekształceniem zrównania 


l 4? l 


3 8c0=4) MS 


=o 


przyjmuje za pierwiastki liczby 4 i 6; lecz rozwiązanie 1 powinno 
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być odrzuconćm jako sprowadzające do zera mianownik 3(1 — 1). 

Wszelako, kiedy się otrzymuje zrównanie całkowite mnożąc 
zrównanie jakiekolwiek ułamkowe przez najmniejszy wielokrotnik 
spólny wszystkich jego mianowników, zrównanie przekształcone 
nie przyjmuje najczęścićj innych pierwiastków jak tylko same pier- 
wiastki zrównania danego. 

"TWIERDZENIE III. 


125. Powiększa się w ogólności liczba rozwiązań zrównania, podnosząc 
ie jego strony do tejże samćj potęgi. 
Tym sposobem zrównanie 


jest więcćj ogólnóm jak zrównanie 
A=B; 
gdyż jest równoważném ze zrównaniem 
A?— B= 0, 
albo (A -+ B) (A — B) = 0, 


które się sprawdza, bądź przez 


A+B=0, 


bądź też przez 
tak że zrównanie 


zawiera jednocześnie rozwiązania zrównań 


A=B i A=—B. 
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W ogólności, zrównanie 

A*=BP* albo A5=B*=0 
jest równoważném ze zrównaniem 
(A — B) (A"—! -H BA™—-? + B*A"—3 4... -H B”) = 0, 
a, następnie, zamyka nie tylko rozwiązania zrównania 
A—B=0 albo A=B, 
lecz jeszcze rozwiązania sprowadzające do zera drugi czynnik 
Am! | BA"—2 | BZĄm=3 LL B"—t— 0, 

126. WNIOSEK. Kiedy, dla zrobienia zrównania wymiernćm, odo- 
sobnia się radykal i gdy się potem obie strony podnosi do kwa- 
dratu, zrównanie nowe jest więcćj ogólnóm jak dawne. 

I tak, niech będzie zrównanie 

(1) 5-ty)"r=u. 


Odosobniając radykal, potćm podnosząc do kwadratu rezultat 


otrzymuje się 


(2) — r= t — 10x -4 25. 


u 


Otóż można sprawdzić że pierwiastki z= 4 i x= 5 zadosyć czy- 
nią temu zrównaniu, gdy tymczasem pierwszy związek nie sprawdza 
się jak tylko przez samą wartość c= 5. 

Pochodzi to ztąd właśnie że ostatnie zrównanie jest zarówno kwa 
dratem z wyrażenia 


— y5 — t= t— i, 
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które się sprawdza przez «© = 4, jak kwadratem z wyrażenia 


L+V=z=r—3. 


którego pierwiastkiem jest 5. 

Bądź co bądź, podstawia się często za zrównanie niewymierne, 
zrównanie wymierne które się otrzymuje podnosząc obie strony 
pierwszego do téjże samćj potęgi, po odosobnieniu radykala. Lecz 
trzeba potćm szukać, przez podstawienie, jakie są pierwiastki zrów- 
nania przekształconego które zadosyć czynią danemu, a odrzucić 
inne pierwiastki. Tym sposobem postępując, w przykładzie poprze- 
dzającym sam tylko pierwiastek 5 został przyjętym. 


"TWIERDZENIE IV. 


127. Można podstawić za jedno jakiekolwiek zrównanie układu, inne 
zrównanie utworzone przez połączenie pierwszego, za pomocą dodawania 
albo odciągania, z iednym lub z ilukolwiek zrównaniami pierwotnemi. 

Na przykład, układ 

/ AZER 
| B=B. 
l c AUE LA 


Dæ: 
hE 


jest równoważnym z układem 


A=A' 
B=B, 
(2) CHLA—E=0CLA'—E, 
D>B 
E e 


W rzeczy samćj, wszelkie rozwiązanie układu (1) daje, z założe- 
nia, wartości liczebne równe dla obu członków każdego ze zrównań 
tego układu : więc pozwoli oczywiście nabyć téj samćj wartości 
liczebnćj dwóm członkom zrównania 

CHA—E=C+A—E'; 


a więc to rozwiązanie sprawdza układ (2). 
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I odwrotnie, wszelkie rozwiązanie układu (2) robiąc równemi 
wartości liczebne z A iz A”, jakoteż z E iz E’, robi równemi warto- 
ści liczebne z A — E i z A’ — E’ ; a ponieważ sprawdza, z założe- 
nia, zrównanie 


CLA— FE =6 ER Z, 


więc musi koniecznie zrobić równemi wartości liczebne z C iz C’. 
Więc sprawdza układ (1). 

128. ScHoLia. Dowodzenie poprzedzające jest niezależaćm od 
liczby niewiadomych, jakoteż od kształtu i liczby zrównań. Co wię- 
ksza, ponieważ zrównanie nie zmienia się przez wprowadzenie tego 
samego czynnika po obu jego stronach, można, przed połączeniem 
zrównań układu przez dodawanie i odciąganie pomnożyć je przez liczby 
jakiekolwiek. 

UoGÓLNIENIE. Wiadomo że można pomnożyć obie strony zrówna- 
nia przez tę samą ilość różną od zera. 

Więc układ (1) jest równoważnym następnemu : 


nA = nA’ nA = nA’ 
\ B= B=B' 
mC = mC’ ; a więc także układowi / mC+- nA — pE =mC' ++nA' —vt' 


| D=M | D= 
pE =pE' pE = pE’; 


albo nakoniec układ (1) jest równoważny z układem w ten sposób 
przekształconym : 


ASA 
B=B 

| mE -+ nA — pE = mC’ -+ nA” — pE’ 
DB 

\ E= 


to jest że przed dodawaniem lub odciaganiem ilukolwiek zrównań stro- 
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nami, można je pomnożyć przez liczby jakiekolwiek, Go było do dowo- 
dzenia. 
TWIERDZENIE V. 
129. Kiedy jedno ze zrównań układu, jest rozwiązanem względem 
jakićjkolwiek niewiadomćj, można zastąpić te niewiadoma 'przez éi 
wartość w innych zrównaniach. 


I tak, na przykład, układ 


E E +5 
ri 3 


? 


\ 50 + 3y = Tu + h7, 
a (Mu — U4 hiz =9, 
8t = 5y + 25, 


\ PA E= e 


| 


jest równoważny z układem 


| IETJESZ 
WEZ. 
5 x 


wt 


D 9: 5. 
Ieai + 3y = Tu + 11, 


(2) $ Mu — 24 + hz = 9, 
St = 5y + 25, 
2 rypa Tos] 


p 


i 
W rzeczy saméj, aby grupa wartości 
ZN 0 WIZOWE ZE" MZ AED, 


sprawdzająca układ (1), zadosyć czyniła układowi (2), potrzeba i 


11 +2 5z 3 
wystarcza aby wyrażenie ER przedstawiało dla tych war- 


tości tę samą liczbę jak «x (tu 9). Otóż ten warunek jest oczywiście 
11 -F 24 + 5z 


dopełnionym, ponieważ zrównanie z = 3 stanowi 


część pierwszego układu. 
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Dowiodłoby się podobnież że wszelkie rozwiązanie zrównań ukła- 
du (2) zadosyć czyni zrównaniom układu (1). 
Dowodzenie jest niezależnóm od liczby niewiadomych, jakoteż 
od liczby i kształtu zrównań. 
Inne dowodzenie, 
Potrzeba dowieść że układ 


MEEN; 

| BB; 
[8] CZ. 

| D= pi; 


w którym B, B’, C, C’, D, D’, E, E’, zawierają wszystkie nieznane 
w sposób jakikolwiek, A zaś może zawierać wszystkie nieznane 
prócz x. jest równoważnym z układem 


| WZA 
B=" 
4] CG =G 


w którym b,, B”,, Co C'i Di, D”,, En E”,, sa wyrażeniami otrzyma- 
nemi w skutek zastąpienia © przez A w wyrażeniach B, B’, C, C’, 
D, D B, E’. 

W rzeczy saméj, ponieważ wszelkie rozwiązanie układu [š] robi 
równemi, z założenia, wartości liczebne z x i z A, wolno więc za- 
stąpić x przez A w zrównaniach następnych : otóż te rezultata 
równe, które się otrzymuje tym sposobem, są wartościami licze- 
bnemi członków zrównań układu [4]. Więc ten ostatni układ jest 
sprawdzonym przez rozwiązanie pierwszego. I odwrotnie, wszelkie 
rozwiązanie układu [4] robiąc © równóm A, wolno jest zastąpić A 
przez x w zrównaniach następnych, co nas przywodzi do układu [3]. 

Dwa układy te sa więc równoważnemi. 
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130. DEFINICYA ELIMINACYI CZYLI RUGOWANIA, Kiedy, w zrówna- 
niach B= B’, C= C', D=D, E= F’, zastępuje się z przez A, 
to niewiadoma ta znika ze zrównań. Mówi się natenczas że ta nie- 
znana jest wyrugowana. W ogólności, wyrugować jedną z nieznanych 
pomiędzy m zrównaniami, jestto zastąpić układ dany przez inny 
z pierwotnym równoważny, w którym (m — 1) zrównań nie zawie- 
raja więcćj (w sobie) tćj niewiadomćj. 


WIA DOMOŚCI WSTĘPNE 0 NIERÓWNOŚCIACH. 


131. DEFiNIcyA. Mówi się że liczba A jest większą jak liczba B, 
jakiekolwiekbądź są ich znaki, kiedy różnica (A — B) jest dodatną. 

132. WNioski : 4° Liczba dodatna jakakolwiek jest większa jak 
liczba odjemna jakakolwiek. I tak : 


(1) 1>=$8; 
gdyż różnica 1 — (— 8) jest (42) równa 1- 8:a więc jest do- 
datną. 


2° Liczba odjemna jest tém większa im jéj wartość bezwzględna jest 
mniejsza, | tak : 


(2) —1>—31; 
gdyż różnica — 7 — (— 31) jest (42) równą + 31 — 7; a więc jest 
dodatną. 


3° Potrzeba uwazać zero jako większe niż wszelka liczba odjemna. 
I tak: 


(3) 0>—5; 
gdyż różnica 0 — (— 5) jest (42) równą 0 + 5; a więc jest dodatną. 


Zkąd wypada że jeżeli napisze się liczby tak dodatne jak odjemne 
sposobem następującym : 


liczba jakakolwiek, wzięta w tym ciągu, jest większą jak wszelka 
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liczba położona po lewéj stronie, a mniejszą jest wszelka liczba poło- 
żona po prawéj stronie. 

Oczywiście że liczby dodatne i odjemne mogą wzrastać bezwzglę- 
dnie aż do nieskończoności. Wyraża się nieskończoność przez znak 
liczebny ośm leżący poziomo ©. 

Wyraża się zwykle że liczba A jest dodatną, i że liczba B jest 
odjemną, przez formuły : 


5% BLN 


131. Można niezmieniając kierunku nierówności, powiększyć lub 
zmniejszyć obie jéj strony o tę samą ilość. 

W rzeczy samćj, nierówność A > B, daje A= B -4+ p, gdzie p 
jest liczbą dodatną ; a dodając C po obu stronach tćj nierówności, 
znajduje się 


AŁC=B+C+p, albo A+CZ>B+C. 


132. Dowiedzie się podobnym sposebem że : 

Nie zmienia się kierunek nierówności mnożąc lub dzielac obie jéj 
strony przez tę sama liczbę dodatna. 

Zmienia się kierunek nierówności mnożac lub dzieląc obie jéj strony 
przez liczbę odjemną. 

Summa ilukolwiek nierówności w tym samym kierunku jest nierów- 
nością tegoż samego kierunku jak nierówności dane. 

Wieloczyn z tlukolwiek nierówności w tym samym kierunku jest nie- 
równością tegoż samego kierunku jak pierwsza, kiedy strony nierówności 
danych są wszystkie liczbami dodatnemi; bez tćj restrykcyi, to jest 
stosując to twierdzenie do nierówności których strony są odjemne, 
mogłoby się być przywiedzionym do wypadków niedorzecznych ; 
i tak nierówności 10 > 6, — 3 > —h dałyby — 30 > — 2h, re- 
zultat fałszywy. 

Gdy dwie liczby odjemne sa nierównemi, ich kwadraty tworzą 
nierówność w kierunku przeciwnym. | tak — a > —b, pociąga za 
sobą a < b, zkąd wynika a? < 0* albo —a)* < (— b}. 

Zasady względem nierówności wraz z ich zastosowaniem w jednym 
z następnych rozdziałów dokładnie rozwiniemy. 
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GWICZENIA. 


1. Jeżeli `Œ? += 2ay* jest kwadratem, a? -+ ay? jest summa dwóch kwa- 
dratów, 


II. Związki (relacye) 
2(ab + pq) = (a + b) (p +9), 2(ac +- rs) = (a +c) (r + $), 
2A(ad -=pq) = (c+ d) (p +0)» Xbd rs) = (b+ d) (r+ 8), 


pociągają za sobą 
2(rs +-pq) = (r+ s) (p + 9). 
HI. Kiedy w wielomianie 
ax? bry + ca?, 
położy się 
P=aX 4Y, y =ßX +BY, 

ten wielomian przyjmuje kształt 

AX2-H 2BXY + CY?; 
wyrachować wyrażenie 


B? — 4AC 
b? — kac * 


IV. Kiedy w wielomianie 
aa? + a'y? Ha! 22 + 2byz + 2b'acz 4 2b" wy, 
położy się 
© zal + a'Y Hea'Z, 
y =BX + PY +8'Z, 
z= yX + yV+y'Z. 
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ten wielomian przyjmuje ksztalt 
AX? A'Y? + A"Z? +2BYZ + 2B'XZ + B"XY ; 
wyrachować wyrażenie 


AA'A" -+ 2BB'B" — AB? — A'B’? — A'B! 2 
aa'a" + 2bb'b" — ab? — a'b'? — a" b"? * 
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ROZWIĄZANIA ZRÓWNAŃ STOPNIA PIERWSZEGO. 


DEFINICYA. 


133. Zowie się stopmiem zrównania całkowitego względem niewia- 
domych, summa wykładników ilości niewiadomych wzięta z wyrazu 
w którym ta summa jest największą. I tak zrównanie 


s? — 503 -E 1506=0 


jest stopnia 7. 

Dla ocenienia stopnia zrównania, potrzeba naprzód przyrządzić 
dwie strony tego zrównania tak aby były całkowitómi względem 
ilości niewiadomych. 

Nie będzie wzmianki, w tym rozdziale, jak tylko. o zrównaniach 
stopnia pierwszego. 


ROZWIAZANIE ZRÓWNANIA Z JEDNĄ NIEWIADOMĄ. 


134. Prawoto. Chcąc rozwiązać zrównanie stopnia pierwszego 
z jedną ilościa niewiadomą, znosi się wszystkie mianowniki ; przenosi 
się wszystkie wyrazy zawierające x w jeden członek, a wszystkie wyrazy 
niezależne od x w drugi ; potém wykonywa stę uproszczenia i dzieli się 
przez spółczynnik niewiadomej, 

Dowodzenie tego prawidła wynika z twierdzeń II i III rozdziału 
poprzedniego. 


PIERWSZY PRZYKŁAD. Zrównanie 
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rozmnożone przez najmniejszy wielokrotnik spólny mianowników 
©:% 

staje się 

148x — 90 — 3804 = 3926 — 456; 
odosobnia się następnie wyrazy zawierające r,a wypadek 

3804 — 456 = 392r p 9e — 148e 
przywiedziony do kształtu prostszego 

3348 = 250, 

daje dla » wartość 


3348 59 
a = ! 253 * 


t = 


Wszystkie te zrównania koleją po sobie następujące są równo- 
ważnemi między sobą; a więc ostatnie jest równoważnćm pier- 
wszemu. Otóż, ostatnie zrównanie jest sprawdzonćm, gdy się w nićm 
: i nie ma innego rozwiązania. Więc 


59 
zastępuje z przez 13 -+ 353 * 


JARE R a AKA mi e ; 
zrównanie pierwsze przyjmuje rozwiązanie 13 -- 553, i nie przyj- 
muje innego. 

3348 a . 
Sprawdza się rozwiązanie, zastępując æ przez 353 W Zrównaniu 
danćm ; dwie strony tego zrównania stają się liczebnie równemi. 


DRUGI PRZYKŁAD. Spółczynniki mogą być algebraicznemi. Niech 
będzie zrównanie 


Qa +b ah? _ Babe 
[1] ala Eb?" c+ apeti jt a-kb' 


Mnoży się wszystkie wyrazy przez aa-- bł, najmniejszy wielo- 
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krotnik spólny mianowników : zrównanie nowe : 
[2] (2a bb? (a -+ be —- a?b* 
= ac(a + b*r + bla -+ be — Żebc(a + h)? 
jest równoważnóm pierwszemu, byleby nadal nie robiono przy- 
puszczenia a = 0, albo przypuszczenia b = —a, z których każde 
niszczy mnożnik (124). 


Potćm przenosi się wyrazy nieznane w jeden członek a wyrazy 
znane w drugi. Zrównanie 


[3] ah? +- 3abc(a - b 
= acla + bjx + b)(a + b)’ — (2a + bba -L be 


jest równoważne drugiemu. ) 
Daléj kładzie się x na czynnik spólny w drugim członku, co daje: 


àl? -+ 3a?be(a +b)? = |3ac(a + b)? + bla + b)? — (2a + bib?(a +-b)|r, 


i dzieli się obie strony przez spółczynnik z «. Otrzymuje się tym 
sposobem nowe zrównanie : 


æl? + 3a?be(a —- b)? 
które będzie równoważne z innemi, jeśli jakiekolwiek przypuszcze- 
nie nie zniszczy mianownika. 
Otóż, licznik jest równy abf ab- 3e(a +b} |. Dwa ostatnie wy- 
razy mianownika mogą się napisać 


bja +b) f (a bè ba +b) $, 


albo, uproszczając, b(a -- b)a?. 
Więc mianownik będzie można napisać : 


3ac(a-5)3 -+ a?b(a -L b), 
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albo, kładąc a(a Lb) na czynnik spólny, 


a(a b) f ab- 3cja-E bt i 


Więc nakoniec wartość z x może się napisać : 


ai ab; ab + Że(a +b)? | 
= da F hab F sca Foe) 


albo, znoszące czynniki spólne, 


/— 100 
= a-Eb' 
Ponieważ mianownik formuły [4] staje się zerem, bądź dla a = 0, 
b 
bądź dla 5 = — a, bądź dla c = — Li" należałoby się po- 


wstrzymać, w zastosowaniach, od tych trzech przypuszczeń. 
Sprawdza się łatwo, że rozwiązanie znalezione zadosyć czyni 
zrównaniu [1]. 


ZRÓWNANIA KTÓRE SIĘ PRZYWODZĄ DO STOPNIA PIERWSZEGO. 
135. Sposób któryśmy wyłożyli przyda się niekiedy dla zrównań 
stopni wyższych nad pierwszy. 
PRZYKŁADY : 


1° Gdyby zrównanie poprzedzające zawierało ©” albo f/x zamiast z, 
otrzymałoby się, postępując sposobem wskazanym, 


albo 
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2° Niech będzie zrównanie 


Jar , 3an 6rn+? Ganti 


CIE | a2—1  z—l' 


1 
Znosi się naprzód rozwiązanie z = 0, dzieląc przez z"; co rów- 
nanie dane przywodzi do zrównania 


3 F 62? (A 


zakk =]  z—]* 


które, rozmnożone przez £? — 1, staje się 
I(x — 1) +3 + 62? = 6z(c -- 1) 
albo 


14 — 7 W DEPO, 
B=, 
Sprawdzenie. W zrównaniu ułamkowóm ale uproszczonćm poło- 
żywszy l, zamiast z, będzie 


36x68  6Xh 
«pit wa | Zie 


a po wykonaniu działań wskazanych okaże się tosamość, 8 = 


3° Weźmy jeszcze zrównanie 
2x -- 2 Vat p aż = ——=—— z: 


gdzie Va? + 47 przedstawia liczbę dodatną. 
Znieśmy mianownik, potćm, po odosobnieniu radykala, 
25 VE F È = 3a? — daż, 
podnieśmy do kwadratu ; rezultat uproszczony daje 


l6a*1* = 9a, 
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zkąd 


T = E 


Ta 7. 3 : 
Łatwo sprawdzić że sama tylko wartość z = zt zadosyć czyni 


i TEP E ; 3 
zrównaniu pierwotnemu ; wprowadzono rozwiązanie obce z =— pk 


wynosząc do kwadratu zrównanie dane. 


UKŁAD DWÓCH ZRÓWNAŃ Z DWIEMA NIEZNANEMI. 


136. Zrównanie stopnia pierwszego z dwiema nieznanćmi z i y 
może mieć trojakiego gatunku wyrazy : 


Wyrazy stopnia pierwszego względem z; 
Wyrazy stopnia pierwszego względem y; 
Wyrazy niezależne od «< i od y. 


Jeżeli więc, po zniesieniu mianowników, odosobnimy wyrazy 
całkiem wiadome w jednym członku, będziemy mieli po wykonaniu 
uproszczenia, zrównanie takie jak 


hu -+ 3y = 24. 


Lecz jedno zrównanie tego rodzaju nie wystarczy na oznaczenie 
x i y: widzimy w rzeczy samćj, kładąc je pod kształtem 


- 2KŚNY 
4 — =". 3 
że wszelkićj wartości dowolnćj danćj dla y, odpowiada wartość z z: 
zagadnienie jest więc nieoznaczonćm, i potrzeba przybrać drugie 
zrównanie. 

137. PIERWSZY PRZYPADEK. Może się zdarzyć że jedno ze zrównań 
nie zawiera jak jedną z nieznanych. Niech będzie, na przykład, układ 


(M Ae- 3y = 2, 
l e] W= 8. 
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Zrównanie |2], niezawierające jak nieznaną y, dostarczy bezpośre- 
dno jćj wartości, y = 3 = 4. Gdy się podstawi ta wartość w zrów- 
naniu [1], to zrównanie staje się 


he L12 = 4. 


A ponieważ to ostatnie zamyka natenczas samą niewiadomą x, więc 
ono dostarczy także wartość, z = 3. 

Te dwie wartości, y=4, x = 3, sprawdzają oczywiście układ. 
Wreszcie nie może istnieć inne rozwiązanie ; gdyż zrównanie [2] nie 
przyjmuje jak tylko rozwiązanie y = 4; i dla téj wartości, zrówna- 
nie [1] nie sprawdza się jak tylko przez z = 3. 

Tak więc, aby rozwiązać układ, w tym przypadku szczególnym, 
rozwięzuje się to ze zrównań które zawiera jedna tylko z nieznanych, 
podstawia się w drugićm zrównaniu wartość znalezioną dla tćj nieznanej, 
i rozwięzuje się zrównanie wypadkowe które dostarczy wartość drugićj 
nieznanćj . À 

138. DRUGI PRZYPADEK. Dwa zrównania zawierają dwie nieznane., 
Przywodzi się ten przypadek do poprzedniego, rugując jedną z nie- 
znanych pomiędzy dwoma zrównaniami (130). Można użyć wielu 
sposobów dla wykonania tego rugowania (eliminacyi). 

SPOSÓB RUGOWANIA PRZEZ PODSTA WIANIE.*Niech będą dwa zrównania 


a) ( A] 4c-H3y=2, 
; (R) 5z—ły=7. 


Można zastąpić zrównanie [1] przez zrównanie 


_ 24 — 3y 
a, 


które się otrzymuje przenosząc 3y w drugi członek, i dzieląc potém 
obie strony przez 4 : to się nazywa, rozwiązać zrównanie względem X. 
Układ (1) jest tym sposobem zastąpiony przez układ równoważny : 


(9) 
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Można teraz (rozd. VIII, tw. V) zastąpić x przez 3 r: 3y w zrów- 


naniu [2]; a otrzymuje się układ równoważny : 


| o 24 = 3% 

| B G= i 5 

5(24 — 3y) 
h 


13] 
| [4] —2y=1, 

I zrównanie [4] nie zawierające jak tylko nieznaną y, zostaje 
przywiedzionćm do pierwszego przypadku. Rozwięzuje się więc to 
zrównanie : które daje 


120 — 15y — 8y = 28; 


zkąd się wyciąga, y =l. A ta wartość, podstawiona w zrówna- 
niu [3], daje z =3. Te dwie wartości, y = l, © = 3, tworząc roz- 
wiązanie jedyne układu (3), dają tém samém zozwiązanie jedyne 
układu równoważnego (1). 

Sposób jest ogólny, i prowadzi do prawidła następującego : /Haz- 
więzuje się jedno ze zrównań względem jednój z nieznanych, i podstawia 
się jéj wartość w drugióm zrównaniu. Przez co to ostatnie zawierać 
będzie jedną tylko nieznaną; rozwięzuje się je, i otrzymuje się wartość 
téj nieznanej. Potóm podstawia się ta wartość w wyrażeniu pierwszćj 
nieznanćj , działanie które daje wartość téjze nieznanej. 

139. SPOSÓB RUGOWANIA PRZEZ PORÓWNANIE. Niech będą dwa zrów- 
nania 


( hx -+ 3y = 2h 
l fe — = T 
zawierające dwie ilości niewiadome ©, y. Można wyciągnąć wartość 


xz każdego z nich ; to proste przekształcenie dozwolone, daje układ 
równoważny 
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Zastępując drugie zrównanie przez różnicę obydwóch : otrzymamy 
nowy układ równoważny 


24 — 3y 
j= a 


M E RE E 
a LE E = 


Drugie zrównanie można napisać 


2h 3y Ty 
kT STW 


i powiedzieć że pochodzi z porównania dwóch wartości z x, przez 
wskazanie ich równości. Z czego wypada : 


120 — 15y = 28 + 8y 


92 — 23y 
92 
y= z = 4; 


następnie, z = 3, jak uprzednio. 

Ten sposób jest mało używany. 

140. SPOSÓB RUGOWANIA PRZEZ UPROSZCZENIE ALBO PRZEZ DODAWANIE 
I ODCIAGANIE. Oba poprzedzające sposoby maja tę niedogodność, że 
prowadzą do zrównań z mianownikami, od których je potóm oswo- 
badzać jeszcze musimy; ale bardzo dobrze służą podówczas, kiedy 
w zrównaniach z których się wydobywa wartość jakićj ilości, ta 
ilość ma jedność za spółczynnik. Gdy zaś spółczynnik większy jest 
od jedności, lepićj używać następującego sposobu zwanego rugowa- 
BIO przez dodawanie lub odciaganie. Weźmy jeszcze 
układ : 


( [1] 4e 3y= 2h, 


(4) 
1.[2] 5r—dy=17. 


Można zawsze zrobić równómi spółczynniki tćj samćj nieznanćj 
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w obydwóch zrównaniach; dosyć, na to, pomnożyć obie strony 
każdego przez spółczynnik który tę nieznaną poprzedza jako mnoż- 
nik w drugićm. I tak, mnożąc pierwsze zrównanie przez 2 a drugie 
przez 3, otrzymuje się (roz. VIII, tw. II) układ równoważny : 


( BI 8r 6y= 1s, 
l jb) 15g — Gy =21. 


Dwa spółczynniki nieznanćj y stały się podówczas równemi ale 
z przeciwnemi znakami, a więc rugaje się ta nieznana dodając dwa 
zrównania. Tym sposobem postępując otrzyma się zrównanie 


[5] 23x — 69, 


które, połączone z jednćm ze zrównań układu (2) albo, z jedném 
ze zrównań układu (1), utworzy układ (3) równoważny pierw- 
szemu. 

Zostajemy tym sposobem przywiedzeni do pierwszego przy- 
padku (137). Wyciągnie się z [5] © =3; a podstawiając tę wartość 
w jednóm ze zrównań, w zrównaniu [1], na przykład, otrzyma się 
wartość y = 4. 

Sposób ten jest ogólny i prowadzi do prawidła następującego : 
Mroży się każde ze zrównań przez spółczynnik który jedną z niezna- 
nych poprzedza jako mnoznik w drugićm : dodaje się wtedy jedno do 
drugiego, albo odciąga się jedno od drugiego dwa zrównania wypad- 
kowe, podług tego jak spółczynniki równe niewiadomćj branćj pod 
uwagę są ze znakami przeciwnemi albo tego samego znaku. Otrzymuje 
stę tym sposobem jedno zrównanie z jedna nieznana, które dostarczy 
wartości téj nieznanćj. Podstawiając tę wartość w jednóm ze zrównań 
danych, wyciagniemy wartość drugićj nieznanćj. 


144. Uwaca. Najczęścićj spółczynniki niewiadomćj rugować się 
mającćj nie sa pierwszemi między soba, natenczas, aby je zrobić rów- 
nemi, szuka się ich najmniejszego wielokrotnika spólnego, potóćm 
mnoży się każde zrównanie przez wieloczyn z tych czynników tego 
najmniejszego wielokrotnika spólnego, których nie zamyka spół- 
czynnik niewiadomćj w tém zrównaniu. 
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PRZYKŁAD. Niech będzie układ : 


j 600 — 17y = 146, 


1 
w l 482 -13y =170. 


Spółczynniki niewiadomej x rozebrane na czynniki dają : 
60=5.35%%, 
18=18,2:. 
Najmniejszy wielokrotnik spólny spółczynników z z jest więc 
5.3.24; 


przeto aby zrobić równemi te spółczynniki, wystarczy pomnożyć 
pierwsze zrównanie przez 2* a drugie przez 5; i znajduje się układ 
równoważny : 


i ( 2402 — 68y = 584, 

(2) 1 

| 240: -- 65y = 850; 

a ponieważ spółczynniki z © mają ten sam znak, odciąga się pier- 
wsze zrównanie od drugiego; co daje 


133y = 266; 


zkąd, y=2:a, następnie, z =3, 

142. DRUGA UWAGA. Kiedy, za pomocą sposobu poprzedzającego, 
znalezioną została wartość jednćj z nieznanych, można szukać wprost 
wartości drugićj nieznanćj tymże samym sposobem, zamiast wypro- 
wadzania jej z podstawienia. 

I tak, w przykładzie poprzedzającym, dla otrzymania ilości <, 
potrzeba mnożyć pierwsze zrównanie przez 13 a drugie przez 17; 
co naprzód da : 


780.: — 221y = 1898, 
816x + 221y = 2890; 
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a, dodając dwa wypadki, znajdzie się 5 
1596x = 4788; 
zkąd wyciągnie się : E=3. 


Ta wartość z © nie może się różnić od wartości którą dostarczyło 
podstawienie : gdyż, według rozumowań poprzedzających, układ (1) 
jest równoważnym któremukolwiek z dwóch układów, 


(3) a edi 

| 605 — 47y =146, | 606 — A7y = 146; 
otóż każdy z tych ostatnich nie daje jak jedno rozwiązanie : jest 
więc koniecznóm aby to rozwiązanie było tém samém dla tych 
dwóch układów. 

143. Wniosek. Widzimy przeto oczywiście że w ogólności układ 
dwóch zrównań stopnia pierwszego z dwiema nieznanćmi przyjmuje 
rozwiązanie jedyne i oznaczone. 

144. Są jednak przypadki do których stosując jakikolwiek sposób 
rugowania nie można wcale znaleźć wartości odpowiednich dla z 
i dla y : tak, na przykład, zrównania 


5r — Ży=1, 
151 — öy = 23, 


są nie do pogodzenia, czyli nie dają się pojednać z sobą (incompa- 
tibles), Widzimy w rzeczy samćj że, w jakićjkolwiek liczbie poło- 
żonéj na miejscu nieznanych, wartość liczebna pierwszego członka 
pierwszego zrównania będzie zawsze trzecią częścią wartości pier- 
wszego członka drugiego, gdy tymczasem 7 nie jest trzecią czę- 
ścią 23. 

Wreszcie, działając przez podstawienie, znajdzie się równość 
niepodobna 


albo 
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któraby pokazała widocznie że zrównania pierwotne były sprzeczne- 
mi (contradictoires), gdyby ta sprzeczność już uprzednio nie została 
rozpoznaną. 

145. Układ 


5% — 2y = 7, ; 


150 — by = N r 


jest, przeciwnie, nieoznaczonym, bo gdy drugie zrównanie jest wie- 
loczynem pierwszego przez 3, nie znajduje się rzeczywiście jak tylko 
jeden związek pomiędzy dwiema nieznanemi z i y. 

Równie, wykonywając podstawienie, nie jestże się przywiedzio- 
nym do zastąpienia jednego ze zrównań danych przez tosamość (co 
stanowi cechę główna nieoznaczoności). 


ye s! P BACTY 


9 


albo 


ROZWIĄZANIE UKŁADU TRZECH ZRÓWNAŃ Z TRZEMA NIEZNANEMI. 


146. PRawrpŁo. Aby rozwiązać układ (1) trzech zrównań z trzema 
nieznanćmi x, y, z, ruguje się jedne z nieznanych, z na przykład, 
naprzód pomiędzy dwoma pierwszemi z trzech zrównań danych, 
potóm pomiędzy ostatnióm a jednóm z dwóch innych, używając, 
do tego, bądź to sposobu przez podstawienie (138), bądź to sposobu 
przez dodawanie i odciąganie (140). Otrzymuje się tak postępując dwa 
zrównania z dwiema nieznanćmi xiy, które, jako w związku będące 
z jednćm ze zrównań danych, utworzą układ (2) równoważny pierwsze- 
mu, Rozumowania, na wykazanie dowodu, sa te same których nie- 
dawno użyliśmy. Rozwięzuje się układ dwóch zrównań o dwóch 
nieznanych x t y; a podstawiając wartości znalezione dla tych niezna- 
nych w jedném ze zrównań danych, otrzymuje sie wartość na z. 
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147. PRzykŁap. Weźmy naprzód do rozwiązania układ 


/ 3e -+ 2y + hz = 19, 

2x + 5y -+ 3: = 21, 

3r — y+ z= h 
Dla zastosowania sposobu poprzedzającego, powinniśmy na przy 
kład, wyciągnąć z jednego ze zrównań wartość jednéj nieznanćj, i 
podstawić ja w dwóch innych. A że można wybrać jedną którąkol- 
wiek ze trzech ilości nieznanych i wyciagnąć jéj wartość z jednego 
jakiegokolwiek ze trzech zrównań danych, jest więc dziewięć spo- 
sobów rozpoczęcia rachunku ; widzimy że jeden z najprostszych, 
w danym przykładzie, zależy od wzięcia wartości na y w trzecićm 
zrównaniu, gdyż tak postępując nie wprowadza się mianownika. 

Otrzymuje się : 


y = 3x +z — h; 


a, przez podstawienie tego wyrażenia, dwa pierwsze zrównania 
stają się : 


| 30 -+ 2(30 -z — hl) hz = 19, 
4 ( 22--5( (3r -- z — 1-35 =21: 


albo, uproszczając, 


( 91-|-65=27, 
(17c-H8z=M. 


Te zrównania, rozwiązane podług sposobów wyłożonych (137 
i 440) dają : 


BEM, ZERE 
Potém te wartości, podstawione w wyrażeniu na y, 


y= 3r +: — 
dają y=2; 


http://rcin.org.pl 


140 ROZDZIAŁ IX. 


rozwiązanie szukane jest przeto, 
n=1510 YUrZDn  SEZB 
DRUGI PRZYKŁAD. Dajmy jeszcze do rozwiązania układ zrównań : 


a -- ac ay z=0, 

B- ba by -z=0, 

vc 6 + er --cy-E z =(0, 
zastosujmy do tego układu drugi sposób rugowania (140). Ponie- 
waż z nie ma spółczynnika, odciągnijmy koleją pierwsze zrównanie 


od każdego z dwóch innych ; tym sposobem postępując otrzymamy 
dwa zrównania nowe, niezależne od z, 


( 8 — @ p (P — ac (b— ay = 0, 

l B— © + (e — ag + (e — a)y =0. 
Otóż pierwsze z tych równań jest podzielném przez (b — a), dru- 
gie przez (c -— a); a więc, znosząc te czynniki, zrównania powyższe 


stają się : 


| P+aó+ ++ ajr +y=0, 
( © + ac a? + (c-Hazc--y=0. 


Chcąc je rozwiązać, można postępować dalćj tymże samym spo 
sobem ; odciągając pierwsze od drugiego znajduje się : 


> — b ale — b)+ (© — bc = 0; 
albo, dzieląc przez (c — 4), 
cHbkaTr=0 


Zkąd: 


c=—a—b—c, 
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a, następnie, 
y =— b — ab — a? — (b-p a)r = abp ac + be. 
Nakoniec te wartości na xi na y, podstawione w wyrażeniu 
z = — @ — OZ — ay, 
dają : 
z=— 6 peah- ce) — alab ac -+ be) = — abe. 


ROZWIAZANIE JAKIEJKOLWIEK LICZBY ZRAWNAŃ STOPNIA 


PIERWSZEGO, 


148. PRAWIDŁO OGÓLNE. Dla rozwiazania liczby jakićjkolwiek zrów- 
nań zawierających liczbę równą nieznanych, można wyciągnać z je- 
dnego z nich wartość jednćj nieznanćj, i podstawić (129) tę wartość we 
wszystkich innych : te zrównania zawierają natenczas jednę nieznana 
mniej ; a przeto dopełniając ich układ przez zrównanie które daje wyra- 
żenie pierwszćj nieznanćj, otrzymuje się układ równoważny danemu. 

Można także wyrugować nieznana pomiędzy jednem ze zrównań a 
wszystkiemi innemi, przez sposób dodawania i odciągania (140) : otrzy- 
muje się jeszcze układ równoważny (121), przydając do zbioru zrównań 
nowych zrównanie które służyło do wyrzucenia téj nieznanej. 

We wszystkich przypadkach, rozwiązanie układu n zrównań o n nie= 
znanych przywiedzionćm zostało tym sposobem do rozwiązania (n — 1) 
zrównań o (n — 1) nieznanych. Rozwiazanie tych ostatnich przywiedzie 
się tak samo do rozwiązania (n — 2) zrównań o (n — 2) nieznanych ; 
i, tak dalćj postępując ciągle, aż się z dwóch zrównań o dwóch niezna- 
nych, utworzy naostatek jedno o jednćj nieznanćj. 

Układ równoważny układowi danemu zawierać będzie natenczas n 
zrównań, tym sposobem złożonych : ostatnie nie będzie zawierało jak 
tylko jedne nieznaną, (n — 1)* będzie zawierało oprócz téj nieznanćj 
druga jeszcze, (n — 2)t będzie zamykało te dwie nieznane i trze- 
cią. ....; nakoniec pierwsze będzie zamykało wszystkie nieznane. 1 oczy- 
wista że będzie można rozwiazać koleją wszystkie te zrównania poczy- 
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nając od ostatniego i sięgając aż do pierwszego, i że się tym sposobem 
otrzyma wartości wszystkich nieznanych. 

149. PRZYKŁAD. Niech będzie układ 


c +- 2y + 32 + w = 30, 
j 20 — 3y + 55 — w = 3, 


M 
| 3z-t4y — 2 — v= i 


\ 4er — y--05—dv= 8, 
Pierwsze zrównanie, rozwiązane względem z, daje: 
DZAW=DY == 40$ 
a, podstawiając tę wartość w trzech innych, znajduje się : 


Ty+ 2z--10v= 57, 
[2] GAM 13v = 89, 
9y + 62 |- 190 = 112. 


Podobnież, pierwsze ze zrównań [2], rozwiązane względem z, 
daje : 
© = 57 — Ty — 10v; 
a, podstawiając tę wartość w dwóch innych : 
í 15y +- 97v = 538, 


BI U 33y + hlv = 230, 


Wyciąga się z ostatniego, 


230 — hiv 
fe yw 


a, podstawiąjąc tę wartość w poprzedzającóm, 


[a] 126v = 504. 
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Tak więc układ równoważny układowi danemu jest utworzonym 
przez zrównania : 


c = 30 — ży — 82 — bw, 
| 2.2557 — Ty = tw, 
[5] 230 — hlv 


Ha T 1? 
126v — 504. 


Otóż ostatnie z tych zrównań daje v = 4. Ta wartość, podstawio- 
na w poprzedzającćm daje y = 2. Te dwie wartości, podstawione 
w drugićm, dają z =3. A nakoniec te trzy wartości, podstawione 
w pierwszóm, dają z = 1. Tak więc rozwiązanie jest z =1, y=2, 
IZY YZ 

150. SPosóB I3EZOUT'A. Rozwięzuje się także zrównania stopnia 
pierwszego sposobem rugowania za pomoca spółczynników nieoznaczo- 
nych, którego użycie jest często dogodniejsze, Weźmy n zrównań 
stopnia pierwszego o n nieznanych, 


/ az + by + cz--... =k 
qe -+by+cz+... = ko 


Dodając te zrównania, do siebie stronami, po ich pomnożeniu 
odpowiednićm, wyjąwszy pierwszego, przez liczby nieoznaczo- 
ne 4, da, o e e ln_1; przyjdzie : 


[2] x(a + Uiha + ... -H (ry E) --y(b ln -L ... -+ TA? 19 4) 
PACC 2 +: + Caida) Hoe amk kdi o eH kuidas 
i to zrównanie może (128) zastąpić jedno z danych, jakiemikolwiek 


bądź byłyby liczby hy, ha, + + « ni- 
Otóż możemy oznaczyć te liczby, tak ażeby spółezynniki niezna= 
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nych y, z,... były zerami, to jest żeby zrównania, 


(bk by + 2. + budni 20 
3] \ e F Cdi ++... + Cnn = ț O, 


zostały sprawdzonemi; gdyż wystarczy, na to, rozwiązać (n— l) 
zrównań o (n — 1) nieznanych. 

Rozwiąże się więc układ [3]. 

Gdy się podstawi wtedy w zrównanie [2] wartości znalezione 
dla X, ho, . .. Ani, to zrównanie nie będzie zawierało więcćj jak 
jednę nieznaną z; gdyż się sprowadzi do 


alap adi +... H anna) ZE ky. kn gna: 
pozwoli więc oznaczyć wartość, która będzie : 


EE NEE A Asy, 
# BA aih + Sda è — Anini i 


po znalezieniu z, układ będzie zamykał tylko (» — 1) nieznanych. 

Sposób który wskazaliśmy pozwala, jak widzimy, rozwiązać n 
zrównań o n nieznanych, byleby umiano rozwiązać układ zawiera- 
jacy jednę nieznaną mnićj. 

Ponieważ umiemy rozwiązać dwa zrównania z dwiema niezna- 
nómi, możemy, według tego, rozwiązać układ trzech zrównań 
z trzema nieznanćmi; a więc, układ czterech zrównań z czterema 
nieznanćmi, i tak dalćj. Otrzyma się tym sposobem, dla jakiejkol- 
wiekbądź liczby zrównań danych, wartość każdćj nieznanćj. 

151. MODYFIKACYA SPOSOBU RUGOWANIA. Sposób mnożników dozwoli, 
wreszcie, otrzymać bezpośrednio każdą nieznaną, nie potrzebując 
rachować żadnćj innćj. Dosyć jest, na to, wykonać dla każdej, to 
co się już zrobiło dla nieznanej x. Jeśli chcemy otrzymać y, na przy- 
kład, porówna się z zerem spółczynniki (n — 1) innych nieznanych; 
znajdzie się, rozwięzując te (n — 1) zrównań, nowe wartości dla 
nieoznaczonych 4, ha, ... lv_13 a, podstawiając te wartości w zrów- 
naniu [2], otrzyma się zrównanie na y, które pozwoli oznaczyć 
wartość tćj nieznanćj. 
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Wartości które się otrzymuje przez ten sposób dla «c, y, z,... nie 
mogą się róźnić od tych które zostały dostarczone za pomocą sposobu 
pierwszego. W rzeczy samćj, zrównanie [2] powinno być sprawdzo- 
ném, jakiemikolwiek byłyby liczby 24, z, +. . n—13 jest więc dozwo- 
lonćm w tém zrównaniu zrobić przypuszczenia które niszczą wszyst- 
kie spółczynniki prócz jednego. Drugi sposób daje więc rozwiązanie 
szukane : a ponieważ to rozwiązanie jest jedyne, konieczna więc 
aby było tém samém jak to które otrzymanćm zostało sposobem 
pierwotnym. 


152. PRZYKŁAD. Zastosujmy ten sposób do rozwiązania układu : 


31 — hy +5: =9, 
[1] | Tx - 2y — 105=18, 
\ 52 — 6y — 155 = 6, 
Mnoży się drugie zrównanie przez M trzecie przez ła, i dodaje się 
wieloczyny do pierwszego; tym sposobem znajdujemy : 
[2] (3+74+-549c-+(—4-+2, — Goy A (5 — 104, — 1534) 
= 9- 18), -+ 6». 


Dla otrzymania z, równa się zeru spółczynniki z y iz z; co daje : 


įg = 4+ A — h= 0, 
( 5—101=15h=0, 


( 1— 3 = 2, 


alip EEEN 


3 . 
Podstawia się te wartości w zrównaniu [2]; to zrównanie staje się : 


R A 1 
Rozwięzując te dwa zrównania, znajduje się \ =1, = — 


(--1—5)r=o18—2; 
zkąd : p3 


L= 


11 — 10 
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Dia otrzymania y, niszczy się spółczynniki z zi z z ; ĉo daje ; 


( 3+ m +5 = 0, 
l 5—10, — 15h =0. 


Rozwięzując te dwa zrównania, znajduje się à =— pr, = qq: 


Podstawia się te wartości w zrównaniu [2], które staje się : 
28 78 2527, 18 
(—-1— A 11)4 =9— a Fri * 


zkąd : y =; 


Nakoniec, dla otrzymania z, pisze się dwa zrównania, 


3 FT +5% = 0, 


— b -== 0, 


które, rozwiązane, dają 2, = 26 ha =; . Zrównanie [2] staje się, 


dla tych wartości : 
- 40, 2585). _.. 18. 102 
(5-3 tm) =+ 6: 


a zkąd : 


UPROSZCZENIA I RÓŻNE UWAGI. 


153. PRZYPADEK W KTÓRYM WSZYSTKIE NIEZNANE NIE WCHODZĄ RAZEM 
WE WSZYSTKIE ZRÓWNANIA. Może się zdarzyć że każde ze zrównań nie 
zamyka wszystkich nieznanych. Ta okoliczność skraca rachunek ; 
gdyż można uważać jako wyrugowaną ze zrównania nieznaną której 
to zrownanie nie zawiera w sobie. Potrzeba wtedy poczynać działa- 
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nie od wyrugowania nieznanćj która wchodzi w najmniejsza liczbę 
zrównań. 


Zastanówmy się, na przykład, nad układem 


A] 9s— z4 u=, 
[2i Ty— 5z —t=12, 
[3]  4y— 3x42 =5, 
| taj  3y— lm--3t=7, 


[5] Tz— 5u= 11, 

Widzimy że £ nie wchodzi jak do dwóch zrównań : wyciąga się z [2]: 
[2] t=Tly—5r — 12; 

i podstawia się tę wartość w [4], które zamienia się na : 
[6] 24y — 152 —hu = 43, 


Przyłączając to zrównanie [6] do zrównań [1], [3] i (5), tworzy się 
układ czterech zrównań o czterech nieznanych z, y, z, u. 
Otóż © nie wchodzi jak w zrównania [1]i[3]. Wyciąga się więc z [3]: 


h Ju— 
y > Wyk Żu—5, 
Gi , 


) 4 = 


9 
i podstawia się tę wartość w [1], które staje się : 
[7] 12y — 2z + Tu = 56. 
Przyłączając to zrównanie (7, do zrównań [5] i [6], otrzymuje się 
układ trzech zrównań o trzech nieznanych y, z, u. 
Ponieważ y nie wchodzi tylko do zrównań (6] i [7]: przeto się 


wyciąga z [7] : 


A 23 — Tu 1-56 
© pz EZ FEE, 
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i podstawia się tę wartość w [6], które staje się 


[8] 11: -- 18u =69. 


To zrównanie i zrównanie [5] tworzą układ dwócn zrównań 
o dwóch nieznanych. 


Wyciąga się z [5] : y= ; 
a, podstawiając tę wartość w równaniu [8], mamy: 
—11 
M RZ, 


zrównanie o jednćj nieznanćj, zkąd : z = 3 


Następnie zrównanie [5] daje : (u 2: 
późnićj zrównanie [7] daje : y= his 
potém zrównanie [3] daje : r= 
i nakoniec zrównanie [2] daje : (ZE 


154. SPOSOBY RUGOWANIA SZCZEGÓLNE. Zdarza się niekiedy, że 
zrównania przedslawiają pewną symetryę względem nieznanych ; 
natenczas można zwykle użyć sposobów prędszych i skuteczniej- 
szych jak metody ogólne. Nie umiemy dać prawidła, w tym wzglę- 
dzie, lecz możemy wskazać, za pomoca kilku przykładów, sposoby 
szczególne najwięcćj używane. 

PRZYKŁAD I. Niech będzie układ 


(M epy-+z-Ff=a, 
ja 3 y+z+t-+v=b, 

J zHtev"cr=c 
Jo $ t+v-+e+y=d, 
N 5] vkaky-Lz=e 


Widoczna że po dodaniu tych pięciu zrównań stronami, każda 
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nieznana wchodzi '4 razy w summę; tak że, gdy się oznaczy przez 
s summę drugich członków, (a-Hb--c-Ed--e), otrzyma się zrów- 
nanie : 


(r-yPsptij=s, 
albo [6] ryti te=. 


Tak więc summa pięciu nieznanych jest oznaczoną. A, ponieważ 
każde ze zrównań danych zamyka cztery z tych nieznanych, dosyć 
będzie odciągnąć je koleją od zrównania [6] dla otrzymania każdćj 
nieznanćj. Będzie więc : 


s g s 


s S s 
v=; t t=; b = E, =, —d, s=ęg=t 


PRZYKŁAD II. Wyrachować długości trzech boków trójkąta, znając 
długości linij łączących kazdy wierzchołek ze środkiem boku przeci- 
wnego. 


Fi A Oznaczmy przez a, b, e dłu- 
ig.1. N PANA 
gości nieznane trzech boków, 
7 PIDÓŚ a przez a, B, y długości ośrod- 
> 8 | 5% kowych (módianes) odpowied- 
a ZU nich. Geometrya dostarczy bez- 
ZA ENEA TA ; 
PoR S emn >» ge C pośrednio trzy zrównania : 
U 9 9 aż 
[tj B--*=28--g, 
9 2 9 b 
[2] c? -- a? = 2f* DY 
, e 
[3] a? Lb? = Wy --5- 


Gdy się doda te trzy zrównania stronami, znajduje się : 


2(07 e) = Bee 4-849) 4 EZ EĆ 
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zkąd łatwo wyciągnąć : 


[4 ++ (> = =; (© LBP). 


Tak więc znaną jest summa kwadratów trzech boków. Jeżeli się 
odciągnie teraz zrównanie [1] od zrównania (4), 6* i œ zniknązi 
otrzyma się : 


; (a? --B 77) — 23 Le 


przenosząc niewiadomą na pierwszą stronę, 


= 
ep 3 (a? +e’) — Ją*, 


znosząc mianowniki, 
9a? = S(a* + P- y) — 12a? ; 
zkąd : 
Pa 
a? = 5 (28* -+ Ży? — a”). 
Możnaby tak samo otrzymać 6* i œ, odejmując koleją zrówna- 
. nia [2] i [3] od zrównania [4]. Lecz jest daleko prostszćm zauważyć, 
że się przechodzi ze zrównania [1] do zrównania [2], zmieniając 4* 
na ©, c? na a?, aè na 0*, potóm a* na 8*; otrzyma się więc war- 
tość z b?, stosując tę przemianę liter do formuły która daje a? ; tak 
postępując otrzymamy : 


B= ` (2a? 27? — 82). 


Znajdzie się podobnie : 
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Ponieważ kwadraty 7a*, %6, œ, są znane, więc ź boki tychże kwa- 
dratów, a, b, c, są, przez to samo, oznaczone. 


PRZYKŁAD III. Rozwiązać układ : 


(z=l=i=h 


| ma -- ny + pz -+ qo =k. 


Dowiedzionćm zostało w ułamkach (92), że: 


© _y_z_v_ me--ny+-pa--qv, 
a b e d' ma4 nb pet gd’ 


otóż licznikiem ostatniego stosunku jest k ; więc otrzyma się : 


k 
ma- nb pe F qd’ 


T 
SE 


Ka a ak 
» z= ma nb pe gd 


bk 


Znajduje się, tak samo : Y= ma F nb F pe F gd’ 


ck 
ma -- nb + pe + qd? 


" 


kwi 
"= ma-pnb-Fpe-pqd' 


PRZYKŁAD IV. Weźmy jeszcze układ : 


a] LYZV TYZV LYZV TYzv 
l 


FeFo e pepo 5 pyp O pe A 


Gdy się wywróci każde z tych zrównań, biorąc licznik za mia- 
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nownik, i vice versa, i gdy się uprości nowe ułamki, znajduje się : 


1 1 1 1 1 1 1 

mo t zw! zy = a? za tzn t zi=b' 
1 1 1 1 1 1 1 1 
gw baw toye yw trw zyo = a 


Te cztery zrównania dodane stronami, dają : 
+ 
Atita tats +; +y 


kd B tatata satiti 


Gdy teraz odejmiemy koleją od tego zrównania cztery zrównania 
poprzedzające, położywszy poprzednio 


11 1 1 1 1 
satiti tj =n 
znajdziemy : 
tM 1 ASA 1 
yo a a? z a. 6 
APRES Da Ja („30 424 
Be Bet oyż 3 4 


To przypuściwszy, pomnóżmy te cztery zrównania stronami, a 
będziemy mieli : 


zis= 6-90-00-500-3) 


następnie, 
A za=V(-06-06-506-3. 
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Podzielmy nakoniec każde ze zrównań [4] przez zrównanie [5]; 
a natenczas otrzymamy : 


zs c 


6-06-0d672 


(uin Wied 


6-0€-PE=M 


PRZYKŁAD PIĄTY. Pan Binet wskazał sposób bardzo piękny na 
rozwiązanie układu 


Pomimo różnćj formy istnieje w obu stronach zrównań zupełna 


http://rcin.org.pl 


154 ROZDZIAŁ IX. 


tosamość 


pa. 2 B--AC4-Bt+-G 
tt tB te t4t-Pt=o)* 


A, B, C będąc spółczynnikami których oznaczenie nie jest wcale po- 
trzebnóm. Pierwsza strona tego związku niszczy się dla £= g*, 
t= pœ, t=v, z przyczyny zrównań danych. Gdyż, 


a? y? z ; | 3 A : 
1—3 +s p —=0,i.t.d.| Wielomian £ Af 
| P tp POZO ża 

+ Bt + C staje się więc zerem dla tychże samych wartości przypi- 
sywanych ilości £; jest więc równy wieloczynowi (£—;?)(£—„*)(t—;), 
na mocy ostatniego twierdzenia dzielenia (79); a przeto, podstawia- 
jac ten wieloczyn w poprzedzającym związku, znajduje się 


ZE y? 2 (1—,)(1— p) ((—+) 
t t—B toć 1t—b) (tc) 


Mnożąc przez (, potém czyniąc ź = 0, otrzymamy : 


(—65)(—c) * 
albo 
22,2 
a_PPY 
* = BE”? 
zkąd 
+ PRE 
= c * 


mnożąc przez £ — ù, potćm przypuszczając £ =, znajduje się 


sza (è ZE $?) (p? c= $?) („= b*) 


http://rcin.org.pl 


ROZWIĄZANIE ZRÓWNAŃ STOPNIA PIERWSZEGO. 155 


Nakoniec, dość jest pomnożyć przez £ — © i uczynić £ =e*, aby 
otrzymać 


„(PAM 
ele — 6) 


INNE DOWODZENIE. Otrzymuje się rozwiązanie sposobem eleganckim, 
uważając że wyrażenie, 


x? y? z? 
E "TZPWO ZE 


2 


jest zerem, na mocy zrównań danych, dla t=g, t=p, t=»; 

i że jest, przeto (79), kształtu M(t — s”) (£ — u”) (t — +°). 
1 

te—b6) (t-e 

wsze wyrażenie, sprowadzone do jednakowego mianownika, da się 


è I 
i A N ppa T 3 cj j 
napisać pod kształtem EOT x (6 H AP + Bt +- ©). 


Dostrzedz wreszcie łatwo, że M = Gdyż pier- 


Owoż, dwa przekształcenia jednego wyrażenia ten sam wypadek 
dać muszą, a więc mamy naprzód 


1 
ME — )(E—2)—+59=7-5(6=23 A x (AFLAL -- Bt 0). 


A ponieważ wieloczyn (t—*) (£ — p?) (t — »?) równa się wielo- 
mianowi £- A£- Bf -|- C; więc, w tćj tosamości, dwa czynniki 


pozostałe M i muszą być także równemi. Tak więc, 


1 
t(t — +?) (t — ©) 
na mocy zrównań, znajduje się tosamość : 


Po a8 2 (t—p)((—p)(t—s*) 


> (—B te t(t—6)(t—©) 
Pomnóżmy obie strony przez £, i przypuśćmy późnićj £=0, i. t.d. 


tak samo jak pierwćj prowadźmy rzecz całą do końca, to jest aż do 
zupełnego danego układu rozwiązania. 
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O PRZYPADKACH W KTÓRYCH LICZBA NIEZNANYCH NIE JEST RÓWNA 
LICZBIE ZRÓWNAŃ. 


154, PRZYPADKI W KTÓRYCH LICZBA ZRÓWNAŃ PRZEWYŻSZA LICZBE 
NIEZNANYCH. Niech będzie, na przykład, układ trzech zrównań po- 
między dwoma nieznanćmi z i y. Rozwięzujac dwa z tych trzech 
zrównań przez jeden ze sposobów znanych, otrzyma się wartości 
z © iz y, które same mogą sprawdzić układ. Lecz, aby to miało 
rzeczywiście miejsce, potrzeba aby te wartości zadosyć czyniły 
tzeciemu zrównaniu. Kiedy ten warunek nie jest dopełnionym, 
układ jest niepodobnym. 


Na przykład, układ 


Tc + By = 3h, 
4 8&r— 3y = l, 
l Lz + 3y = 17, 


jest niepodobnym, ponieważ rozwiązując dwa pierwsze zrównania, 
znajdujemy z =2, y= h; które to wartości, podstawione w ostat- 
nićm, prowadzą do niepodobieństwa, 20 = 17. 

W ogólności, gdy jest (m -- p) zrównań pomiędzy m nieznanćmi, 
można rozwiązać m z tych zrównań, i otrzymać tym sposobem 
wartości które same mogą sprawdzić układ ; lecz potrzeba aby te 
wartości, podstawione w p zrównaniach pozostałych, sprawdzały je 
także; inaczćj, układ będzie niepodobnym. 

Kiedy spółczynniki nieznanych, albo niektóre z pomiędzy nich, 
są wyrażone przez litery których wartość nie jest oznaczoną, war- 
tości otrzymane dla tych nieznanych będą formułami zależnemi od 
tych liter; a podstawienie tych formuł w p zrównaniach pozosta- 
łych dostarczy p związków, które wyrażać będą warunki konieczne 
i dostateczne jakie muszą istnieć między spółczynnikami literalnemi, 
ażeby układ był podobnym. Daje się tym związkom imię zrównań 
warunkowych. 
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PRZYKŁAD. Niech będzie układ 


/ 


z--y=2W, 
c=y=29, 
| 27 +3y= a- 2% 
|, 30--hy=2a-- 36—1. 
Dwa pierwsze zrównania dają c = a -4 6, y = a—ó; ate war- 
tości, podstawione w dwóch ostatnich, dostarczają dwa zrównania 
warunkowe, 


i 5a — b = a -+ 2b, 
( 1a=—b=2a--36—1; 


z których się wyciąga : =, MZK 


Jeśli się przyjmie te wartości z a i z b, układ jest podobnym, i 
rozwiązanie jest : 


B= JRE, 


155. ScHoLia. Jeżeli (m + p) zrównań o m nieznanych zawierają 
spółczynniki nieoznaczone, można położyć sobie zadanie, wskazać 
warunki jakie zmuszone są dopełnić te spółczynniki ażeby zrównania 
dane były zgodnemi. Wystarczy na to oczywiście, podług tego cośmy 
dopiero powiedzieli, wyrugować m nieznanych pomiędzy (m +- p) 
zrównaniami, a zrównania wypadkowe będą wyrażały warunki 
żądane. Kiedy liczba spółczynników nieoznaczonych jest p, będziemy 
mieli p zrównań dla ich oznaczenia; gdy ta liczba jest większą 
jak p, można będzie rozporządzić dowolnie ilukolwiek pomiędzy 
nićmi; lecz gdy ta jest mniejszą niż p, zrównania warunkowe będą 
w ogólności niezgodne (sprzeciwiające się), a następnie dane pozo- 
staną zarówno takiemiż. 

PRZYKŁAD. Oznaczyć a, b, €, tak ażeby cztery zrównanie 


ac + ży =—1, 
|) s=y= 2 
25--3Y= 6, 
\ 2az -+ cy =—2, 


o dwóch nieznanych byty zgodnemi, 
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Dwa pierwsze dają : 


_ W=b Aj 2a--1, 
© = 0-2” NŚ FT GZ? 


podstawienie tych wartości z z iz y w dwóch ostatnich i zniesienie 
mianowników, da związki 


( 5—26— 6a—c(ab -++ 2) =0, 
l 8a4+4 — e(2a+-1) =0. 
Nie mamy więc jak dwa zrównania dla oznaczenia a, bi c, tak że 
można będzie rozporządzić dowolnie jednym z tych spółczynników. 
Rugując c pomiędzy tćmi dwoma zrównaniami, przyjdzie 


2a? + 88b + 8ab -+ 12a + 2b + 3 = 0, 


zkąd się wyciąga 


pan laia ts 
ZEL SP Sa? -8a--2 * 
Š c 3 À ; 
a czyniąc a =— 1, ta formuła dostarczy b = — 3 » Po czćm, znaj- 


dzie się c= 4. Tak więc, zrównania dane staną się 


— £+-2by=—l 
5 h 
2c--dy= 4 


— 2r +liy =— 2, 


które rzeczywiście są z sobą zgodnómi, jak łatwo jest to sprawdzić, 
wyciągajac z dwóch tych zrównań wartości z z iz y, i podstawia- 
jac je w dwóch innych, albo lepićj jeszcze dzieląc wszystkie wyrazy 
dwóch ostatnich przez 2. 
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156. PRZYPADKI W KTÓRYCH LICZBA NIEZNANYCH PRZEWYŻSZA LICZBE 
ZRÓWNAŃ. Niech będzie, na przykład, układ dwóch zrównań pomię- 
dzy trzema nieznanćmi z, y, z. Gdy się uważać będzie jedną z nie- 
znanych, z na przykład, jako znaną, rozwiązanie układu dostarczy, 
na wartości z z iz y, dwie formuły które będą zawierały z. Można 
więc przyznać dla z wartości dowolne; i dla każdćj z nich, formuły 
dostarczą dla «© i dla y wartości odpowiednich. Układ przyjmuje 
więc liczbę nieskończona rozwiązań, a więc jest nieoznaczonym. 

W ogólności, gdy istnieje m zrównań pomiędzy (m -+ p) niezna- 
nómi, można będzie wziąć za wiadome p z tych nieznanych, i roz- 
wiązać m zrównań względem innych; otrzyma się dla wartości 
z tych m nieznanych, formuły zamykające nieznane p. Można więc 
przyznać dla tych nieznanych takie wartości jakie się podoba; i 
fcrmuły dostarczą wartości odpowiednich innym. Układ jest więc 
nieoznaczonym. 


PRZYKŁAD. Niech będzie układ : 


j 20 + 3y — hz — 3t = 6, 
l z — dy + 3:— U4 = 2. 


Rozwięzuje się względem «w i y, przenosząc w drugie strony 
wyrazy na zi na /. Znajduje się tym sposobem dwie formuły : 


18 — 134 
do Jh" cui: Lo" | 


EES al 


Y 


Przypuszczenie dowolne, s= 2, £=1, daje r=4, y= 8, 


O PRZYPADKACH NIEPODOBIENSTWA 1 NIEOZNACZONOŚCI. 
157. PRZYPADKI NIEPODORIEŃSTWA. Kiedy liczba nieznanych jest 


równą liczbie zrównań, zdarza się niekiedy, że sposoby rozwiązania 
prowadzą do rezultatów sprzecznych. 
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PRZYKŁADY. Niech będzie układ : 


( 35—12y=6, 
| ur — 28y =15. 


Zastosujmy sposób dodawania i odciągania (140) : ala wyrugo- 
wania y, rozmnóżmy pierwsze zrównanie przez 7, a drugie przez 3; 
otrzymamy : 


63x — Shy = L2, 
632 — hy = h5; 


zrównania oczywiście sprzeciwiające się (nie zgodne), ponieważ od- 
ciągając je jedno od drugiego, mamy 0 = 3. 

Układ dany jest więc niepodobnym; i niepodobieństwo objawia 
się przez tę okoliczność, że rugowanie jednćj nieznanćj wyrzuca 
drugą, tak że nie pozostaje więcćj jak równość pomiędzy dwoma 
liczbami nierównemi. 

Weźmy jeszcze układ : 


20 — 3y + hz = 7, 
30 — 2y+- Z=8, 
11g — 9y + 75 =30. 


Rugując fz, naprzód pomiędzy dwoma pierwszemi zrównaniami; 
potćm pomiędzy dwoma ostatniemi, otrzymujemy dwa zrównania, 


107 — 5y = 25 
102 — 5y = 26, 
które są oczywiście nie zgodne. Układ jest więc niepodobnym; i 
niepodebieństwo objawia się przez tę okoliczność, że rugując z, 
otrzymuje się dwa zrównania, których różnica prowadzi jeszcze do 
równości niedorzecznćj 
= 


158. PRZYPADKI NIEOZNACZONOŚCI. Zdarza się także niekiedy, że 
rozwięzując układ zrównań, natrafia się na równości które mają 
miejsce, dla jakichkolwiek bądź wartości nie znanych. 
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PRZYKŁADY. Niech będzie układ : 


912 + 63y = 217, 
65x + Lóy = 155. 


= 


Rugowanie y, mnożąc pierwsze zrównanie przez 5 a drugie 
przez 7, daje : 


| 455 -+ 315y = 1085, 
| 4552 + 315y = 1085, 


zrównania tosame. Tak więc dwa zrównania dane wchodzą jedno 
w drugie. Nie ma właściwie mówiąc, jak tylko jedno zrównanie 
z dwiema nieznanómi : liczba więc rozwiązań jest nieskończoną 
(156). Widzimy że nieoznaczoność objawia się przez tę okoliczność, 
że wyrugowanie jednćj z nieznanych wyrzuca drugą, i że pozostaje 
tosamość 


Weźmy jeszcze układ : 


/ 20 —3y-|-hz=17, 
30 — y+ 2=8, 
lle — 9y + 75=34. 


Rugowanie z, pomiędzy dwoma piarwszćmi zrównaniami, potem 
pomiędzy dwoma ostatnićmi, prowadzi do dwóch zrównań, 
| 10x — 5y = 25, 


102 — Sy = 25, 


które są jeszcze tosamemi. Ponieważ te dwa zrównania, skombino- 

wane z jednóm ze trzech pierwszych, tworzą układ równoważny 

układowi danemu; widzimy więc że nie ma, istotnie, jak dwa zrów- 

nania z trzćma nieznanómi, Układ jest więc nieoznaczonym ; i nieo- 
1. —11 
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znaczoność objawia się jeszcze przez tę okoliczność, że wyrugowanie 
jednćj z trzech nieznanych prowadzi do tosamości. 


ĆWICZENIA. 


I. Rozwiązać zrównanie 


3+2 5+] ha? — 2 
1+? 7+2 7-160 ha?" 


«| s1 


Znajduje się = 
II. Rozwiązać zrównanie 


6—55  7— 2a? 30 +1 105 — ML 


16 Ado A 30 105 

Znajduje się r=. 

~ ©% L(2x—3)—3(3x--1)_3/x22 +2 
IIL. Rozwiązać a 6G=1) = ale — >) k 
Znajduje się z= E ; 
IV. Rozwiązać yi — yai m tg :- 1. 
Znajduje się x = s, i x= 0. Ta ostatnia wartość nie odpowiada zrów- 

naniu. 
JG") - 
siie TE 

V. Rozwiązać Va + c — 315 = Vaa+a Dis 


9 
Znajduje się © = — = , wartość która nie odpowiada zrównaniu. 
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=. 


ETEA Ei. 


Va +r—y\a— v 


VI. Rozwiązać 


© ple — 2a b 

Znajduje się 2= 3 Tr 

3 Z = 3 „e 
VII. Rozwiązać V a + Vw + a — Va =. 
Znajduje się P > 
VIII. Rozwiązać Vea + Va= 7 L z 

V2-+a 
9 
Znajduje się B= 3 5 
T „a 1 1 1 

IX. Rozwiązać złą vi i TE A: 
Znajduje się c= 0, i w = -7 , Wartości które, tak jedna jak druga, nie 


odpowiadają zrównaniu. 


> j >t ECM 
X. Rozwiązać H ami — 62 Ve=zz V ZE 


æ Tyo i 
Znajduje się c= re ; 
XI. Rozwiązać 2x -H2 Va? Fa q? c= . 
Znajduje się NE. o 


EN 


XII. Rozwiązać zrównanie 


Va — «© + Na + a = E 
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Znajduje sięr=0icv= kJ 


1025? Parr które nie odpowiadają zrównaniu. 


XIII. Rozwiązać zrównanie 


V—a 


V iF 


Znajduje się z = a. 
XIV. Rozwiązać zrównanie 


PRAT — yæ — ac 


1 zb 
Va+Ya— Va? — ax 


RA Bi ag 166% | 
Znajduje się =a |! "EW 


V360 + 1 + V360 _ 


=9. 
V360 + 1 — V360 


XV. Rozwiązać 


Znajduje się gE h 
XVI. Rozwiązać zrównanie 


14o Vaw _ N2+r+Vzr 
i+e+yle aś ŅV2}o—Va 


A 1/6 3 \2 
Znajduje się a= a a -— A : 


(| c+ay=b, 


Į; Rozwiązać układ i > 
| ac — by =« 
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ETT IA „_b> ac ab — © 
Znajduje się : o ao V=a-E$' 


11. Rozwiązać układ 


( (a — b)x + (a+ b)y =¢ 
| (@ — b?) (chy) = d. 


AS 1 d 1 
Znajduje się : c=g(a——9) AŻ ale- +3) A 


III. Rozwiązać układ 


Biorąc £ i : za niewiadome posiłkowe, znajdziemy : 


_P= „Mm=q 
=p >big IT ipag" 


IV. Rozwiązać układ 


( (a? — b?) (5x + By) == Zab(ha — b), 


a, _ „abe a 
| ay „poto obr =by-pab(a + 2). 


z: ab ab 
Znajduje się £= EAE y=: 


V. Rozwiązać uklad 


Vy—V0o-a=Vy—a; 


3Y20 —c«c= ay — T. 


Znajduje się : 


æ= 16, y= 25, 
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VI. Rozwiązać układ 


(c—y+z=0, 
(a+ bx — (a + cy + (b+c): = 0, 
| abx — acy + bez =1. 


Znajduje się : 


gt 1 4 


© =fa=odb=)* Y  (a=bb=o)* acua 


VII. Rozwiązać układ 


4 1 4 
| T Eaa 
1 1 1 
ŚŚ: M bek 
1 1 1 
stow "> 
4 1 1 
yrzto ” 
* d ą 4 1 
Położywszy „ (a + b + c + d) = s, otrzymamy : z = = 
3 s— d s—c© 
M NF 
"zab A 


VIII. Rozwiązać układ 


ań +- ax + a?y + az Hu =0, 
bi -+ be + by + bz +u =0, 
c! + ex -+ ey + cz + u=, 
di + d'r + d?y +dz + u=0. 


Znajduje się : 


© = — (a +b + c+-d), y=ab--ac + ad be + bd- cd, 
z = — (abc + abd + acd + bed), v = abcd. 
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IX. Rozwiązać układ 


erep + =" 


a” + þr + e" = d", 


qm" X y™ = zm e 
; jm *n pbm+n "7 omin? 


wyrugowawszy a, b, c, pomiędzy temi zrównaniami. będziemy mieli : 


(> (©) = 0 


1-0: (7 


mn_ _mn mn. mn 
a gt" ZE IRE + euy = P oł SĄ. 
/ ax = być = czć 
X. Rozwiązać układ 1 t 1 4 
— <> = + >= rh 
1 y z 
i wyrachować ax? +- by? +- cz% 


a TEA I 
Znajduje się : Gz O ŁYSE. 


vb | 
-_dWa+Vb+Vo), 
Ve 
, 3/% , V TE Sh 
potém : uc? + by? + e? = dè ( a--yb-ye). 


XI. Rozwiązać układ 


ax + my + z+v)=k, 
by + m(z + v + £) =l, 
cz + m(v + © +y) FP. 
dr + mæ -- y ++ 2) = q. 
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Szuka się naprzód sammy s nieznanych : 


k(b—m)(c—m)(d—m)--I(a—m)(c—m)(d— m)-j-p(a—m)(b—m)(d—m)-q(a—m)(b—m)(c—m) 


S E EE EE EES EES E E E ENNE ET E | 


poczém otrzymamy : 


= k — ms l — ms p — ms q — ms 
= y= z= Cu Mz ar 
B E cm" d—m 


XII. Rozwiazać układ 


1=0+ty-zku+v+w+t, 

0 = © Hay +-bz + cu + dv + ew +-ft, 

0 =x 4 ay + bz + Cu + do + ew +- Pt, 
0 = g ay + bz +- eu + dw ew -- Pt, 
0 = x 4 aty + biz + óu + div + éw + fit, 
0 =x + ay + biz -+ óu + diw + éw- fit, 
0 = © + ady + bóz + côu +- dóv + Sw -- fit. 

Pomnożywszy zrównania te przez i, 3a, 23, X4, %5, kę, 27, dodaje się takowe. 


Dla otrzymania wartości z «©, na przykład, dora się z zerem spółczynniki 
sześciu innych nieznanych; znajduje się sześć zrównań kształtu, 


( 1) py -H des -+ Ags? — CU E A + Asi = 0. 


To zrównanie jako mające być sprawdzonćm dla s = a, s=b,s=c,... $ = f, 
ma pierwszy członek w zupełnćj tosamości równym wieloczynowi 


(2) My (s — a) (s— b) (s—c) (s — d) (s — e) (s—f). 
* SA 5 z € Ài 
Otóż, znajduje się na tenczas : e CE E E O ERR TE 


A, ponieważ wartość z », odpowiada dla s = 0, a wartości z 2, + 4}. <. 4P; 
dla s =1, robi się te przypuszczenia w (2) ; i znajduje się : 


abcdef 


== t-9t-5t-9t-d91-9=7)' 
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Podobnie dla utrzymania y, rozpoznaje się że równanie (1) powinno być 
sprawdzonćm dla s = 4, s = b, $ = ¢, .... $ = f, i że jego pierwsza strona 
jest, przeto, 


àz ($ —4) (s — b) (s — ©) (s — d) (s — e) (s — f); 
i znajduje się : 


pe bedef + 
(a—1) (a —b) (a—c) (a —d;(a—e) (a—f) * 


podobnie : 


NE adcef 
== 0-1) b6=0) 6-0) b—4d) (b-e) (b—f)* 
Mm abdef 

= (e—1) (e—a) (c — b) (c—d) (ce) (c—f)* 
RR abcef 


~ (d—1)(d—a) (d —b) (d— c) (d — e) (d—f) * 


abcdf 


2a (e —1) (e— a) (e — b) (e—c) (e — d) (e— f) * 


pad abcde 
= (f—10 (f—a) (f—b) (f—0) (f—a) (fe) * 


XIJ. Z sześciu zrównań : 


—a —y —2 =e, 

=, płd y'? — zza 
— g"? — y"?— 3"? = — a? 
— dw — y'y! -p zt = 0, 


z ca" A= yy" A z = 0, 
— aa! — yy! + zz =0. 
zamierzamy wynaleźć, 
= fwyta" KA ały(z + wyz! — gzy" — zty — wizy |”. 


Wykonywa się, z jednćj strony, wieloczyn trzech pierwszych zrównań, a ' 
z drugićj, kwadrat wskazany ; i rozpoznaje się, za pomocą niektórych prze- 
kształceń, że dwa rezultata są to same, na mocy £rzech ostatnich zrównań. 
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ZAGADNIENIA STOPNIA PIERWSZEGO. 


CEL TEGO ROZDZIAŁU. 


159. Rozwiązanie zagadnienia obejmuje w sobie trzy części od- 
rębne : 

19 Składanie zrównania, to jest wyrażenie algebraiczne związków 
jakie wysłowienie zaprowadza między ilościami danćmi a niezna- 
némi ; 

2° Rozwiazanie zrównań tym sposobem znalezionych; 

30 Roztrząsanie rozwiązania. 

Gdy rozwiązanie zrównań było już obszernie w dwóch poprzedza- 
jacych rozdziałach wyłożone, zajmiemy się tu wyłącznie składaniem 
zrównań i roztrząsaniem zagadnień. 


SKŁADANIE ZRÓWNANIA. 


160. PRAWIDŁO PRZY SKŁADANIU ZRÓWNANIA ZAGADNIENIA. Wiedząc 
o wyraźnćm niepodobieństwie przepisania, dla otrzymania zrównań 
zagadnienia, prawidła zupełnie ogólnego, ograniczymy się jedynie 
na wskazaniu następującego. - 

Po zbadaniu gruntownem wystowienia zagadnienia, przedstawia się 
przez litery X, Yy. liczby których wiadomość dostarczyłaby rozwią- 
zania : wskazuje się na tych literach ina danych szereg działań jakie 
należałoby wykonać, gdyby, po znalezieniu wartości nieznanych, chcia- 
ło się sprawdzić że wartości otrzymane zadosyć czynią wszystkim warun- 
kóm wysławienia. Te rachunki sprawdzenia prowadzą, w ogólności, 
do rezultatów które obowiązane sa być równemi : równając formuły 
które przedstawiaja te rezultata, otrzymuje się zrównania zagadnienia, 

Żeby się wprawić w rozbiór warunków, w dostrzeganie związ- 
ków i w składanie zrównań, weźmy sobie do rozwiązania następu- 
jace przykłady. 
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161. ZAGADNIENIE I. Kadź napełniona wodą może być wypróźnioną za 
pomocą dwóch rur A, B, nierównćj wielkości. Otwiera się rura A,i 
wypuszcza się nią czwartą część wody. Potem otwiera się rura B, i 
dozwała się płynąć wodzie przez obie rury dopóki kadź nie wypróźni się 
zupełnie, na co potrzebuje pięć czwartych godziny więcćj aniżeli pier- 
wsza rura A potrzebowała czasu dla wypróżnienia czwartćj części wody. 
Gdyby były otwarie obie rury od początku, kadź zostałaby wypróż- 
niona ćwierć godziny prędzej. Pytanie ile czasu potrzebowałaby rura A, 
gdyby była sama otwarta, na wypróźnienie kadzi. 

Niech będzie z liczba godzin użytych przez rurę A dla wypróżnie- 
nia, za pomocą jéj jednego otworu, kadzi napełnionćj wodą. 

Dla wypróżnienia czwartej części kadzi, rura A używa czasu p 
Dla wypróżnienia trzech innych czwartych, dwie rury, otwarte 


razem, używają czasu 3 + T 
Ev: 

Następnie, dla wypróżnienia kadzi całkowitćj, używają 5 tego 
czasu, albo S -l 3 i 

Z drugićj strony, czas cały użyty przy doświadczeniu, dla wy- 
próżnienia, naprzód pierwszćj ćwierci za pomocą rury A, potém 

: Fera a ą ? E 
trzech innych ćwierci za pomocą rur A i B jest ras (i + ap 
N 5 

albo 3 = A 


Ponieważ ten czas przewyższa o ćwierć godziny czas którego 
użyłyby rury A í B otwarte razem od początku, to jest czas ozna- 


czóny przez z -|- z; znajduje się więc zrównanie : 


które rozwiązane, daje : glie, 


Sprawdzenie, Czas użyty przez rurę A, dla wypróżnienia czwartćj 
części kadzi, jest 1 godzina : następnie czas użyty przez dwie rury, 
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dla wypróżnienia pozostałych trzech czwartych, jest 1. -- A 
albo wj: a czas któregoby potrzebowały dla wypróżnienia kadzi 
całkowitćj jest A Z i godziny, albo 3 godziny. Z drugićj strony, przy 
doświadczeniu, kadź została wypróżnioną w 1£' -- ae, albo w 3e. i 


doświadczenie więc trwało A godziny więcćj, czyli tak jak tego 


wymagało wysłowienie. 

162. ZAGADNIENIE IL. Chart ściga lisa który jest 60 skoków przed 
nim. Lis robi 9 skoków podczas gdy chart robi tylko 6; ale 3 skoki 
charta warte sa 7 lisich. Ileż chart musi zrobić skoków aby dościynał 
lisa ? 

Wyraźmy przez «© liczbę skoków jaką zrobi chart, przed dości- 
gnięciem lisa. A 

Ponieważ trzy skoki charta warte są siedm skoków lisa, æ sko- 


10 eT A RAR" - 
ków charta warte będą RY: skoków lisa : pierwsze wyrażenie drogi 


(ocenionćj w skokach lisa), jaką powinien przebiedz chart. 
Z drugićj strony, podczas gdy chart robi 6 skoków, lis robi 9 sko- 
ków; więc, podczas gdy chart robi æ swoich skoków, lis robi 


. |. 97 f RA ; 9 
ich -g > % ponieważ ten ostatni jest o 60 skoków naprzód, 60 4- ry 


będzie drugićm wyrażeniem drogi (ocenionćj w tćjże samćj jedno- 
ści), jaką musi przebiedz chart. 
Ma się więc zrównanie : 


10 95 
3 = 60 + re 
które rozwiązane, daje : a = 72 skoki. 


Sprawdzenie, 12 skoków charta warte są 3 z 72 albo 168 skoków 


lisa. Otóż, podczas gdy chart robi 6 skoków, lis robi 9 skoków; 
więc podczas gdy chart robi 72, lis robi 108; i te 108 skoków, do- 
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dane do 60 skoków o jakie ten ostatni wyprzedza charta, dopełniają 
właśnie 168 skoków lisa, co stanowi także drogę charta. 

163. ZAGADNIENIE II. Znaleźć liczbę złożoną z czterech cyfer, wie- 
dząc : 19 że cyfra setek jest równa summie cyfer jedności i dziesiątków ; 
2° że cyfra dziesiątków jest równą podwójrćj summie z cyfer tysięcy 
i jedności ; 3” że dzieląc liczbę sama przez summę jéj cyfer, znajduje 
się na iloraz 109 a na resztę 9; U” że nakoniec odejmując liczbę szukaną 
od liczby utworzonej z tych samych cyfer urządzonych w porządku 
odwrotnym, otrzymuje się na resztę 819. 

Uznaczmy przez £, y, z, v cyfry jedności, dziesiątków setek i ty- 
sięcv. Pierwszy warunek daje bezpośrednio zrównanie, 


[1] zs=c+y, 
a drugi [2] y = w+ 2r. 


Liczba szukana ma za wartość 1000v + 100z + 10y + z : więc 
trzeci warunek daje zrównanie : 


[3] 1000v + 100: + 10y + z = 109(z ky +: +) + 9. 
Nakoniec czwarty warunek dostarczy zrównania : 
[4] 10002 -+ 100y--102 -+e — (1000v +100: - 107 -+ r) =819. 


Przed rozwiązaniem tego układu czterech zrównań, uproszcza się 
dwa ostatnie, które przywodzą się do 


[3] 990 — z — lly—llr=h, 
4] Miz 10y — 105— 111v = 9. 
Ruguje się naprzód z, między [1], 13] i (4], i znajduje się: 
[5] 990 — 12y — 131 1, 
[6]  10d5—1lv=91. 
Potóm ruguje się y między [2] i (5), eo daje : 


[7] 75u — 3710 =1. 
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Nakoniec ruguje się z między [6] i [7], i znajduje się : 


v=l; 
a, następnie, C=» Y=6, zz: 
Liczba szukana jest więc 1862. 
Sprawdzenie wykonywa się bezpośrednio. ' 


164. ZAGADNIENIE IV. Pięciu graczy A, B, C, D, E, ułożył: się, że 
przegrywający podwoi summę pieniędzy posiadana przez każdego z czte- 
rech innych, na końcu każdćj partyi. Gracz A przegrał pierwsza partya 
i zapłacił : gracz B przegrał druga, © trzecia, D czwarta i E piąta. 
Kiedy gracz E zapłacił swój dług, zdarza się że każdy gracz posiada 
tę samą summę a. Pytanie, ile każdy z nich miał pieniędzy do gry sia- 
dając ? 

Oznaczmy przez £, y, z, v, £t summy jakie gracze przynoszą do gry. 
Po pierwszćj partyi, stan- fortun jest oznaczony tablicą nastę- 
pującą : 


CERT c—y—s—v—t, 
BST oh: 2y, 
Ueo Spy 23, 
In ea aak 2v, 
M ian 2i. 


Po drugiéj partyi, w któréj B przegrywa, staje się : 
A 72 2x — 2y — 23 — w — Xx, 


B.....3Ży—c—z—v—=t, 


POZ 2” hz, 
D. . lw, 
E. . sę lit . 
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Po trzecićj partyi, w którćj C płaci, znajduje się podobnie : 


A... At — hiy — hs— lv — ht, 
B acti 6y — 2r — 35 — Ww — X, 


C... .. Tz — c— y— v— t, 


Tak samo znajdziemy stan fortun, po ezwartéj stawce, potém po 
piatćj : 


Czwarta partya. Piąta partya. 
A... 8e—8y—8z—8v— 8t, 16c—16y—16:— 160 — 16t, 


B... 12y —hc—hz=hv—htf, dy — 8r — 8z — 8v— 8i, 
C... hz — 2x —2y— w — 2t, 283 — he — hy — Iw — M, 
D. .. 15v— r— y— z— f, 30w — 2r— 2y— 23 — X, 
IEE YT M qG= y= ke U, 


Mamy więc, podług wysłowienia, pięć zrównań : 


(AU 16x — 16y — 16: — 16v — 16/ = a, 
| [2] 2hy — 825— 8z— 80— 8£=a, 
4 B] 285 — Le— hy— lw= ht =a, 
| [4] 300 — 2r — 2y— 2— 2t=4, 
\ [5] 3t — c— y— z— v=a 


Sprawdzenie przedstawia się bezpośrednio. Dodawszy pięć zrów- 
nań stronami, otrzymamy : 


6l spy p spt t= 5e 
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Co łatwo można było przewidzieć, ponieważ summa całkowita 
stawek powinna być tąż samą na końcu piątćj partyi jak przed 
pierwszą. To zrównanie [6] może wreszcie zastąpić jedno z pięciu 
pierwszych. 

Dodając zrównania [5] i [6], znajduje się bezpośrednio : 


A 

PPSA zkąd t=3: 

Podwajając zrównanie [6] aby je przyłączyć do zrównania [4], 
znajduje się : 


320-140; zkad v=- 


Podobnie mnożąc zrównanie [6] przez 4, przez 8, i przez 16 ko- 
lejno, i dodając odpowiednie wieloczyny do zrównań [3], [2] i [1], 
znajduje się : 


> — 21a 

a E Md uar 
\ 32y = Ma; zkąd y= zk 
(320 28103 Sta 
L = 80;* 


Można będzie sprawdzić te rezultata, tworząc wyrażenie fortuny 
każdego gracza na końcu każdćj partyj. 

165. ZAGADNIENIE V. Wieśniaczka, obowiązana sprzedawać jaja na 
targu, sprzedaje pierwszćj osobie potowe swych jaj, więcćj połową 
jednego; drugićj osobie, połowę jaj które jéj pozostały, więcćj połową 
jednego, i.t. d.; nakoniec ni osobie, połowę jaj które jéj pozostały, 
więcćj połowa jednego. Wtedy wieśniaczka sprzedała wszystkie swe 
jaja : pytanie ileż miała jaj przybywając na targ? 

Niech będzie æ liczbą szukaną. Wieśniaczka sprzedaje naprzód 


Bal 
213 
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jaj; pozostaje jéj więc 


i IK Gaj 
z-( -H JE albo Z 5 5 


Sprzedaje natenczas drugićj osobie liczbę jaj oznaczoną przez 


l ag 2 
nie ma więc już jak 
c—1 c—1 l c—l 1 z—=3 
-rE ( D FP z) albo = Ą albo SI 
Trzecia sprzedaż jest 
xz —3 l 
2 
jaj; a reszta 
£—3 c—3 , | r — 3 s— 
c + ( 3 -+ z) albo T albo 5 
Prawo reszt 
r — 1 T -= 3 £—1 
3" RÓG KIEDY 
albo 
c — (2— 1) c — (2—1) z — (23 — 1) 


pokazuje że, po n sprzedażach, wieśniaczka nie ma więcéj jak liczbę 
jaj równą Š [© — (2* — 1); tak że zrównanie zagadnienia jest 
x — (2: —1) 


A 20), Ad á=. 


Qn 
1. — 12 
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166. ZAGADNIENIE VI. Dla utworzenia mieszaniny dwóch metali 
których ciężary gatunkowe (ciężary jednostki objętości) są p io", bierze 
się p kilogramów pierwszego metalu i p” drugiego : objętość cała, 


doznaje ściśnienia 3 dla jednostki objętości. Jaki jest ciężar właści- 


wy x tój mieszaniny ? 
Cały ciężar mieszaniny jest p -+ p” ; jej objętość jest więc 


pr. 
L 


A ponieważ objętość metali jest R ra więc summa tych war- 


tości będzie 


a ściśnienie 
ĘĄ 
(; ża ja 
tak że objętość mieszaniny może się jeszcze napisać 
(SER SY(ORLY 
(+) (1-3); 
znajduje się więc 
PIK |. REP 
BÓR 2 V gaz. 
6 T 7) ( 5) 


Kiedy metale mieszają się bez ściśnienia, znajduje się 


© 
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Ta ostatnia formuła pozwoli znaleźć pip”, gdy £, p, ¢' i p+ p” 
są znane; wpada się tym sposobem na sławne zagadnienie korony 
Hierona. 

167. Zdarza się niekiedy że warunki równości, dane przez wysło- 
wienie, pokazują się zbytecznemi. 

ZAGADNIENIE VII. Ojciec dzieli swe dziedzictwo pomiędzy dzieci 
w sposób następujący : daje pierwszemu summę a i nia część reszty : 
daje drugiemu summę 2a i na część z tego co pozostaje, po odtraceniu 
częściowóm tych summ : daje trzeciemu summe 3a i nia część z tego co 
pozostaje. I tak następnie. Zdarza się że dziedzictwo jest całkowicie 
podzielonćm, i że wszystkie dzieci odziedziczyły części równe. Zachodzi 
pytanie jaka w tym razie jest wartość spadku, jaka liczba dzieci i część 
każdego z nich? 

Oznaczmy przez x wartość dziedzictwa, 


t — aA 
n 


H (n = i)a, 
n 


Część pierwszego dziecka jest : a + , albo * 


Pozostaje dla innych : ed- , albo gateng. 


Drugie dziecko bierze naprzód 2a, 


(n —1)(£ —a) (n — 1)1—(3n—t)a_ 


Pozostaje natenczas : — 2a, albo 


Część drugiego dziecka jest więc : 


3 


n- 


wyk CENE a e natnram Ete, 


Ponieważ, podług wysłowienia, części muszą być równe, otrzyma 
się zrównanie : 


x+ (n= lje __ (n— I)e- (2n? — 3n la, 


n n? 
Zkąd, znajduje się 


£ =(n— l’a. 
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Ponieważ nie użyliśmy, dla znalezienia formuły dziedzictwa, jak 
tylko samych wyrażeń dwóch pierwszych części, jest koniecznóm wy- 
rachować ich wartości, i zapewnić się że te są równe wartościóm 
których wyrażenie jeszcze dotąd nie służyło w rachunku; potém 
oznaczyć liczbę dzieci. Otóż, część pierwszego jest : 


c++ln—ta ibo (n — 1)%a + (n — 1)a albo 1) 1-1] 
n 3 n i n : 


albo (n — 1)a. 
Część drugiego jest : 


(n —1)xr + (2n* — 3n +1)a _ (n—1)3a+- (2n? — 3n--1)a 


n? n? 


(nè — na 


n? =|n—1)a. 


Część trzeciego dziecka jest, podług wysłowienia : 


c —2(n — 1ja— 3a _ 3an- s — 2an +- Qa—3a _1--an=u 
TEn == 


= ZE, albo (a — 1)a, 
według rachunku zrobionego dla części pierwszego dziecka. 
Możnaby przekonać się tak samo, że wszystkie części są rów- 
ne (n — 1)a. 
Dzieląc wartość dziedzictwa przez część przypadającą na jedno 
dziecko, znajdzie się liczbę dzieci. Ta liczba jest więc (n — 1). 
I rozpoznaje się że wszystkie warunki wysłowienia są dopełnio- 
nemi. 


UŻYCIE NIEZNANYCH POSIŁKOWYCH. 


168. Nie zawsze łatwo jest dostrzedz związków jakie wysłowienie 
zaprowadza między danćmi a nieznanćmi; potrzeba w tym razie 
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uciec się do nieznanych postłkowych, które zależą więcćj bezpośre- 
dnio od danych i których zwiazki z prawdziwćmi nieznanćmi są 
łatwe do ujęcia. Ruguje się potem pomiędzy zrównaniami znale- 
zionćmi, te ilości posiłkowe które nam posłużyły, w niejaki sposób, 
za most przejścia z danych do rezultatów. Oto przykład, wyjęty 
z Arytmetyki powszechnćj Newtona : 

ZAGADNIENIE VIII. Niech będą S, S’, S”, powierzchnie trzech łąk, 
w których trawa jest równćj wysokości i wzrasta ruchem jednostajnym. 
Pierwsza łąka wyżywiła n wołów podczas t dni; druga w wołów 
podczas dni; pytanie ile wołów trzecia taka będzie mogła wyżywić 
podczas t” dni? 

Oznaczmy przez œ tę liczbę wołów; i weźmy trzy nieznane po- 
siłkowe, to jest : 

Wysokość spólną A trawy na trzech łąkach w epoce w którćj na 
nie wprowadzamy woły ; 

Prędkość v z jaką trawa rośnie ; 

Ilość trawy q jaką każdy wół zjada na dzień, biorąc za jednostkę 
ilość trawy oznaczoną przez metr kwadratowy gruntu i przez 
metr wysokości. 

Pierwsza trzoda zjadła ilość trawy wyrażoną przez 


nąt, 


a która się składa z trawy S% kióra istniała na łące przed wprowa- 
dzeniem wołów, i z trawy Sv która wzrosła podczas ich pobytu. 
Znajduje się więc 


[1] ngt = S(h -+ vt). 
Dwie inne łąki dostarczą związki podobne 
[2] n'q =S'(h + vt’), 
[3] aqt" = S” (h + vt”). 


Włożywszy w [3] wartości z hi z v wyciągnięte z [1] i [2], litera q 
znika sama przez się i znajduje się 


4 g” | Swee’ = t) -S'nt(t' -5 aN: i 
SST:(" — 1) 


£ 
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Newton daje zastosowanie liczebne następujące : 


S = 3! morgi, t = h; tygodnie, n = 12 wołów, 

S=W U n=24 

ST=24 IŚ =48 giz; 
ROZTRZASANIE. 


169. Co To JEST ROZTRZASAĆ ROZWIAZANIE. Gdy ułożyliśmy zaga- 
dnienie w zrównanie, i gdy rozwiązaliśmy układ tym sposobem 
otrzymany, rozwiązanie odpowiada zrównanióm, byleby to rozwią- 
zanie nie przedstawiało się pod kształtem zwodniczym o którym 
powiemy w dalszym ciągu. Lecz to rozwiązanie nie odpowiada 
zawsze zagadnieniu założonemu. Może się zdarzyć w rzeczy samćj, 
że pewne warunki, nałożone nieznańym przez naturę zadania, 
lecz nie wyrażone przez zrównania, czynią zagadnienie niepodo- 
bném. Badać przyczyny tego niepodobieństwa, jestto roztrząsać 
rozwiązanie. 

Kiedy dane są przedstawionćmi przez litery, i kiedy, następnie, 
wartości nieznanych są wyrażonćmi przez formuły, może się zda- 
rzyć że zagadnienie jest podobném, o tyle tylko o ile wartości 
danych sa zamknięte między pewnómi granicami. Oznaczyć te gra- 
nice, na zewnątrz których istnieje niepodobieństwo, jestto roztrzą- 
sać rozwiązanie. 

Nakoniec, badać wszystkie okoliczności godne uwagi jakie moga 
przedstawiać formuły, między granicami oznoczonćmi przez roztrzą- 
sanie, jestto także roztrząsać rozwiązanie. 

Dajmy kilka przykładów. 

170. ZAGADNIENIE IX. W towarzystwie z dziesięciu osób złożonćm» 
zrobiono składkę na ubogich : każdy mężczyzna dał 6 franków, każda 
kobieta dała h franki. Summa cała zebrana wynosi 45 franków. Ileż 
było mężczyzn, a ile kobiet ? 

Niech będą s i y liczby mężczyzn i kobiet. Mamy naprzód : 


[1] c--y=910. 
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Ponieważ każdy mężczyzna dał 6 franków, © mężczyzni dało 6x. 
Ponieważ każda kobieta dała 4 franki, y kobiet dało 4y. Więc 
znajduje się : 


[2] 6x + hy = 15. 
Rozwiązując te dwa zrównania, otrzymujemy : 
ZY W=RE 


ROZTRZĄSANIE. To rozwiązanie ułamkowe jest jedynćm które odpo- 
wiada zrównanióm : wreszcie, te zrównania są tłumaczeniem wier- 
nóm i zupełnóm wysłowienia. Więc zagadnienie nie może mieć 
innego rozwiązania, Lecz natura kwestyi wymaga aby rozwiązanie 
było złożone z liczb całkowitych : ponieważ liczby znalezione sa ułam- 
kowemi, zagadnienie jest niepodobnem. 

171. ZAGADNIENIE X. Pewna osoba używająca robotnika przez 13 dm 
w lecie, zatrzymuje z jego zapłaty 22 franków za niektóre szkody przez 
niego zrządzone. Inną raza, używając tegoż samego robotnika przez 
17 dni w zimie, płaci mu dziennie 2 franki mnićj jak za jego pracę 
dzienną letnią, lecz dodaje do jego zapłaty 28 franków więcćj dla wy- 
nagrodzenia gorliwości. W każdym razie, robotnik odebrał też samą 
summę. Pytanie po jakićj cenie przypada praca robotnika dzienna 
wykonana w lecie. 


Niech będzie x ta ceną; («© — 2) będzie ceną dzienna w zimie. 
Pierwszą razą, robotnik odebrał (13x — 22). 

Drugą razą, odebrał 17(z — 2) + 28. 

Mamy więc zrównanie : 


17(0 — 2) + 28 = 137z — 22. 
Rozwiązujac je, znajduje się £ = — li, 
RoZTRZASANIE. To rozwiązanie odjemne sprawdza zrównanie, i 


sprawdza je samo jedynie. Zagadnienie. którego to zrównanie tłu- 
maczy wysłowienie, nie może więc mieć innego rozwiązania. Otóż 


http://rcin.org.pl 


184 ROZDZIAŁ X. 
natura kwesty! wymaga aby rozwiązanie było liczba dodatna : ponieważ 
ta liczba jest odjemna, zagadnienie jest niepodobnóm. 

172. ZAGADNIENIE XI. Znaleźć liczbę z dwóch cyfer, taka aby po- 
czwórna cyfra jedności przewyższała o jedność potrójna cyfrę dzie- 
siątków ; taby odejmując od tej liczby liczbę wywrócona, znalazło sie 
36 na reszte. 

Niech będą x cyfrą dziesiątków a y cyfrą jedności : mamy oczy- 
wiście : 


[1] Ly — 3r =4, 
[2] 100 Ly — 10y — r = 36. 
Rozwiązując ten układ, znajduje się «= 17, y=. 


ROZTRZĄSANIE. To rozwiązanie całkowite i dodatne jest jedynem 
które sprawdza zrównania. Zagadnienie nie może więc przyjąć in- 
nego rozwiązania. Lecz natura kwestyi wymaga aby każda z liczb 
szukanych była mniejszą od 10 : ponieważ te liczby przestępuja tę gra- 
nice, zagadnienie jest niepodobnćm. 

Te przykłady wystarczą dla pokazania że rozwiązanie układu 
jakiegokolwiek zrównań może nie odpowiadać zagadnieniu które 
ten układ wydało, ponieważ to rozwiązanie nie spełnia pewnych 
warunków jakim sa poddane nieznane, zwłaszcza że te warunki 
zwykle nie są wyraźnie zapisanćmi w zrównaniach. Lecz to stanowi 
jeden tylko z punktów widzenia pod któremi można uważać roztrzą - 
sanie zrównań. Jest inny daleko ważniejszy : chcemy mówić o 
rozwiązaniach odjemnych i ich wykładzie (wytłumaczeniu). 


ROZWIĄZANIA ODJEMNE ZAGADNIEŃ STOPNIA PIERWSZEGO O JEDNEJ 
NIEZNANEJ, 


173. ROZWIĄZANIE ODJEMNE ZRÓWNAŃ. Nie mamy żadnćj uwagi do 
zrobienia nad liczbami odjemnćmi które się spotyka jako rozwiąza- 
nie jednego albo ilukolwiek zrównań. Te liczby podstawione na 
miejscu nieznanych, uczynią pierwszy członek każdego zrównania 
równy drugiemu. 

Lecz gdy nieznane przedstawiają wielkości do oznaczenia, zdaje 
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się że rozwiązania odjemne, jako nie wyrażające żadnćj wielkości, po- 
winny być uważanómi jako oznaka niepodobieństwa, a, następnie, 
odrzuconćmi w skutek że są istotnie niedoprzypuszczenia. To rzeczy- 
wiście miałoby miejsce, gdyby przy składaniu w zrównanie można 
było zawsze wyrazić, sposobem ogólnym i dla wszystkich przy- 
padków, warunki zagadnienia danego. Lecz bardzo często rzecz się 
dzieje inaczćj; i rozwiązania odjemne mogą znaleźć wtedy wytłuma- 
czenie, które jest ważném do zbadania. 

174. TWIERDZENIE. Rozważmy naprzód jedno zrównanie z jedną 
nieznaną : 


[4] ac -+ h=a'c 4b 


Przypuśćmy że rozwiązanie daje dla © wartość odjemną — a; to 
znaczy że ma się równość : 


a(=a) ++b=a' (—a)--b', 
to jest, b= aa=b —a'a; 
przeto, «© =--a jest rozwiązaniem zrównania : 


[2] h—ar=b — a'r. 


Porównanie zrównań [14] i [2] pokazuje że te nie różnią się jak 
tylko przez znak wyrazów które zamykają w sobie nieznaną. 


Tak więc, wszelkie rozwiazanie odjemne zrównania stopnia pier- 
wszego z jedna nieznana, wziele ze znakiem dodatnim, zadosyć czyni 
zrównaniu jakie się otrzymuje, zmieniajac, w pierwszóm, znak wyra - 
zów w których figuruje nieznana. 


175. UwaGa. Zdarza się często, jak to rychło pokażemy, że to 
nowe zrównanie odpowiada zagadnieniu mało różniacemu się od 
danego, a niekiedy temuż samemu zagadnieniu, zrozumianemu 
w znaczeniu więcćj ogólnćm; otrzymuje sie wtedy rozwiązanie) za- 
gadnienia nieco zmienionego albo uogólnionego, biorąc ze znakiem —-, 
wartość odjemna znaleziona dla nieznanćj. 
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Podobna uwaga nie może być rozwiniętą sposobem ogólnym ; 
jest rzeczą główną zbadać, osobno, jéj zastosowanie w każdćm py- 
taniu szczególnćm. To jest czém się właśnie zajmiemy w zagadnie- 
niach następujących. 

176. ZAGADNIENIE XI. Dwa ciała M i N, ożywione od początku 
ruchem prostolintjnym, wychodzą z dwóch punktów A i B, położonych 
w odległości d jeden od drugiego (A po lewćj, B po prawćj ręce); te 
ciała z rozpoczęciem ruchu ciągle postępują, w tymże samym kie- 
runku, od lewćj ku prawćj ręce, z prędkościami im odpowiednie- 
mi v iv”. Po jakim czasie te dwa ciała spotkają się z sobą? 

Niech będzie v czas szukany; pierwsze ciało, którego prędkość 
jest v, przebiega przestrzeń v w jednostce czasu, a tém samém, 
w czasie z, przebiega vz; drugie, podczas tego samego czasu, prze- 
biega przestrzeń v'x. Otóż, ponieważ te ciała występują oba w je- 
dnym czasie, potrzeba, dla ich stanowczego spotkania się, aby 
pierwsze ciało przebiegło jednocześnie przestrzeń d więcćj jak 
drugie; więc mamy zrównanie : 


[1] ve — vzr =d; 


d 


zkąd bezpośrednio wynika : r=; 


ROZTRZĄSANIE. Jeśli v jest. większe jak v’, ta wartość z < jest do- 
datną, i dostarcza rozwiązanie szukane. Lecz kiedy v jest mniejsze 
jak v’, to rozwiązanie jest odjemnóm. Aby je należycie wylłuma- 
czyć, uważmy że to rozwiązanie, wzięte dodatnio, zadosyć uczyni, 
na mocy twierdzenia (174), zrównaniu : 


[2] ve — vr =d. 

` 

Otóż to zrównanie wyraża oczywiście, że droga przebieżona przez 
ciało N przewyższa o d drogę przebieżoną przez ciało M; i ten waru- 
nek odpowiada pytaniu następującemu : 

Przypuszczajac że dwa ciała sa w biegu od czasu nieoznaczonego, 
ile już czasu upłynęło jak się te ciała spotkały z soba? Gdyż, w tém 
przypuszczeniu, spotkanie się ciał miało miejsce po lewćj stronie 
punktu A. 
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Jeśli więc chcemy wprowadzić to rozszerzone znaczenie do zagad- 
nienia, to wartość odjemna z x wyrażać będzie czas już upłyniony. 

Pojąć wreszcie nietrudno że, gdy znajduje się v < v’, ciało M, 
leżące w tyle ciała N, i postępując powolnićj jak ono, nie będzie 
mogło z nićm spotkać się późnićj ; lecz że to tych dwóch ciał spotka- 
nie musiało już odbyć się przed epoka obecna. 

177. ZAGADNIENIE XIII. Dwie osoby mają po łat a i b; po jakim 
czasie wiek pierwszćj osoby stanie się podwójnym wieku drugiej? 

Niech będzie z czasem szukanym; zrównanie zagadnienia jest 
oczywiście : 


[1] a Le =2(b + z); 


zkad się wyciąga : c=a— W, 


ROZTRZĄSANIE. Jeśli a jest większém jak 2b, to wartość z x jest 
dodatną, i daje poznać rozwiązanie. Lecz, kiedy a jest mniejszem 
od 2%, to rozwiązanie jest odjemném ; wzięte dodatnio, zadosyć 
uczyni (174) zrównaniu, 


12] a— © =2— 2), 


które odpowiada oczywiście kwestyi następującej : 

Ile już upłynęło czasu jak wiek pierwszój osoby był podwójnym 
wieku drugićj ? 

Gdy się przyjmie to rozciągnienie, wartość odjemna z x wyraża 
Jeszcze czas upłyniony. 

U ważmy że stosunek obecny wieku dwóch osób jest Gi gdy więc 
ten stosunek jest większym jak 2 (czyli gdy a > 2%), to ponieważ 
ów stosunek postępuje zmniejszając się z czasem, przyjdzie epoka 
w którćj stanie się równym 2 : to jest przypadek rozwiązania 
dodatnego. Przeciwnie, gdy jest obecnie mniejszym jak 2 (czyli 
gdy a < 2%), to ponieważ ten stosunek zbliża się zawsze do jedności, 
więc tém samém nie może nigdy wyrównać 2 w przyszłości : nie 
ma więc rozwiązania w tym sensie. Lecz gdy, jednocześnie, a prze- 
wyższa b, musiała być epoka w którćj stosunek wieku dwóch osób 
był równym 2; i tę to epokę wskazuje rozwiazanie odjemne. 
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Dodajmy że, gdy a jest niższćm jak %, zagadnienie nie ma oczy- 
wiście rozwiązania ; widzimy, że w rzeczy samćj formuła z= 2b— a, 
zastosowana do tego przypadku, daje dla © wartość większą jak %, 
która nie może być przyjętą. 

178. ZAGADNIENIE XIV. Weźmy na linii prostej, dwa punkta A i B : 
pierwszy jest położonym po lewćj stronie punktu O, w odległości a; 
a drugi jest położonym po prawej, w odległości b. Oznaczyć, na tój 
linii, trzeci punkt X, taki aby biorąc środek M z BX, potćm trzecia 
część z AM poczynając od A, punkt oznaczony zbiegał się z punktem 0. 


A o. x M B 


Pzypuśćmy że punkt szukany X jest położony po prawéj stronie 
punktu O. 

Niech będzie v odległość OX, wzięta za nieznaną. Ponieważ oczy- 
wiście figura daje : 


b = OM -- MB 
z = 0M — MX, 
u że MB = MX, przeto dodając te związki stronami otrzymuje się 


na wypadek : 


bkr=20M, zkąd OM =, 


a następnie : AM = A0 + OM =a + È 3 


+ 


c 


Lecz, podług wysłowienia -: 
AM = 3ŻA0 = 8a. 
Tak więc wynika zrównanie : 


[1] 3a =a au 


zkad łatwo znaleźć : x= ha — b. 
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ROZTRZASANIE. Jeśli b jest mniejszćm jak 4a, to wartość z æ jest 

dodatną, i daje rozwiązanie. Lecz, kiedy 4a jest liczbą mniejszą 

jak b, rozwiązanie jest odjemnóm ; rozwiązanie to, wzięte dodatnio, 
zadosyć uczyni (174) zrównaniu : 


[2] 3a=a-+ Z 


Otóż to zrównanie jest wlaśnie tém do którego się przychodzi, 
przypuszczając punkt X położony w odległości z, po lewćj stronie 
punktu O. Gdyż, kreśląc figurę dla tego PeOJPARAANJE otrzymujemy 
łatwo : 


-l 


( b= 0M + MB, 
| c=MX—0M; 


EL 


i EN 
zkąd odciągając OM = - > a następnie AM =a -- 


przeto [2] 


Wynika ztąd, że wartość odjemna z x, dostarczona przez zrówna- 
nie [1], powinna, w tym przypadku, być przeniesioną w kierunku prze- 
ciwnym temu w jakim była przypuszczoną przy ułożeniu w zrów- 
name. 

179. UwaGa. Nie trzeba mniemać że wszystkie rozwiązania 
odjemne tłumaczą się zarówno naturalnie jak poprzedzające. Nie 
należy nawet utrzymywać, sposobem ogólnym, że wartość odjemna, 
znaleziona dla czasu przyszłego, wyraża czas upłyniony ; ani ze dłu- 
gości odjemne, do przeniesienia na linia, poczynające się od początku 
stałego, powinny zawsze być liczonemi w kierunku przeciwnym temu 
który odpowiada wartościóm dodatnym. Dzieje się to wszakże w ten 
sposób w bardzo wielu przypadkach ; i zaraz wyjaśnimy tego przy- 
czynę. 
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180. DLA CZEGO NALEŻY LICZYĆ W PRZESZŁOŚCI WARTOŚCI ODJEMNE 
CZASU. Przypuśćmy że, oznaczające przez w czas który powinien upły- 
wać od epoki obecnćj aż do pewnego wypadku, znaleźliśmy, dla 
zrównania zagadnienia : | 


i BHE Az =B'+-A'x. 

Jeśliby, zamiast szukania czasu który powinien upływać poczy- 
nając od epoki obecnćj, miało się szukać czasu który powinien 
upływać poczynając od epoki zaszłćj przed ź laty; gdyby, na przy- 


kład, wzięto za nieznaną datę wypadku, nazywając z, ten czas, 
miałoby się oczywiście : 


gr=/+2z; 
zkąd : t= ģim t; 
a, tém samém, na miejscu zrównania [| , otrzymałoby się : 

[2] BAr, — =B + A's, — 1); 

i takie to byłoby właśnie zrównanie zagadnienia, gdyby przyjętą 
została x; za nieznaną. 

Przypuśćmy że warlość na x,, jaka ztąd wynika, jest dodatna, 
lecz mniejsza od £, a równa, naprzykład, różnicy (£ — a); podsta- 
wiwszy ją w zrównanie [2], otrzymamy równość : 

B — Aa = B’ — A'a ; 
która wyraźnie pokazuje, że zrównanie [1] daje na rozwiązanie : 
L=—%, 

Rozwiązanie odjemne, x = — a, znalezione dla zrównania |1], znaczy 
więc, że wypadek jest późniejszym o (t — a) lat względem epoki zaszłćj 
t lat przed epoka obecną, to jest że poprzedza a latami epokę obecną. 


181. Uwaga. Zrównanie [4] jest nakróślone, przez przypuszcze- 
nie, dla wartości dodatnych z z ; a zatćm, zrównanie [2] jest na- 
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kreślone dla wartości z z, większych jak £, to jest dla epok pó- 
źniejszych od epoki obecnćj. Stosując to ostatnie, jakośmy to już 
uczynili, do epoki zaszłćj przed epoką obecną, zrobiliśmy przypu- 
szczenie które mogłoby być nieprzyjętćm. Rozumowanie poprze- 
dzające nie jest więc zupełnie ogólnćm. 

182. DLA CZEGO WARTOŚCI ODJEMNE ODLEGŁOŚCI , NALEŻY LICZYĆ 
W KIERUNKU PRZECIWNYM KIERUNKU UMÓWIONEGO. Przypuśćmy teraz 
że, «© oznacza odległość mierzoną na linii, poczynając od punktu 
danego O, i w pewnym kierunku, na prawo na przykład, i że zna- 
leźliśmiy je, dla zrównania wyrażającego nasze zagadnenie, 


[1] B-LAc=B'-LA'z. 


Jeśliby, zamiast szukania odległości punktu nieznanego od po- 
czątku danego O, postanowiło się szukać jego odległości æ, od 
początku O”, położonego po lewćj stronie pierwszego, w odległości 
d, otrzymałoby się : 


tuszd-+z, albo t=x— d; 
a, tém samém, zamiast zrownania |1], otrzymałoby się, zrównanie : 
[2] B -+ A(x; — d) == B' + A’'(x; — d), 


Przypuśćmy że to zrównonie dostarczyło dla z; wartość dodatną, 
lecz mniejszą jak d, a którą przedstawiamy przez (d— a) ; dla otrzy- 
mania położenia X punktu szukanego, potrzeba będzie przenieść 
odległość d z 0' do O, potem przenieść w kierunku przeciwnym 
odległość z z O do X. Punkt szukany będzie więc po lewćj stronie 
punktu O, i w odległości z od tego początku. Otóż, podstawiając 
na miejsce ©,, w zrównaniu [2], jego wartość (d — a), znajduje się : 


B—Aa=B —A'a; 
zkąd wynika, że zrównanie |1] daje na zrównanie : z = — a, 
Rozwiązanie odjemne x = — a, znalezione dla zrównania [1], znaczy 


więc, że punkt szukany jest położony po lewćj stroni: punktu O, i w od- 
ległości a od: tego poczatku. : 
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183. Uwaga, Jak w numerze 181, tak i tu zauważymy, że rozu- 
mowanie poprzedzające nie jest zupełnie ogólnćm ; przypuszcza 
bowiem ze zrównanie [2], które jest wykreślone dla punktów poło- 
żonych po prawćj stronie punktu O, ponieważ wynika ze zrówna- 
nia [1], stosuje się także do punktów położonych po lewćj stronie 
tego punktu. Otóż to nie zawsze ma miejsce; do wyjaśńienia czego 
posłuży nam bezpośrednio przykład następujący. 


184. ZAGADNIENIE XV. Droga żelazna bierze © fr. 10 c. za prze- 
wóz beczki towaru odstawionćj o kilometr drogi ; lecz płaci się, oprócz 
tego, 3 fr. 75 e. za wagon obładowany ciężarem 2000 kilogramów bez 
względu na odległość. Na jaką odległość możnaby 50 beczek za 3 fr. 
odstawić ? 

Niech będzie z odległość szukana. 

50 beczek, ważąc 2000*s x 25, odpowiadają 25 wagonom ; opłata 
stała wynosi więc 


oprócz tego, za przewóz o w kilometrów, opłata proporcyonalna 
do odległości wynosi : 


0,10 x 50 x z. 
Zrównanie zagadnienia jest więc : 
[1] (3,75 X 25) + (0,10 x 50 x s) =3; 


po którego rozwiązaniu, otrzymujemy : 
z= — 18,15. 


ROZTRZĄSANIE. Ta wartość odjemna wcale nic tu nie znaczy. Gdyż 
ceny przewozu 50 beczek, w odległości 18* 15, po prawćj albo po 
lewej stronie punktu wyjazdu, są zupełnie te same; przeto gdyby 
punkt szukany znajdował się położony po lewój stronie, w odle- 
głości 18:15, jak zdaje się wskazywać rozwjązanie odjemne, mu- 
siałby się koniecznie znajdować inny, położony po prawćj stronie, 
w tćjże samćj odległości; i zrównanie, które jest nakreślone w tym 
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przypadku, dostarczyłoby rozwiązanie æ = +- 18,15. Rozpoznaje 
się, wreszcie, a priori, że zagadnienie jest niepodobném : gdyż 
opłata stała wynosi 3fr 75 x 25, przewyższa więc cenę cała jaką 
należałoby zapłacić jako opłatę stałą i za przewóz. 

Można się zapewnić że, w tym przypadku, rozumowanie numeru 
152 jest niedostalecznćm. W rzeczy samćj, przypuśćmy że, ponieważ 
50 beczek mają być przewiezionemi na prawo, bierzemy za początek 
punkt O położony w odległości d, po lewćj stronie punktu wyjazdu; 
odległość z, punktu szukanego od tego początku będzie (c + d); 
będziemy przeto mieli © = z, — d. Zrównanie zagadnienia stanie 
się więc : 


[2] 3,75 X 25 +0,10 x 50 x (2, — d) =3. 


Jeśliby to zrównanie (które jest nakróślonćm dla punktów położo- 
nych po prawćj stronie punktu odjazdu, jako istotnie wynikające 
ze zrównania [1]), zostało zastosowane do punktów położonych 
po lewćj stronie, rozumowanie (182) mogłoby się dalćj przeciągnąć; 
i wartość z «,, dodatna, lecz mniejsza od d, odpowiadałaby rzeczy- 
wiście dla punktu położonego po lewćj stronie. Lecz zrównanie 
[2] nie odpowiada wcale dla przypadku przewozu wykonanego na 
lewo. W tym przypadku, w rzeczy samćj, droga przebieżona 
powinna być przedstawioną przez d — sı; i potrzeba wziąć, za 
zrównanie zagadnienia, zrównanie : 


[3] 3,75 x 25 --0,10 X 50 x (d—2,) = 3, 


które się różni od zrównania [2]. 


WPROWADZENIE LICZB ODJEMNYCH DO SAMYCHŻE DANYCH JAKIEGOKOL- 
WIEKBĄDŹ ZAGADNIENIA, j 


185. KoRZYŚCI Z TEGO WPROWADZENIA. Jest niekiedy korzystnie 
wprowadzić liczby odjemne do samychże danych jakiegokolwiek- 
bądź zadania. Dla pokazania w jaki sposób można do tego być 
przywiedzionym, i jakićj natury jest korzyść na którą się natrafia, 
weźmy na nowo pod uwagę zagadnienie numeru 176. 

1. = 18 
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Dwa ciała M i M’ postępują po linij prostćj AA", dążąc w tymze 
samym kierunku AA” : M wychodzi z A z prędkością v, gdy jednocze- 
śnie M” wychodzi z A” z prędkością v’. Po jakim czasie te dwa ciała 
spotkaja się z soba? 

Nazywając «w czas nieznany, a d odległość AA”, znaleźliśmy 
zrównanie (176) : 


vc — vr =d. 


Widzieliśmy, że to zrównanie dostarcza rozwiązanie zagadnienia, 
wtedy nawet kiedy v jest mniejszćm jak v’, byleby tylko uważano 
wartość odjemną z z jako przedstawiającą czas już upłyniony. 

Dla tém większego uogólnienia, przypuśćmy, że dwa ciała nie 
dążą obadwa w kierunku AA”: można uważać trzy przypadki od- 
rębne. 

19 Ciało M dąży na prawo, a ciało M” na lewo ; 


A A 
te dwa ciała spotykają się z soba pomiędzy A i A”, po przebieżeniu 
yKaj ę > PO p 
przestrzeni, jedno vz a drugie v's ; a zatém zrównanie zagadnienia 
jest : 


ve +v'r =d. 
2° M dąży na lewo, M” na prawo; 


V V 
m 


< 


m 


Ciała nie spotkają się z sobą nigdy; lecz nazywając æ czas upły- 
niony od chwili ich spotkania się z sobą, te ciała przebiegły, 
jedno przestrzeń vx a drugie v'z, przed przybieżeniem, jedno na 
punkt A a drugie na A”, Otrzymamy więc : 


vc Hv'z=d. 
3° Nakoniec, jeśli przypuścimy że oba ciała dążą na lewo, 


az q— 


| —— nnn 
A X 
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187. Uwaga. Zrównania nowe, którym zadosyć czynią wartości 
odjemne nieznanych wzięte dodatnio, odpowiadaja niekiedy zaga- 
dnieniu mało różniacemu się od danego, albo temuż samemu za- 
gadnieniu, pojętemu w znaczeniu więcćj ogólnóm. Otrzymuje się 
natenczas rozwiązanie zagadnienia nieco zmienionego albo uogól- 
nionego, biorąc, ze znakiem +, wartości odjemne znalezione dla 
nieznanych. Lecz ta uwaga, tak samo jak w przypadku zrównań 
z jedną nieznaną, nie może być rozwiniętą jak tylko wyłącznie 
w pytaniach szczególnych. 

Uważmy, na przykład, zagadnienie następujące. 

188, ZAGADNIENIE XVI. Aadź, objętości v, jest napełniona, w czasie 
t, przez otworzenie n rurek, dostarczajacych każda tę samą ilość wody, 
i przez deszcz spadający jednostajnie na dach, którego powierzchnia 
jest s. Druga kadź, objętości v', jest napełniona, w czasie Y', przez 
otworzenie n rurek podobnych poprzedzającym, i przez deszcz padający 
jednostajnie na dach s” z tą samą tęgościa jak na dach s. Wywieść 
z tych danych ilość wody, x, dostarczona przez każda rurkę w jednostce 
czasu, i ilość wody .y otrzymana z deszczu, w przeciagu każdej je- 
dnostki czasu, na każda jednostkę powierzchni dachu, 

Ponieważ jedna rurka dostarcza, w jednostce czasu, ilość wody 
równą x, n rurek, w czasie £, dostarczą nxt. 

Deszcz wylewając, w jednostce czasu, ilość wody równą y, na 
jedność powierzchni, wyleje, w czasie £, na powierzchnię s, ilość 
wody syt; otrzyma się więc zrównanie : 


[A] nat -L syt = v. 

Wyrażając że druga kadź jest napełniona w czasie £”, otrzyma się 
tak samo zrównanie : 

[2] n'zt' + syt =v'; 


a zrównania [1] i [2] pozwolą wyrachować z i y. 

Przypuśćmy teraz, że rozwiązując je, znajduje się dla z wartość 
dodatną a, a dla y wartość odjemna — ß. Potrzeba ztad wnieść 
(186), że wartości c= a, y=6, zadosyć uczynią zrównaniom : 


í nct — syt = v; 


l n'at — Syl =v". 
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Te zrównania odpowiadają zagadnieniu różniacemn się od da- 
nego w tém, że deszcz, który napełnia kadzie, powinien być zastą- 
pionym przez inną, jakąkolwiek przyczynę która z nich uprowadza 
ilość wody proporcyonalną do czasui do powierzchni ; na przykład, 
przez wyparowanie płynu. 

Jeśli, przeciwnie, znalazłoby się dla x wartość odjemną, ta war- 
tość, wzięta dodatnio, musiałaby zadosyć uczynić zrównaniom : 


( syt — ntt = v, 
( Syl —n'zt' =v'. 


Te zrównania odpowiadają zagadnieniu różniacemu się od da- 
nego, w tém że rurki wlewające wodę w kadzie, powinny być za- 
stąpione przez liczbę równą przyczyn które wlaną wodę wypu- 
szczają ; na przykład, przez otwory lub przez pompy, wypuszczające 
ilość æ wody w jednostce czasu. 

189. UwaGl. Uwagi zrobione (180, 182), z powodu wartości od- 
jemnych znalezionych dla czasu albo dla długości, stosują się bez 
zmiany do przypadku w którym zrównania żamykają więcój jak 
jedną nieznaną. 

Dodać jeszcze należy że są inne wielkości prócz długości i czasu, 
które mogą być liczone w dwóch kierunkach sobie przeciwnych. 
I tak, temperatury po nad albo pod zerem, szerokości (geografi- 
czne albo niebieskie) północne albo południowe, siły przyciągające 
albo odpychające, bilans (wykaz długów i wierzytelności) kupca, 
są właśnie wielkościami dającemi się łatwo przedstawić przez li- 
czby dodatne albo odjemne. 

Zauważmy przecież, na zakończenie, że nie jest niezbędnie po- 
trzebnóćm wprowadzenie liczb odjemnych w wysłowieniu zaga- 
dnień ; wolno jest przyjąć lub nie przyjąć te ugody. Lecz jeżeli się 
chce uogólnić formuły, to jest jeśli się żąda aby jedna i ta sama for- 
muła przedstawiała rozwiązanie zagadnienia we mszystkich przypad- 
kach, te ugody są obowinzujacemi ; potrzeba przedstawić zmianę kie- 
runku przez zmianę znaku. 


O ROZWIĄZANIACH NIESROŃCZONYCH ALBO NIEOZNACZONYCH. 


190. O ROZWIĄZANIACH TAK NAZWANYCH NIESKOŃCZONEMI. Kiedy 
formuła, którą dostarcza rozwiązanie ogólne zagadnienia, przedsta- 
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wia się pod postacią ułamkową, może się zdarzyć że pewne przy- 
puszczenia, zrobione co do liter które ta formuła w sobie zawiera, 
zniszczą jéj mianownik, nie niszcząc bynajmnićj licznika. Ta formuła 


k 
bierze wtedy postać t=g. Zobaczymy, przy roztrząsaniu ogól- 


ném formuł (rozd. XII), że zrownanie które ją dostarczyło jest 
wtedy niepodobnóćm. Lecz nie dzieje się zawsze tym sposobem 
z zagadnieniem które ten wypadek sprowadza ; można tylko twier- 
dzić że ilość, wzięta za nieznaną, przestaje natenczas istnieć. 

Weźmy jako przykład zadanie następujące : 

191. ZAGADNIENIE XVII. Dwa koła, majace promienie R i r, nie 
wewnętrzne jedno względem drugiego, są położone na tejże samćj pła- 
szęzyznie ; odległość ich środków jest d. Dajmy że mamy znaleźć punkt 
w którym styczna spólna zewnętrzna spotyka linią prostą łącząca środki 
dwóch kót danych, 


Oznaczmy przez æ odległość punktu szukanego od środka mniej- 
szego koła. Jeżeli się złączy każdy środek z punktem zetknięcia od- 
powiednim, utworzy się dwa trójkąty podobne, które dadzą bez- 
pośrednio proporcyą : 


LABZ 
a Eh; 
z tąd się wyciąga : 

dr 
2] =i 


ROZTRZĄSANIE. Dopóki tylko » pozostaje mniejszćm jak R, war- 
tość z æ jest dodatną, i formuła pozwoli nakréślić punkt szukany. 
Jeżeli wartość z r przybliża się do wartości z R, wartość z z po- 


większa się, ponieważ jéj licznik wzrasta a mianownik zmniejsza 
13 
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się ; punkt oddala się więc po linii środków. A ponieważ można 
uczynić różnicę (R — r) dostatecznie małą, ażeby ułamek [2] stał 
się tak wielkim jak tylko sami zechcemy, promienie przeto dwóch 
kół mogą różnić się w swćj długości o ilość dostatecznie małą, 
ażeby punkt szukany przypadł na linii środków w takićj od nich 
odległości jak tylko sami zechcemy. Nakonieć, na granicy, r =R, 
ułamek stanie się większym jak wszelka wielkość oznaczyć się 
mogąca. Punkt spotkania oddala się więc wtedy nieograniczenie, i 
dwie proste, nie spotykając się więcćj z soba, są równołegłemi. Widzimy 
że, w tym przypadku, zrównanie [1] bierze postać niepodobna : 
SEZ = 1 , i że ta formuła przyjmuje postać szczególną r = = 
nie ma więcćj wtedy ani zrównania ani formuły, i punkt spotkania 
nie istnieje; lecz ten rezultat właśnie zawiera rozwiązanie zaga- 
dnienia. 

192. Uwaga. Kiedy mianownik jakiegokolwiek ułamku zmniej- 
sza się, ułamek powiększa się ; i ten ułamek może się powiększać 
nieograniczenie, byleby jego mianownik nie przestawał zmniejszać się 
nieograniczenie. Podług tego, mówi się niekiedy że, gdy mianownil. 
staje się zerem, ułamek staje się nieskończonym ; i pisze się że ten 
ułamek daje na rozwiązenie z = so. To co właśnie stanowi wy- 
rażenie błędne ; ułamek którego mianownik jest zerem zupełnie nic nie 
przedstawia. Jeżeli dane jakiekolwiek zagadnienia zmieniają się 
w ten sposób, że mianownik wartości nieznanćj zmierza ku zeru, 
nieznana sama powiększa się bez granie ; lecz kiedy mianownik 
jest rzeczywiście zerem, rozwiązanie nie istnieje, i zrównanie jest 
niepodobnóm. . 

193. O ROZWIĄZANIACH NIEOZNACZONYCH. Kiedy formuła, która 
daje rozwiązanie zagadnienia, przedstawia się pod postacia ułam- 
kową, zdarza się niekiedy jeszcze, że pewne przypuszczenia szcze- 
gólne, przypisane literom które ta formuła zamyka w sobie, zni- 
szczą jednocześnie tak jej licznik jak i mianownik. Ta formuła 


0 
przybiera wtedy postać £ = z. Zobaczymy w dalszym ciągu (roz- 


dział XH), że układ który ja dostarczył jest, w ogólności, nieozna- 
czonym ; wszelako ta nieoznaczoność może być tylko pozorną. 

Dajmy przykłady na te oba przypadki. 

194. ZAGADNIENIE XVIII. Mamy dwie sztaby tworzace dwojakiego 
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rodzaju mieszaninę złota ze sróbrem; pierwsza z nich zawiera a gra- 
mów złota i b gramów srébra ; druga zawiera a' gramów złota i b' gra- 
mów srebra. Po wieleż gramów potrzeba wziać z każdćj z tych dwóch 
sztab metallicznych na złożenie mieszaniny trzceićj, zawierającćj a 
gramów złota i $ gramów sróbra? 

Niech æ wyraża liczbę gramów wziąść się mających z pierwszćj 
sztaby a y z drugićj. 

Ponieważ ciężar a-} b zawiera a gramów złota i b gramów sré- 
bra, ciężar z, wydobyty z tćj samćj mieszaniny, musi zawierać 

ac P bx , 
PEN. w złocie, «Fb w sróbrze. 
Podobnież, ciężar y, wzięty z drugićj sztaby która waży a -Ł b", 
, É 
zawierać będzie FLP w złocie i 7 Ay w srébrze. 
Tym sposobem rozumując, otrzymamy dwa zrównania : 


az sę S 
apót wb Ss 
ba by 
apitar e 


[1] 


Rozwiązując ten układ, otrzyma się : 


_(a (a +- b) ( ) (zb” — La’) -EASRA 
ah" — ba' T — ba' 5 


ége ge a a' a P apo e 
RoZTRZĄSANIE. Jeśli przypuścimy, A to liczniki i 


mianowniki obu formuł będa zerami ; tak że znajduje się : 


520 W 
=p YS 


Dla, wytłumaczenia tego rezultatu, uważmy że przypuszczenie 
przyjęte daje jako następstwa : 
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i że, jeżeli się zastąpi w zrównaniach [1] spółczynniki nieznanych 


A TOET g zgkóa PEN 
a A ACR pa SA: uoa 5 
przez ich wartości «EB «EB? wyciągnięte ze związków [2], 


obydwa zrównania sprowadzają się do zrównania jedynego : 
[3] t -+ y=a+ Ê. 


Ztąd wynika (458), że układ [1] jest nieoznaczonym. Lecz zagadnie- 
nie samo przez się jest także nieoznaczoném, i przyjmuje nieskończoną 
liczbę rozwiązań. W rzeczy samćj, przypuszczenie przyjęte wyraża, 
że stosunek złota do sróbra jest tenże sam w trzech sztabach; więc, 
wszelkie ilości jakie weźmiemy z każdćj z dwóch sztab pierwotnie 
danych, utworzą oczywiście alliaż tego samego tytułu. Te ilości nie 
będą ograniczone innym warunkiem prócz warunku sprawdzenia 
zrównania [3]. 

195. ZAGADNIENIE XIX. Wyrachować powierzchnią trapezu, którego 
znamy podstawy B i b, i wysokość h, uważajac tę powierzchnią jako 
różnicę powierzchni dwóch trójkątów jakie się otrzymuje, przez prze- 
dłużenie dwóch boków nierównoległych aż do ich spotkania. 

Oznaczmy przez x powierzchnią szukaną; i weźmy za nieznane 
posiłkowe wysokości y i z dwóch trójkatów. Z powierzchni tych 
trójkątów mających za miarę proste geometryi elementarnćj wyra- 


BY. „od żę ee i ; RARE 
żenia 5 By i 5 bz, znajduje się naprzód zrównanie : 


1 
[1] - x= 5 (By — b). 


Ponieważ dwa trójkaty są podobne, podstawy ich są propor- 
cyonalne wysokościóm ; więc 


œl 


[2] = 


| Nakoniec, wysokość h, jako będąca różnicą wysokości y i z, daje 
widocznie : 


[3] y — =h. 


http://rcin.org.pl 


ZAGADNIENIA STOPNIA PIERWSZEGO. 203 


Dla wyrugowania nieznanych posiłkowych, uważa się że zrówna- 
nie [2] daje : 


zkąd, na mocy zrównania [3] : 


Bh bh 


AaB ZE 


Podstawiając te wartości w zrównanie [1], otrzymujemy nako- 
niec : 


(4] ii 


ROZTRZASANIE. Dopóki b nie jest równém B, ta formuła daje, dla 

powierzchni trapezu, wartość zupełnie oznaczoną. Lecz jeśli przy- 
I 4-5 ; U 

przypuścimy b = B, formuła przedstawia się pod kształtćm t=’ 
i zagadnienie zdaje się nieoznaczoném. Wszakże ta nieoznaczoność 
jest tylko pozorną; gdyż, w tym przypadku, trapez staje się równo- 
ległobokiem, którego powierzchnia jest równą BA. Można, wreszcie, 
wyciągnąć z ułamku to wyrażenie powierzchni, jeśli się zauważy że 
czynnik (B — %) dzieli (B? — %?), i że znosząc ten czynnik spólny, 
wypadnie : 


h 
r=z(B +0, 


formuła znana, na powierzchnią trapezu, która staje się rzeczywi- 
ście, £ = Bh, w przypadku gdy, = B. 
196. Uwaca. Widzimy że, kiedy natrafiamy na formułę, która, 


0 A 
z powodu przypuszczeń szczególnych, bierze kształt g? nie trzeba 


pospiesznie twierdzić że zagadnienie, którego ta formuła daje roz- 
wiązanie, jest nieoznaczonćm. Może się bowiem zdarzyć że nieozna- 


http://rcin.org.pl 


204 ROZDZIAŁ X. 
czoność jest tylko pozorną, i że zależy jedynie, jak w przypadku 
poprzedzającym, od istotnćj przytomności czynnika spólnego w obu 
wyrazach, który to czynnik staje się zerem na mocy przypuszczeń 
przyjętych. Powinno się więc, przed wszelkićm  przypuszczeniem, 
znieść ten czynnik spólny, i zrobić potóm, w formule tak uproszczonćj, 
przypuszczenia umówione : otrzyma się tym sposobem prawdziwa war- 
tość ułamku, na ten przypadek szczególny. 

Przypuśćmy, na przykład, że mamy, jako rozwiązanie pewnego 
zagadnienia : 


a — 3a? ha — 2 
a-Hża—h " 


c= 


i że roztrząsanie przywodzi do zrobienia przypuszczenia, a= 1. 
: LE RZN NPS, 
Oba wyrazy zniszczą się, i ułamek przyjmuje kształt g: Otóż, 


oba wyrazy są wielomianami całkowitemi względem a, a wiemy (75) 
że te wielomiany są podzielne przez (a — 1). Wykonawszy więc to 
dzielenie, znajdziemy formułę uproszczoną : 


|__ a —2a+-2 
i ah ? 


— 


która, dla a=1, ma wartość z = 


5 


ĆWICZENIA. 


1. Dwa naczynia, objętości v i v', zawieraja mieszaninę wody wina, pierw- 
sze w stosunku m do n, drugie w stosunku m’ do n’. Jaką objęlość œ po- 
trzeba dać dwóm innym naczyniom, równym między soba, ażeby, napełniajac 
je jednocześnie, jedno płynem znajdującym się w jednóm z naczyń danych, 
drugie cieczą będąca w drugićm, i wlewajac do każdego z nich to co było 
w drugićm, proporcya wody do wina stała się taż sama w dwóch naczyniach ? 
Wykazeć, a priori, że rezultat powinien być niezależnym od m, n, m’, n'. 
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M. n kamieni są ustawionemi w linii prostćj o d metrów odległości jedne od 
drugich. Zamierzamy sobie wyznaczyć, na tej prosićj, położenie punktu X ta- 
kiego, żeby było dwa razy więcćj drogi do zrobienia przy przyniesieniu kolćjno 
każdego kamienia do punktu X, jak przy przeniesieniu na miejsce zajęte przez 
pićrwszy z pomiędzy nich. Przypuszcza się, w obu przypadkach, że wycho- 
dzimy z tego pićrwszego kamienia. 

Oznaczywszy przez œ odległość punktu X od pierwszego kamienia, przypu- 
szczając ten punkt po tamtćj stronie ostatniego, znajdziemy : 


3n(n — 1) 
== Babę ESA 
2n —1 


Uogólni się zadanie przypuszczając że stosunkiem dróg do przebieżenia jest 
m zamiast 2; znajdziemy : 


— (m-+l)n(n= 1 kz 
= 2n—1 


w wyrażeniu tćm rozbierze się warunki podobieństwa zagadnienia. Jeżeli roz- 
wiązanie jest odjemnćm, jestli podobna tego przypuszczenia dać należyte wytłu- 
maczenie ? 

XII. Potrzebną jest liczba mężczyzn równa a, albo liczba kobiet równa b, 
dla zrobienia w n dniach, reboty przedstawionćj przez m. Ileż potrzeba przy- 
dać kobiet do (a— p) mężczyzn, dla wykonania, w (n — p) dniach, roboty 
przedstawionćj przez 'm-- p)? 


z=") 1 m--pja | 
[/ 


Znajdujemy : I mia—p) I” 


XIII. Temperatura termometru zmienia się, w tymże samym kierunku o d 
stopni przez godzinę. Jest ona obecnie równą n stopniom. Chcemy naznaczyć 
temperaturę ©, w epoce danćj t. 


Znajduje się : d £= n+ dt. 


Roztrząsnąć rozwiązanie, i dowieść że ta formuła odpowiada zarówno wszy- 
sikim przypadkom. 


XIV. Znaleźć dwie liczby ©, y, które są w stosunku 2 do 3, i takie, że do- 
dając 4 do każdćj z nich, sammy otrzymane będą między soba w stosunku 
4 do 5. 


Znajduje się : =, Yy=6: 
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XV. Znaleźć dwie liczby «©, y, które są w stosunku 3 do 4, i których wie- 
loczyn równa się 12 razy ich summie. 


Znajduje się : r=, y= 28. 


XVI. Znaleźć dwie liczby «, y, których różnica, summa i wieloczyn są 
między sobą jako liczby 2, 3 i 5. 


Znajduje się : 040, y==3, 

XVII. Znaleźć trzy liczby w, y, z, w postępie arytmetycznym, takie że 
pićrwsza ma się do trzecićj jako 5 jest do 9, i że samma trzech liczb równa 
się 65. 

Znajduje się : 0—40, y= SZW. 

XVII. Mając dany ciąg liczb : 

a+b, ap+ bq, ap? > bg, ap’ bg’, apt —-bqi,.....; 
znaleźć dwie liczby © i y, takie żeby każdy wyraz tego ciągu mógł się otrzy- 
mać mnożąc wyraz poprzedni przez œ, a przedpoprzedni przez y, i dodając 
do siebie wypadłe z rozmnożenia rezultaty, 

Tworzy się trzeci i czwarty wyraz według tego prawidła, i otrzymuje się : 

c=p-+-q, y=— nq; 
potém dowodzi się że w rzeczy saméj te mnożniki dają wszystkie wyrazy 
szeregu. 

XIX. Mając ciąg liczb : 

a-b y c, aprebq>er, ap? + bq? er", ap pH bqs-=cr3,....3 
znaleźć trzy liczby ©, y, z, takie żeby każdy wyraz tego ciągu otrzymał się 
mnożąc wyraz poprzedni przez «©, przedpoprzedni przez y, a ten który po- 


przedza wyraz szukany o trzy rzędy przez z, i dodając do siebie otrzymane 
z rozmnożenia rezultaty. 


Znajduje się: w=p+qer, y = — p4 - pr—q, z=pqr. 
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XX. Dla zrobienia pewnćj roboty, A używa m razy lyle czasu jak Bi G 
społem; B używa n razy tyle czasu jak A i C; C używa p razy tyle czasu 
jak A i B. Znaleźć związek pomiędzy m, n i p. 


1 


Ripe 


PENT, 1 1 
Znajduje się : "ią — ati 


XXI. Jaki związek powinien istnieć pomiędzy trzema liczbami a, b, e, ażeby 
te stanowiły wyrazy rzędów p, 4, r, w tymże samym postępie różnicowym albo 
ilorazowym ? 

Znajduje się, w przypadku postępu różnicowego : 


alr — q) + 0(p — r) + elg — p) 20; 
a, w przypadku postępu ilorazowego : 
awe=q X bP=v X ch =P==4. 


XXII. Mamy dane punkta A, B, C, D, .... , położone na linii prostćj, w od- 
ległościach a, b, c, d, .... , od punktu O tćj prostćj. Znaleźć, na tćj prostćj, 
punkt X taki, żeby jego odległość a od punktu jakiegokolwiek M linij prostćj 
danćj była średnią odległości punktów A, B, C, D, .... od punkta M. Wykazać, 
że za pomocą umów odpowiednich, można rozwiązać zagadnienie przez for- 
mulẹ jedyną, jakiekolwiek by były położenia punktów A,B,C,D, .... po prawćj 
lub polewćj stronie punktu O. 


sa etiko kép 


Formuła jest : = 


, 


n będąc liczba punktów uważanych : ta formuła jest niezależną od położenia 
punktu M. 

XXIII. Daje się podstawy a i b i wysokość h trapezu. Wyrachować wysokość 
w trójkąta otrzymanego, przez przedłużenie boków nierównoległych aż do ich 
spotkania. Wytłumaczyć rozwiązanie, w razie gdy to jest odjemnćm. 


ah 
a—b 


Formuła jest : ` c= 


XXIV. Wpisać prostokęt, obwodu danego 2p, w trójkąt którego podstawa 


jest ba wysokość h. 
` 1 =14 
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Oznaczając przez «© podstawę prostokąta równoległa do podstawy trójkąta, a 
przez y jego wysokość, znajduje się : 


(h=pb „,_ (p—bh 


"=D" zb 


Potóm szukać należy jakie są warunki, ażeby zagadnienie było możebnóm, to 
jest ażeby © i y były dodatnćmi ; dalćj zauważy się przypadki niepodobieństwa 
i nieoznaczoności. Nakoniec wytłumaczy się rozwiązania, kiedy te staną się od- 
jemnćmi, z powodu przypuszczeń następujących : 19h>b>p; *h<b<p; 
3 b<h<p; W b>h>p. 
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O NIERÓWNOŚCIACH. 


197. NIERÓWNOŚCI ZAWIERAJĄCE JEDNĄ NIEZNANĄ. Jeżeli jakiekol- 
wiek wyrażenie, zależne od liczby nieznanćj, powinno być większóćm 
albo mniejszém jak inne wyrażenie, to wyrażenie to, zwane nie- 
równością, pozwoli, w ogólności, wskazać granice, pomiędzy któ- 
rémi nieznana musi być albo nie „może być zawartą. Damy tćj 
nierówności w tym rozdziale kilka przykładów. ) 

198. ZASADA I. Można, nie zmieniając bynajmniéj warunków jakie 
wyraża nierówność, powiększyć lub zmniejszyć jéj obie strony taż samą 
liczba. W rzeczy samćj, niech będzie nierówność : 


(BAK 


ta jest równoważną, przez definicyą, z wyrażeniem a — b > 0. 
Otóż, jokiekolwiekby było m, ma się : 


a— b = a> m —b — m= (a+ m) - (b-|- m) ; 
więc « (a-E m) — (b --m) > 0; 
albo, RZ definicyi : 
[4] a4- m>b+m. 
Wynika ztąd, że można przenieść jakikolwiek wyraz z jednéj strony 


nierówności na drugą, zmieniając jego znak, jakby to miało miejsce 
w zrównaniu. 


199. ZASADA II. Można pomnożyć obie strony nierówności przez tęż 
samą, byle dodatną liczbę. 
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W rzeczy samćj, nierówność a > brównoważną jestz a—%> 0. 
Otóż, jeśli się pomnoży (a — b) przez czynnik dodatny m, wieloczyn 
jest dodatnym. Więc ma się : 


(a—bm> 0, albo am—=bm>0, 
albo, według definicyi : 
[2] am > bm. 


Można także pomnożyć obie strony nierówności przez czynnik odje- 
mny ; lecz potrzeba zmienić kierunek nierówności, Gdyż jeżeli mamy : 


a>b, albo a—b>0, 


wieloczyn z (a — b) przez czynnik odjemny m będzie odjemnym. 
Otrzyma się więc : 


(a—bm<0, albo am=bm<0, 
albo, nakoniec 


[3] am < bm. 


Te zasady pozwalają znieść mianownik jakiejkolwiek nierówności, 
jakby to miało miejsce w zrównaniu, kiedy się wie znak mnożnika. 
Też same zasady stosują się do dzielenia obu stron nierówności 
przez m; gdyż mnożyć przez m wychodzi na jedno co dzielić przez 


1 JE: > A 
mê dwie liczby m i m 54 Zawsze tegoż samego znaku, 


200. Zasapa III. Kiedy dwie strony nierówności sa dodatne, mażna 
je wynieść do tejże samćj potęgi mi, jakiekolwiekby było m. W rzeczy 
samćj, im liczba jest większą, tém większa będzie jéj potęga mte, 
I tak, 7>>3 daje 7*>84. 

Kiedy obie strony nie są dodatnemi, potrzeba rozróżnić roz- 
maite przypadki. 

1* Jakiekolwiek znaki miałyby obie strony, można je podnieść do 
tejże samćj potęgi mi, kiedy m jest nieparzystćm. Gdyż obie strony, 
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po wykonaniu działania, zachowują swe znaki, a tém samém kie- 
runek nierówności. Na przykład, 


jeżeli  (7>—18, ztąd wynika 7 > (—43); | [n 
jeżeli — 7 > — 13, » (— 1) > (—13)3. 


29 Lecz, jeżeli ma się podnieść dwie strony nierówności do tćjże 
samej potęgi stopnia parzystego, potrzeba poddzielić jeszcze. 

Kiedy obie strony sa odjemnemi, nierówność zmienia kierunek, gdyż 
dwie strony stają się odjemnemi po wykonaniu działania. I tak, 
z nierówności, 


s) >48, 
wynika kolejno : 
13>7 134 > 71, (= 13) >(= 7)! 
a, tém samém, (—7¥ <(—13). [5] 


Kiedy dwie strony sa znaków różnych, nie można wtedy dać prawi- 
dła. Nierówność może zmienić swój kierunek, albo go nie zmieniać, 
albo nawet przekształcić się na równość, I tak znajduje się : 


PS ETĄ „a 1" > (=3), 
1>—43 a 1 <(— 13), [6] 
Tax a =(= 73. 


201. ZASADA IV. Z dwóch stron nierówności jakiekolwiek majacych 
znaki, można wyciągnąć pierwiastek wskazówki nieparzystćj ; gdyż 
dwa pierwiastki mają tenże sam znak jak dwie liczby. I tak : 


271> 8 daje p2T>YB ,albo 3 > 2, 
27>—8 » Yy1>y—8,albo 3 > —2, [7] 


—— 


—3>—27 » V—=8>;—21,albo—2>—3. 
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2° Jeżeli wskazówka jest parzysta, potrzeba, żeby pierwiastki 
istniały, aby obie strony były dodatnemi (95). A wtedy, każdy pier- 
wiastek ma dwie wartości równe i ze znakami przeciwnemi. W tym 
przypadku, nierówność będzie zachowywała swój kierunek albo go 
będzie zmieniać, wedle tego jak się będzie rozważało wartości 
dodatne lub wartości odjemne pierwiastków. I tak : 


nierówność, 36 > 25, 
V36 > V35, j OES 5:2) 
daje : air albo 4 [8] 
— y36 < — VB, | —6<—5, 


Lecz, jeśli się weźmie znaki różne dla obu pierwiastków, wyraz 
odjemny jest zawsze najmnićjszym. I tak : 


nierówność, 36 > 25, 
V36 > — V25, | 6>—5, ) 
daje | 


V25 > — V36, 


ZASADY ODNOSZĄCE SIĘ DO NIEROWNOŚCI JEDNOCZESNYCH. 


202. ZASADA V. Można dodać stronami dwie nierówności wzięte 
sw tymże samym kierunku : nowa nierówność ma tenże sam kierunek 
jaki jest przywiazany do każdćj z dwóch danych. 

Niech będą, w rzeczy samćj, dwie nierówności : 


a>b c>d; 
te są równoważne z następującómi : 
a—b>0, c—d>0; 


otóż summa dwóch ilości dodatnych jest dodatna ; więc ma si 


a—b-c—d>0, 
albo [10] aLc>b-d. 
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Lecz ta nowa nierówność nie może, jak to ma miejsce w zrówna- 
niach, zastąpić jednćj z dwóch danych. Innemi słowy, dwa układy, 


a>b a>b 
| 63.4, | a--c>b--d, 


nie są równoważnemi. Drugi jest następstwem pierwszego, lecz pier- 
wszy nie jest następstwem drugiego. 

Jeżeli dwie nierówności są kierunków przeciwnych, nie ma pra- 
widła do wskazania. Znajduje się, w rzeczy samćj : 


15,3 ; 
a 7+8 < 3413; 

00) à +8 < 3 +13; 

at 1--8=3 

8< 12, | i hhii 

uean : 

io a 1 +8 >3 +10. 


208. ZASADA VI. Można odciagnąć stronami jedną nierówność od 
drugićj nierówności kierunku przeciwnego : nowa nierówność przechowa 
się w kierunku pierwszćj, 

Niech będą, w rzeczy;samćj, dwie nierówności : 

a>b, Zd; 
te są równoważne z następującemi : 
a>b, d> ; 
a, następnie (202), dają : 
a-Hd >b-Lc, 
albo (198) [11] a—c>b—=d. 


Ta nowa nierówność nie może zastąpić jednćj z dwóch danych. 
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Nie można odciągnąć jednćj nierówności od drugićj, kiedy te są 
tego samego kierunku (202). 


204. ZASADA VII. Można mnożyć stronami dwie nierówności tego 
samego kierunku, kiedy wszystkie wyrazy są dodatne : nierówność nowa 
jest tegoż samego kierunku jak każda z nich. 


W rzeczy samćj, niech będa: a>% c>d; 


ponieważ c i b są dodatne, ma się, mnożąc pierwsza przez c, a drugą 
przez b (199) : 


ac > bc, be > bd, 


a, tém samém, [12] ac > bd, 


Jeżeli cztery wyrazy sa odjemne, nierówność nowa jest kierunku 
przeciwnego kierunkowi dwóch danych. Gdyż mnożąc pierwszą przez 
ć a drugą przez b, ma się, z powodu że te czynniki są odjemne : 


ac < bc, be < bd, 


a, tém samém, [13] ac < bd. 


Nowa nierówność [12] albo [13] nie może zastąpić jednéj z danych. 
Nie umiemy dać prawidła ogólnego w odniesieniu do nierówności 
kierunków przeciwnych. ` 


205. ZASADA VIII. Można dzielić stronami jedną nierówność przez 
drugą kierunku przeciwnego, kiedy wszystkie wyrazy sa dodatne : nowa 
nierówność ma tenże sam kierunek jak pierwsza. 


Niech będą, w rzeczy samćj : a>b, c<d; 
można napisać : >; e S i 


a, tém samém (204), ad > bc; 


zkąd się wyciąga, dzieląc obie strony przez cd (199) : 


[14] 
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Jeżeli cztery wyrazy sa odjemne, nierówność nowa ma kierunek 
drugućj : gdyż, wykonywając mnożenie, znajduje się (20%) : 


al< be, 


a, dzieląc przez wieloczyn cd, który jest dodatnym, przyjdzie : 
[15) i 
Nie można wskazać prawidła ogólnego na inne przypadki. 


NIERÓWNOŚĆ STOPNIA PIERWSZEGO Z JEDNĄ NIEZNANĄ. 


206. ROZWIĄZANIE NIERÓWNOŚĆ. Nierówność z jedną nieznaną 
nazywa się stopnia pierwszego, kiedy ta może się przywieść do. 
kształtu 


ac b > ac--V', 


gdzie a, b, a', b', oznaczają liczby dane, które nogą być dodatnemi 
lub odjemnemi. 

Dla rozwiązania tćj nierówności, przenosi się wyrazy zawierające 
ilość nieznaną na jedną stronę, a wyrazy wiadome na drngą (198) ; 
tym sposobem przekształcając otrzymuje się : 


(a — ar > U m b 
Dalćj rozróżnia się dwa przypadki : 
1e Jeżeli mnożnik (a — a') jest dodatnym, znajduje się, dzieląc 


(199) przez (a — a') : 


NUŻ. 
T > a-« . 
2° Jeżeli (a — a') jest odjemnym, znajduje się przeciwnie (199) : 


b — b 


T = a SO 
< 
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Tak więc, dla zadosyć uczynienia nierówności, wystarczy wziąć x 
wyższćm lbo niższćm od pewnćj granicy. Można zauważyć, że ta 
granica jest dokładną wartością z æ, którą wydałaby dwie strony 
równe. 

207. ZAGADNIENIE. Rozwiażmy, jako zastosowanie, zagadnienie 
następujące : Dwa punkta A i B są położone w odległości 2c; wiemy 
że punkt M jest takim, że MA -+ MB = 2a, a będąc długościa dana, 
większa jak c. Znaleźć pomiędzy jakiemi granicami mogą się zmie- 
niać AM i BM. 

Przypuśćmy AM > BM. Połóżmy : AM = z, BM = y. Mamy na- 
przód, według wysłowienia : 


[4] £- y= 2a. 


Co więcćj, żeby trójkąt AMB był możebnym, potrzeba aby każdy 
bok był mniejszym jak summa dwóch innych, to jest żeby było : 


2c<rkhy, y< Uwpr I<2--y. 
Otóż pierwsza z tych nierówności jest oczywistą, na mocy zrówna 
nia [1]; druga jest oczywistą, ponieważ y jest mniejszćm jak z. 
Pozostaje więc trzecia, 


[2] c 2 


Jeżeli się zastąpi y przez jego wartość (2a — z), ta nierówność 
staje się : 


c<%e--la—c; 
z kąd [3] c<a--e. 
Lecz gdy y jest równém rzeczywiście (2a — z), staje się więc wię- 
kszćm im z będzie mniejszćm. Więc y powinno być większćm jak 
[2a — (a--0)], to jest jak (a — c). Tak więc 
[4] y>a—e. 


Takiemi są granice szukane. 
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ĆWICZENIA, 


I. Dowieść że średnia arytmetyczna między dwoma liczbami dodatnómi nie- 
równćmi jest większą jak ich średnia proporcyonalna. 
Opiera się całe dowodzenie na nierówności (a — b)? > 0. 


IL. Mając dwie liczby a, b dodatne dane tak że a > b, wyprowadzić z nie- 
równości 


RT SER 
TRT 


granice pomiędzy któremi wartość z © musi być zawartą. Radykale są wzięte 
ze znakiem +- . 


Znajduje się że œ musi być odjemnćm, albo większćm jak Vab. 


IHI. Znaleźć warunki konieczne i dostateczne, żeby nierówność, 


Ay? + Bry + Ca? + Dy ++ Er +F > 0, 


było sprawdzoną, dla jakichkolwiek bądź wartości œ i y. 
Przywodzi się nierówność do kształtu, 


a(v+ EE?) + u( + sy) +0>0, 


przypuszczczając : 


i dowodzi się że warunkami szukanemi są : 
B= (6 MZ 650. 
IV. Znaleźć warunki konieczne i dostateczne, żeby nierówność, 
Aa? + A'Y? + AV22 + 9Byz + 2B'rz+- WB" ry -+ 200 +2C'y+- 20! z + D>0, 


była sprawdzoną, dla jakichkolwiek wartości ©, y, z. 
Można napisać wielomian dany pod kształtem, 


A(a + ay + Bzy? H Wy + dz + + RA nV; 
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i udowodnić że warunkami zagadnienia są : 
AC>0,, "M 22:05 RF7> 0; PY: > 0. 


V. Dowieść że mte abcd jest zawartćm pomiędzy największćm i naj- 
mnićszćm ze czterech wyrażeń danych p a, pb, Ve, | d. 

Dowodzi się ta własność dla logarytmów tych wyrażeń; i wyciąga się zląd 
następstwo dla samych wyrażeń. 


VI. Dowieść że znajduje się zawsze : 
ax a'a! + alal +... Z Va? + a? + a"? =... y2 +a? Ha''2..., 
3 a 
chyba żeby było : SERW ="": 


Przypuszcza się naprzód że a, a/,a",...., a, a/, a", .... , Są dodatnemi 
i sprawdza się nierówność, podnosząc obie strony do kwadratu : potćm uogól- 
nia się, 

VII. Dowieść że a5 + y5 — aty — cyt jest zawsze dodatnćm, dla jakichkol- 
wiekbądź wartości dodatnych z © i z y. 3 

Dowodzi się to łatwo, rozkładając wyrażenie na czypniki. 


VIII. Dowieść że jest zawsze : 
31 + a? + at) > (I + a + e’, 


dla jakichkolwiekbądź wartości dodatnych lab odjemnych, z a. 
Tenże sam sposób dowodzenia. 


IX. Udowodnić że istnieje : 
abc > (a+b — c) (a + c — by (b + c— a), 


dla jakichkolwiekbądź liczb dadatnych nierównych a, b, c. 
Cała ta własność opiera się na nierównościach oczywistych, kształlu, 


a? > a? — (b — c}. 
X. Dowieść że jest : 


ab(a +- b) + aca + c) = bce(b + c) > babec, 
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dla lakichkolwiekbądź liczb dodatnych nierównych a, b, c. 
Sprawdza się nierówność, przypuszczając że a jest najmniejszą z trzech liczb 
danych, biorąc b =a-ka, c:=a + ß (gdzie a i 8 sa dodatnemi), i wykony- 
wając wtedy rachunki, 


XI. Dowieść że, dla jakichkolwiekbądź liczb dodanych nierównych 
Ay, dy, ... , dn, islnieje zawsze : 

n=t —— — >< R 

=y (Utat... + an) > Vaya +- Vayaz +VazazĘ . -. + Van — ian. 


Dowód ścisły tćj własności opićra się na nierównościach kształtu, 


Ay + ay > XN apay, 


dowiedzionych w pićrwszćm ćwiczeniu tego rozdziału. 
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WZORY OGÓLNE NA ROZWIĄZANIE ZRÓWNAN STOPNIA PIERWSZEGO. 


FORMUŁA OGÓLNA NA ROZWIĄZANIE JAKIEGOKOLWIEK ZRÓWNANIA 
STOPNIA PIERWSZEGO Z JEDNĄ NIEZNANA. 


208. FoRMUŁA OGÓLNA. Zrównanie pierwszego stopnia o jednćj 
nieznanćj może mieć dwojakiego gatunku wyrazy, to jest : wyrazy 
zawierające ilość nieznaną i wyrazy które jćj w sobie nie zawierają. 
Po uproszczeniu więc, w każdym członku, wyrazów podobnych, 
kształt najogólniejszy zrównania będzie : 


A] az -+b =ar 4 b. 
Zkąd wyciąga się : 

(a—a')c=V — b; 

a dzieląc przez (a — a”), wypada formuła : 


b — b 
2] Teee 


Lecz ta formuła nie jest równoważną ze zrównaniem [1], jak tylko 
w przypadku gdy (a — a’) nie jest zerem (122). 

209. ROZTRZĄSANIE FORMUŁY. Kiedy a” nie jest równćm a, for- 
muła [2] przedstawia liczbę dodatną, zero lub odjemną, która, pod- 
stawiona w zrównanie [1], i traktowana podług prawideł przyjętych, 
uczyni pierwszą stronę równą drugićj. Jedyny przypadek, jaki należy 
rozebrać osobno, jest więc ten gdzie (a — a”) = 0. Lecz wtedy dwa 
przypuszczenia mogą się przedstawiać : 
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10 (a — a’) jest zerem, lecz (b' — b) zerem nie jest. Formuła druga 
daje : 


co wcale nie nie znaczy. Wróciwszy się do zrównania dla wytłuma- 
czenia tego wypadku, zobaczymy że gdy a” jest równóm a, zrówna- 
nie dane staje się : 


ax | b=ax bv", 


co nie może mieć miejsca, gdyż b” nie jest równóm b. 
Więc zrównanie jest niepodobnóm ; i niepodobieństwo objawia się, 
m 
we wzorze, pod kształtem, £ = 5" 
2° (a— a’) jest zerem, jednocześnie z (b! — b). Formuła staje się, 


w tym przypadku : 


co wcale nic nie znaczy. Wróciwszy się do zrównania, widzimy że 
to zrównanie staje się : 


ua +b =ax --b. 


Więc jakakolwiek wartość x zadosyć czyni zrównaniu ; i nieozna- 

si t 0 

czoność objawia się pod kształtem, «© = 5 

Tak więc, zrównanie pierwszego stopnia o jednćj nieznanćj, albo 

przyjmuje rozwiązanie jedyne i oznaczone, albo to zrównanie nie 

przyjmuje żadnego rozwiązania, albo ma za takowe ilość nieogra- 
niczoną. 


240. Uwaga. Dowodzi się niekiedy wprost, nie rozwięzując zrów- 
nania [1], że toż zrównanie posiada tylko jedną odpowiedź, bylebyśmy 
nie mieli jednocześnie, a =a', b=W. W rzeczy samćj, przypuśćmy 
że dwie wartości różne z z, a i ß, sprawdzają zrównanie ; podstawie- 
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nie ich wyda tosamości : 
( da-pb=da--V', 
l a84 = ab +b; 
zkąd wyciąga uig przez odciąganie : 
a(a — EB) = a' (a — P). 


Otóż, można dzielić dwie strony przez mnożnik (a — Ê) który 
nie jest zerem; więc : $ 


PEE AA 


a, następnie, jedna z dwóch tosamości poprzedzających daje 
PEZDE 


FORMUŁY OGÓLNE NA ROZWIĄZANIE JAKIEGOKOLWIEK UKŁADU DWÓCH 
ZRÓWNAŃ Z DWOMA NIEZNANEMI. 


211. FORMUŁY OGÓLNE. Zrównanie pierwszego stopnia z dwoma 
nieznanemi z, y może mieć trojakiego gatunku wyrazy, to jest : 
wyrazy na z, wyrazy na y, i wyrazy całkiem znane. Układ dwóch 
zrównań może więc zawsze przywieść się do kształtu : 


= ac -+ by =c, 
ac--Vy=c. 


Zastosujmy do tego układu jeden ze sposobów znanych rugowa- 
nia; na przykład, sposób przez dodawanie i odciąganie. W tym 
celu, mnóżmy pierwsze zrównanie przez W, a drugie przez b, i 
odciągnijmy drugi rezultat od pierwszego; będziemy mieli : 

(ab! — ba'jc = ch —bc'; 
zkąd : 


irc GŁ — be 
= ab = ba" 
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Mnożąc, przeciwnie, pierwsze zrównanie przez a” a drugie przez b', 
i odciągając pierwszy rezultat od drugiego, będziemy mieli : 


(ab! — bay = ac! — ca ; 
zkąd : 


ac! — ca! 
i -ie upg R 
Y = a — ba 


Tak więc, układ |1| posiada na rozwiązanie układ : 


ch! — be! ac — ca! 
[2] M" Zr Gr 
Le] "= ab ba” J ab —ba 


Formuły [2] są formułami ogólnemi rozwiązania. Są one dopóty 
prawnemi, dopóki (ab' — ba!) nie jest równćm zeru. 

Sprawdza się łatwo, że te formuły zadosyć uczynią zrównaniom 
w tym przypadku. 


212. PRAWIDŁO UKŁADANIA FORMUŁ. Otrzymuje się z łatwością te 
formuły za pomocą uwag następujących : 

1° Na utworzenie mianownika spólnego (ab' — ba”) pisze się, jedna 
obok drugićj, dwie przemiany ab i ba dwóch liter aib, oddzielając 
je znakiem — , i kładąc kreski nad ostatnią literą każdego wyrazu. 

20 Aby utworzyć licznik wartości każdćj nieznanćj, zastępuje się, 
w wyrażeniu (ab' — ba”), spółczynaiki które, w zrównaniach, mnożą 
tę nieznaną, przez wyraz całkiem znany zrównania odpowiedniego. 
Tak więc, dla wartości na <, zastępuje się aia’ przez cic'; a, dla 
wartości na y, zastępuje się bi% przez ci č. 

215. UwaGA. Można dowieść wprost, nie rozwięzując układu [1], 
że układ nie może mieć więcćj nad jedno rozwiązanie, byleby nie był 
związany warunkiem : ab! — ba' = 0. Przypusćmy, w rzeczy samej, 
że dwa układy różne, 1°: r=a,y=B; 0: £ =a, y =P spraw- 
dzają zrównania [1]; otrzyma się tosamości : 


da + b = c, í ad + bf! =c, 
dat bB =c; | a'a! $ O8 =e. 
l 1 — 15 
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zkąd się wyciąga, przez odciąganie : 


f aja — a') + b(B — B) = 0, 
a'(a — a')-- W(B — 6) = 0. 


Ponieważ dwa rozwiązania są różne, nie może przeto być, jednó- 
cześnie, a = a', B= ß'. Przypuśćmy na przykład, aa ; można 


wyrugować (5 —f'), mnożąc pierwszą z tych równości przez b’, dru- 
ga przez b, i odciągając rezultaty ; znajdziemy wówczas : 


(ab! — ba!) (a — a') = 0. 


A, ponieważ można dzielić obie strony przez czynnik (a — %'), 
który nie jest zerem, ztąd więc wynika : 


ab! — ba! = 0. 


214. SPOSÓB POSTĘPOWANIA PRZY ROZTRZĄSANIU FORMUŁ. Kiedy dwu- 
mian (ab' — ba') nie jest zerem, formuły [2] nie daja miejsca do 
żadnćj trudności ; dostarczają one dla z i dla y wartości oznaczone. 
Układ [1] ma tylko jedno rozwiązanie. Nie przedstawia się więc do 
rozbioru, jak sam tylko przypadek : ab! — ba! =0. 

Przypuścimy naprzód że ta wartość ma miejsce, kiedy żaden ze 
spółczynników. a, b, a', V', nie jest zerem ; jest ona wtedy równo- 
ważną z następującą : 


a b 


ad W 


która wyraża że spółczynniki dwóch nieznanych, w obu zrównaniach, 
są odpowiednio proporcyonalnemi. 
Rozbierzemy czóm się stają, w tém przypuszczeniu, formuły [2] ; 
a postaramy się wytłumaczyć rezultaty, wróciwszy do zrównań [1]. 
215. TWIERDZENIE l. W przypadku gdy ab! — ba' =0, liczniki 
wartości [2]z xiz y sa zerami obydwa zarazem, albo nie sa zerami 
ni jeden ni drugi. 
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Dla dowiedzenia tego, uważmy że warunek ab! — ba! =0, daje : 


więc, jeżeli oznaczymy przez N, i N, liczniki z wi z Y, znajdziemy, 
zastępując, w Nz, b' przez swą wartość : 


F RETON S- PETRE 5% 
RETA cba! DJE: cha! — abc E blea! -— ac') ! 
a a a 


Otóż, (ca' — ac') jest równém licznikowi y, wziętemu ze zmienionym 
znakiem ; więc : i 


b 
N, = — £ Ny. 
a 


A ponieważ ani % ani a nie są zerami, więc wnosi się ztąd że, jeżeli 
N, jest zerem, N, jest nićm także; lecz, jeżeli Ny nie jest zerem, 
N: nie może być nićm równie. Co było do dowodzenia. 
Wypada ztąd, że wartości z x i z y przedstawiają się jednocześnie 
3 e m 
pod kształtem ` , lub jednocześnie pod ksztattem D: 


216. TWIERDZENIE IL W przypadku gdy ab' — ba = 0, oba zrów- 
nania |1] sa sprzeczne, albo te zrównania wchodzą jedno w drugie. 

Aby to dowieść, podstawmy za W jego wartość w drugićm ze 
zrównań [1] ; to zrównanie staje się : 


ba! 


å uc -- zy = 
albo aa'c -- bay = ac'. 
Lecz, mnożąc pierwsze ze zrównań |1] przez a', żnajduje się : 
aa'c + baty = ca'. 


"Tak więc, w tym przypadku, zrównania |1] są równoważne dwóm 
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innym zrównaniom które mają tę samą stronę pierwszą, a których 
strony drugie są ac' i ca'. Jeżeli więc ac' i ca', nie są między sobą 
równe, dwa zrównania są sprzecznemi; lecz, jeżeli ac' = ca', wtedy 
te zrównania są tosamemi. Co było do dowodzenia. 

217. NASTĘPSTWA. 4° Kiedy ac! nie jest równćm ca', Ny nie jest 
zerem ; a, następnie (215), N, nie jest nićm równie. Więc, kiedy 
dwa zrównania [1] sa sprzecznemi, formuły [2] przedstawiają się obic- 

- a, — - 1 z 3.2 
dwie pod kształtem G . Ten kształt jest więc symbolem niepodobień- 
stwa. j 

2X Kiedy ac' =ca', N, jest zerem, jakoteż N, (215). Więc, kiedy 
zrównania |1) wchodzą jedno w drugie, formuły [2] przedstawiają się 


x 0 i ; ; 
obiedwie pod kształtem 7 . Ten kształt jest symbolem nieoznaczoności. 


Układ dwóch zrównań z dwoma nieznanemi przyjmuje więc albo 
rozwiązanie jedyne i oznaczone, albo ten układ nie przyjmuje ża- 
dnego rozwiązania, albo przyjmuje ilość nieograniczoną. Lecz przypu- 
ściliśmy, w tóm roztrząsaniu, że żaden ze spółczynników nieznanych 
nie jest równym zeru; pozostaje nam teraz rozebrać przypadki 
szczególne, gdzie niektóre z pomiędzy nich byłyby zerami, jedno- 
cześnie z dwumianem (ab! — ba'). 

218. PRZYPADEK GDY JEDEN ZE SPÓŁCZYNNIKÓW JEST ZEREM JEDNO- 
CZEŚNIE Z (ab' — ba'). Przypuśćmy że się znalazło, zarazem : 


ab — ba =0, U= 0; 


ztąd wypada, że ba! = 0 ; więc : albo «œ = 0, albo b =. 
to Jeżeli a' =0, formuły [2] stają się : 


Więc, jeżeli œ nie jest zerem, te formuły przyjmują obiedwie 
kształt 5i a jeżeli c'= 0, te formuły przyjmują obiedwie kształt 
i . Otóż zrównania stają się wtedy : 

ac -+ by =c, U=GH 
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te zrównania są więc sprzecznemi; w pierwszym przypadku, 
ponieważ drugie jest niedorzecznćm, i nie istnieje więcćj jak 
tylko jedno zrównanie, w drugim przypadku, ponieważ drugie 


zrównanie jest tosamóm. Więc kształty © i ń , jakie przyjmą 


tu formuły, są jeszcze symbolem, jeden niepodobieństwa, drugi nie- 
oznaczoności. 
2 Jeżeli b = 0, formuły stają się : 


0 ać! — ca! 
więc, jeżeli ca' nie jest równćm ac”, y przedstawia się pod kształtem 
i 0 ; ; 
7: gdy tymczasem z przyjmuje kształt 6: Jestto wyjatek od twier- 


dzenia (215). Otóż, w tym przypadku, zrównania stają się : 


te, jako niezawierające jak nieznaną z, daja : 


c c” 
=> = 
2 a? 


UT > C'a A INi å A 
lecz — nie jest równóćm — , gdyż ca! nie jest równóm ac'; więc 
a WYDZ 
zrównania są sprzecznemi ; i niepodobieństwo objawia się tu przez 
è m .0 
kształty jednoczesne 0*'6: 
ROSE P r, 5 4-25 0. i 
Lecz, jeżeli ac” = ca', dwie formuły przyjmują kształt ga dwa 


zrównania sprowadzają się do jednego : 


c” 
= zr 


SI 


To zrównanie oznacza wartość dla x, lecz wartość dla y pozostaje 
nieoznaczona. Jest więc tu nieoznaczoność częściowa, która objawia się 
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0 "2 > 

0: Potrzeba zauważyć że ten kształt przywiązany 
jest zarówno do obu formuł, pomimo że wartość dla «c została do- 
kładnie oznaczoną. 

Ta część roztrząsania obejmuje przypadek, w którym spółczynniki 
dwóch nieznanych są zerami w tćmże samém zrównaniu, i ten 
w którym spółczynniki tćjże samćj nieznanćj są zerami w dwóch 
zrównaniach. Nie mamy więc do rozebrania jak tylko przypadek 
następujący. 


219. PRZYPADEK W KTÓRYM, SPÓŁCZEŚNIE Z MIANOWNIKIEM 
ab' — ba' = Ù, SPÓŁCZYNNIK NIEZNANEJ £ W JEDNEM ZE ZRÓWNAŃ 
1 SPÓŁCZYNNIK NIEZNANEJ y W DRUGIEM SĄ RÓWNEMI ZERU. Przypuśćmy, 
na przykład : i 


za pomoca kształtu 


ab' — ba 0, a=0, W=0. 


zkąd wypada, że ba! =0, to jest drugi spółczynnik jednćj z nie- 
znanych jest zerem także. 
Niech będzie b = 0, naówczas formuły stają się : 


0 — ac 
Ż-Ź LAIF TA 
a zrównania, 
ISZ wy=0., 


Jeżeli więc ani c ani a' nie są zerami, pierwsze zrównanie jest 
niedorzecznćm ; i znajduje się niepodobieństwo, które się objawia 

. 0 .m 

przez kształty jednoczesne TET 
Jeśli c jest zerem, pierwsze zrównanie jest tosamém; drugie 
oznacza ©; znajduje sie nicoznaczoność częściowa, która się objawia 
za pomoca kształtu v 
Jeżeli a' jest zerem, otrzymuje się niepodobieństwo, pomimo że 


formuły przedstawiają się obie pod kształtem z 
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220. TABLICA (WYKAZ) ROZTRZĄSANIA, Można streścić roztrząsanie 
poprzednie w tablicy następujacćj : 


i cb! —bc! ac'—ca' 
s (1. ab—ba' 0 e =W= = Y= piat ` rozwiązanie oznaczone. 
5 
> b—bc' ac'—ac' _ niepodo- 
= RE oaPŻE (0: GS z ; 
=) PORE? 0 Y 0 ° bieństwo. 
s) IL. ab'--ba! = 0 
RY 0 i n 
> a!—c"=0), t=, y = - ; nieoznaczoność, 
Í =i. s} 1 2 3 
f c! S 0,r= H wz S ;  niepodobieństwo, 
a'=0 
0 0 
| d= 0, = =, y=-; - nieoznaczoność. 
W 0 0 
v 
= 0 ac—ca! niepodobień- 
| — ga! = = Że 4 Š 
> aa a Vi 
n i , b=04 
9 SE = ETI aimo m=© y'O  nieoznaczoność 
a4 W=0 ać dk alay częściowa. 
x RCR =l y _ M, niepodobień- 
al płd EN OKZÓ 
D r 0 
z ps A ET. nieoznaczoność 
Ra luzaj: AG LE 5 częściowa, 
; 0 0 " 
(=, = p hai i niepodobieństwo. 


221. PRZYPADEK W KTÓRYM C IC” SĄ ZERAMI RAZEM. Po za przypad- 
kami jakieśmy rozbierali, roztrząsa się jeszcze przypadek gdy wyrazy 
całkiem znane, ¢ i €/, są zerami razem. Formuły przedstawiają się 
pod kształtem : 


0 R. 0 
maba Am ba” 


A więc, jeżeli ab! — ba” nie jest zerem, ma się: c=0, y =0. 
Er 0 0 
Lecz, jeżeli a% — ba' =0, formuły stają się: z = E 


bla wytłumaczenia tych wypadków, wróćmy się jeszcze do zrów- 
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nań, Te są, w tym przypadku : 


| ax + by = 0, 
a'r + by= 0; 
i mogą się napisać : 
i br 
ETZ == YW: 


EED 2. waj :: 790 
Przeto, jeżeli a ne Jest równćm zg, to jest, jeżeli (ab'— ba’) nie jest 


zerem, te zrównania nie mają innego rozwiazania jak tylko x=0, 
y= 0. Lecz jeżeli 2 = A to jest, jeżeli ab! — bar =0, dwa zrów- 
nania wchodzą jedno w drugie; jest nieoznaczoność, która się objawia 
za pomoca kształtu `: Należy uważać że, w tym ostatnim przypadku, 


stosunek nieznanych jest oznaczonym ; gdyż otrzyma się : 


FORMUŁY OGÓLNE NA ROZWIĄZANIE JAKIEGOKOLWIEK UKŁADU TRZECH 
ZRÓWNAŃ Z TRZEMA NIEZNANEMI. 


222. FORMUŁY OGÓLNE. Zrównanie pierwszego stopnia z trzema 
nieznanemi s, y, z może mićć czworakiego gatunku wyrazy, to 
jest: wyrazy na z, wyrazy na y, wyrazy na z, i wyrazy całkiem 
znane. Układ trzech zrównań będzie więc mógł zawsze przywieść 
się do kształtu : 


( ac + by 4 ez = k, 
[1] ac + Wy + cz=k, 
az 4 Wy +e'z=k", 


Użyjmy, na rozwiazanie go, sposobu Bezouta (150). 
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Pomnożywszy pierwsze z tych zrównań przez 4, a drugie przez X, 
i do summy tych dwóch zrównań dodawszy trzecie, otrzymamy : 


[2] (ata aep ibh bN by HAH eN ez 
= kp kN k". 
Połóżmy potém : | 
bH ow Hono, aTcu<u=0, 
zkąd da się wyciągnąć : 
dh — be" ,__ be" — eb" 


= w=w* SS a 


i, podstawmy te wartości w zrównaniu [2], znajdziemy, po wykona- 
niu wszystkich rachunków : 


kb!" — kob! = cktb" — bk'e" + bek! — ch'k" 
2 = abc! —acW A cab — bde F bera! — cban 

Znalazłoby się, sposobem podobnym, wartości dla y i dla z. Lecz 
lepiéj jest zauważyć że jeżeli, w pierwszém zrównaniu, zmieni się z 
no y, y na zi z naw, potóm a na, b na c i c naa, to zrównanie 
staje się : 


by -+ cz 4- ax = k, 


to jest że się nie zmieni. Toż samo spostrzeżenie stosuje się do 
dwóch innych. A zatém, otrzymamy y robiąc te przemiany na 
wzorze który daje z, i otrzyma się z wykonywając je późnićj na 
wartośći y. Rozpoznaje się tym sposobem że mianownik nie zmie- 
nia się, i znajduje się układ rozwiązań : 


kbe — keb" 4 ek'b! — bk! + bea! — ch'k"' 
T= aber—ach + cab" — ba'e"! -4 be'a" — ch'a" ' 
akte” — ac'k" + ca'k" — ka'c' +-ke'a" — ck'a" 
e "TD SŁAW 


abk! — ak'h! 4- ka'b' — bak" bka"! — kb'a" 
Parte aa WWYT' TCM 


2) 
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Te formuły dopóty sa prawnćmi, dopóki mianownik wspólny 
nie jest zerem, Sprawdza się wreszcie łatwo że, w tym przypadku, 

powyższe wzory zadosyć uczynią zrównanióm [1]. 
223. WYJAŚNIENIE POPRZEDNIEGO PRZEKSZTAŁCENIA NA FIGURZE. 
Możnaby było wyrachować wprost wartości nay ina z. Lecz jest 
daleko prościćj wyciągnąć je z warto- 
Fig. 2. ME ści na œ biorąc w pomoc rozważanie 
A symetryi. Na obwodzie koła, a przy 
o wierzchołkach trójkąta równobocznego 
\ wpisanego, połóżmy trzy litery £, y, z, 
| | jakoteż trzy litery a, b, c; i wystawmy 
\ | sobie późnićj że koło obróciło się około 


ję ;/ swego środka w kierunku odpowied- 
% 4 7 nim o trzecią część obwodu ; w skutek 
f oo” A> Z tego litera y zajmie miejsce z, z zajmie 


miejsce y, © miejsce z ; podobnie litery 
b, c, a, zajmą miejsca liter a, b, c. Ta zmiana w porządku liter na- 
zywa się przemiana kołową. 

Po wykonaniu podobnćj przemiany na zrównaniach danych, te 
slaną się 


by + cz + ar = k, 
by cz p ar = w, 
Wy -lz p a'e = k", 


nie zmieniwszy się bynajmnićj ; wartości nieznanych pozostają więc 
też same. Otóż, po wykonaniu przemiany kołowćj na wartości z z 
znalezionćj poprzednio, otrzymuje się 

{ T, AR) ( a, b, 4 


ty, zc) (bc,aj 


kda! — kate! ' Hal akte! — ch'a” la" 4- ca'h owk! — ack" 
y . 
Y = bwa"— bac” k abe" — cha” - ca — ac 


Ta wartość z y zadosyć uczyni drugiemu układowi zrównań a za- 
tém układowi danemu. 
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Po wykonaniu na drugim układzie zrównań nowćj przemiany 
kołowćj, układ nie zmieni się, i wartość z y staje się 


si PA 


Z, V, y) t c, a, b 


"cab" — cha" - bea! — ach" F abc" — ba'e ` 


` Wykonywając trzecią przemianę kołową, znaleźlibyśmy wartość 
z x i tak dalej. 

224. PRAWIDŁO NA UKŁADANIE FORMUŁ. Dla utworzenia mianownika 
spólnego, uważa się dwie przemiany abi ba; kładzie się w każdćj 
z nich litera c kolejno, na końcu, w środku i na początku ; co daje : 


abc, acb, cab, i bac, bca, cba, 


Potém znaczy się drugą literę jedną kreską, a trzecią dwoma 
kreskami. Nakoniec daje się naprzemian znaki -- i — różnym wy- 
razom. Znajduje się tym sposobem : 


D = abe" — ac'b! - ca'b = baic" + bea” — ch'a". 


Można jeszcze utworzyć mianownik spólny innym sposobem. 
Zauważmy że ten mianownik może się napisać ; 


D — alh'e! ESN cb) -+ bicia" ża a'e') + c(a'h" je a bia”); 


że jest więc summą wieloczynów jakie otrzymują się, mnożąc 
względnie spółczynniki a, %, c pierwszego zrównania przez różnice 
(b'e! = cb"), (d'a — a'c'), (a'b! — Wa”). Tworzą się wreszcie te 
różnice, mnożąc na krzyż spółczynniki dwóch innych zrównań które 
nie odpowiadają tćj nieznanćj którćj spółczynnik został wybranym 
w pierwszóćm. Tak więc, gdy spółczynniki będa urządzonemi jak 
następuje : 


G Uire 


"opr „r 
CAL CAE 
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1 2 


bierze się za mnożnik a, (b'e” — eb”), SE ; bierze się potém za 
2 


i 
85 21 
mnożnik b, (ca” — a'c"), > > bierze się nakoniec za mno- 
, , 
1 2 


1. 2 
żnik e, (abn — Ha"), pe . Należy zauważyć pilnie, że krzyż, 
2 1 

utworzony przez linie które łączą czynniki jakie się mnoży, powi- 
nien być ułożony naprzemian w kierunkach przeciwnych, jak to 
wskazują figury. 

Kiedy mianownik spólny jest utworzonym, otrzymuje się licznik 
każdćj nieznanćj, zastępując, w tym mianowniku, spółczynnik 
nieznanćj przez wyraz całkiem znany zrównania odpowiedniego, to 
jest podstawiając k, k', k", za a, a', a", gdy idzie o z; zab, b, b”, 
gdy idzie o y, iza c, ¢', c”, gdy idzie o z. 

225. Uwaga. Można dowieść wprost, nie rozwięzując układu [1], 
że tenże układ nie może mieć więcćj nad jedno rozwiązanie, byleby 
nie miał : D = 0. 

Przypuśćmy, w rzeczy samćj, że dwa rozwiązania różne, 19: r=a, 
y= z= y; X: T=, y = $, z=y, sprawdzają układ [1]; 
znajduje się tosamości : 


(doba: Ss (R i A 
a'a — YB cy= k', 2 ala pz be cy GA 
„ala LUB chy=k"; | a'la! BB ct =". 


Zkąd wyciąga się, przez odciąganie : 


a (a — «') 4-6 (8 —P) +ey—y)=0, 
a'(a = a) + (8 — B) e (y—y') =0, 
a(a — a") + b" 8 — P) Hea — y) = 0: 


Ponieważ układy rozwiązania są różne, nie można mieć, jedno- 


cześnie, « = «', B =®, y= y'. Przypuśćmy, na przykład, « TĄ 


Można będzie wyrugować, sposobem zwyczajnym, (5 —F') i (y — 7), 
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pomiędzy temi trzema równościami; i przyjdzie się do równości : 
D(a — «') =0. 


Otóż można dzielić dwie strony przez czynnik (a — a'), który nie 
jest zerem ; więc: 


D=0. 


226. ROZTRZĄSANIE. Kiedy D nie jest zerem, układ posiada tylko 
rozwiązanie jedyne i oznaczone, dostarczone przez formuły [3]. Nie 
pozostaje więc do rozebrania jak tylko przypadek D= 0. Otóż, 
zrównanie |2], zastosowane kolejno dla oznaczenia wartości na $, 
na y i na z, daje : 


ion, Dyc M =p. 


Gdy więc D = 0, a jedna przynajmnićj z ilości m, n, p. nie będzie 
zerem, zrównanie odpowiednie jest niepodobnóm. Układ jest więc nie- 


podobnym ; i niepodobieństwo objawia się przez kształt 5 > który przy- 


biera przynajmnićj jedna z nieznanych. 

Gdy, przeciwnie, ma się, jednocześnie, D=0, m=0, n= 0, 

p= 0, zrównanióm nie przestają zadosyć czynić wartości z, y, z; 

ą z TE a AF Eg > (U 
układ jest nieoznaczony, i nieoznaczoność objawia się przez kształt w” 
spólny trzem nieznanym. 

227. PRZYPADEK W KTÓRYM DRUGIE STRONY ZRÓWNAŃ [1] SĄ ZERANI. 
Rozbierzmy nakoniec przypadek gdy zrównania dane nie zawierają 
żadnego wyrazu niezależnego od nieznanych : można je uważać 
wtedy jako mające miejsce pomiędzy stosunkami nieznanych ; i wy- 
starczy, na oznaczenie tych stosunków, mieć jedno zrównanie mnićj 
od liczby nieznanych. W rzeczy samćj, weźmy pod uwagę dwa 
pierwsze zrównania : 


| ac + by + cz =0, 
ac -- byez = 0; 
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te mogą się napisać w sposób następujący : 


z U 
a z b ; 
a = -- 4 ld 
zkąd wypada : 
z dh — bie 
z ab' — ba’? 
y a'e — d'a 
z — ab — ba 


Gdy, teraz, dopełni się układ przez trzecie zrównanie, w którém 
podstawi się za © i y ich wartości w z, wyciągnięte ze stosun- 


i g y. +35 
ków 7> t, znajdziemy : 


DZE: 


Więc, jeżeli D nie jest zerem, potrzeba aby było : z = 0; a naste- 
pnie x = 0, y=0. To właśnie stanowi rozwiązanie w tym przy- 
padku. 

Gdy D = 0, ostatnie zrównanie jest sprawdzonćm przez jakąkol- 
wiek bądź wartość z; to zrównanie jest następstwóm dwóch 
pierwszych ; znajduje się R nieoznaczoność ; i ta nieoznaczoność 


objawia się przez kształt + 5 Jaki przedstawiaja formuły ogólne ; lecz 


stosunki nieznanych pozostaja oznaczonemi. 

Uwaca. Rozległa teorya wyznaczników, którą zamierzamy w to- 
mie II naszćj algebry obszernie rozwinąć, posłuży do uzupełnienia 
dalszego rozbioru wzorów wyprowadzonych z ogólnych zrównań stopnia 
pierwszego. 


ROZTRZĄSANIE ZAGADNIENIA GOŃCÓW. 


228. ZAGADNIENIE. Zakończymy ten rozdział rozwiązaniem zaga- 
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" dnienia którego roztrząsanie streszcza w sobie to wszystko co było 
dotąd powiedzianóm powyżćj; znajdziemy tu zastosowanie znako- 
mite teoryi ilości odjemnych, i spotkamy także różne przypadki 
niepodobieństwa i nieoznaczoności o których dawnićj była mowa. 

Dwaj gońcy M i M' odbywają drogę po linii prostój nieograniczo- 
néj X X', w kierunku X X', z prędkościami v iv; goniec M przybył 
do punktu A tej linii, h godzin wprzód niż goniec M! zdążył przybyć 
do innego punktu A'. Odległość AN'=d. Chcemy wiedzieć punkt spo- 
tkania się tych gońców. 


: dB. 113, z ze oz A -. , 
X R” i7 R SE 


a 
ad 


Punkt spotkania się szukany może być, bądź w R po prawój 
stronie A”, bądź w R' poraiędzy AiA', bądź w R” po lewćj stro- 
nie A; jego położenie zależy od liczb v, v', d, h, Jest więc nieodbicie 
potrzebnóćm rozróżnienie wielu przypadków. 


229. PIERWSZY PRZYPADEK. Przypuszcza się v > w, i d > vh. Ponie- 
waż goniec M przebiega v kilometrów na godzinę, tenże goniec 
przebiegnie vh kilometrów w k godzinach ; a zatćm, kiedy M’ będzie 
w A/, M będzie w odległości vh od punktu A. Tak więc waru- 
nek d > vh znaczy że w tój chwili, M nie będzie mógł jeszcze przybyć 
na punkt A”; będzie więc w tyle M'; otóż pierwszy postępuje prędzćj 
jak drugi, gdyż mamy, v > v'; więc się z nim złączy po prawej 
stronie punktu A’. 

To przypuściwszy, niech będzie R punktem spotkania się : weźmy 
za nieznaną odległość A'R = s. Goniec M przebiega odległość 


GZ (© r F 
AR =d -Hax, w czasie + - ; goniec M’ przebiega odległość 


AR = ©, w czasie z . Otóż, podług wysłowienia, M wychodzi z A, 
h godzin przed chwilą w którćj M' wychodzi z A”; więc M potrze- 
buje h godzin więcćj jak M! dla dojścia do punktu R. Więc otrzy- 
muje się zrównanie : 


[I] STEZZ=h 


Rozwięzując je (starać się należy przenieść wyrazy nieznane 
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w drugi członek, ażeby tym sposobem nie mieć do uważania liczb ; 
odjemnych), znajduje się formuła : 


v'(d — vh) 
pp 


la] == 


Ponieważ (v —v') i (d — vh) są dodatnómi, ta formuła daje po- 
znać bez trudności położenie punktu R. 


230. DRUGI PRZYPADEK. Przypuszcza się v <v, d< vh. W tym 
przypadku, w chwili, w którćj goniec M' jest w A”, goniec M minął 
ten punkt (ponieważ mamy vh. > d); jest więc na przodzie M’; 
a że ten goniec postępuje powolnićj jak M’ (ponieważ v < v'); będzie 
przeto dopędzonym przez niego po prawćj stronie punktu A”. Punkt 
spotkania się jest więc w tym samym odcinku A/X' jak w przypadku 
poprzedzającym. Zrównanie zagadnienia jest więc toż same [1]. Lecz 
dla uniknienia użycia liczb odjemnych, można będzie rozwiązać to 
zagadnienie przenosząc wyrazy znane w drugi członek; i znajdzie 
się formuła : 


v'(vh — d) 
[E) =; 

231. TRZECI PRZYPADEK. Przypuszcza się v >v, d< uh. W tym 
przypadku, goniec M, w chwili w którćj M’ jest w A’, minął juź ten 
punkt, ponieważ vh œ d; lecz że ten goniec postępuje prędzćj 
jak M’, więc spotkanie się nie może mieć miejsca po prawćj stronie 
punktu A”. Rozumie się, wreszcie, że to spotkanie musiało już mieć 
miejsce po lewćj stronie, a zatém przed epoką uważaną, ponieważ 
prędkości są nierówne a droga nieograniczoną. Lecz wtedy dwa 
przypadki przedstawiają się : punkt spotkania się jest w R’ pomię- 
dzy Ai A’, albo w R” po lewćj stronie punktu A? 

Przypuśćmy naprzód że to spotkanie ma miejsce w R’, i przed- 
stawmy przez æ odległość A'R' : odległość AR' będzie równą (d — «). 
Aby znaleźć, w tym przypadku, zrównanie zagadnienia, można 
uważać że goniec M jako wychodzący z punktu A w pewnćj chwili, 


L , 
> W końcu tego cza- 


i przebiegający odległość AR’ w czasie 


su, spotyka się on z gońcem M’, który, wychodząc z R”, przebiega 
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odległość R'A! w nowym czasie z. Tak więc, gdy ten ostatni 


r 3 A 
przybywa do A’, upłynął czas 3 żę. 5s od czasu jak M wy- 


szedł z punktu A : i zrównanie jest : 


d—c, © 


v + p=k. 


Przypuśćiny powtóre punkt spotkania w R”. Oznaczmy przez z 
odległość A'R” ; odległość AR” będzie (z — d). Można przypuścić 
tu, że dwaj gońcy wychodzą jednocześnie z punktu R”; goniec M 


. c—d a 3 aig 
staje w A po czasie 2 y >? 4 goniec M' dosięga A’ po czasie są 


A ponieważ, podług wysłowienia, M’ użył k godzin więcćj jak M, 
zrównanie jest : 


[3] BIE 


Otóż widzimy łatwo, że zrównania [2] i [3], chociaż otrzymane 
przez rozumowania różne, są tosamemi , gdyż, rozłączając wyrazy 


d be "TE 
19-53 stają się : 


Tak więc, można powiedzieć że, gdy punkt spotkania się jest po 
lewćj stronie A”, to jakiekolwiekby było jego położenie, jest zawsze 
dostarczonćm przez zrównanie [2]. 

Gdy się rozwiąże to zrównanie (nie zaniedbując zostawić wyrazy 
nieznane w pierwszym członku), znajdziemy : 


v'(vh — d) 
by] += A. 


232. CZWARTY PRZYPADEK. Przypuszcza się v < v', d>vh. W tym 
1. —16 
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przypadku, goniec M nie jest jeszcze w A, gdy goniec M’ tam się już 
znajduje, ponieważ vh < d. Tak więc M jest naówczas w tyle M'; 
a że pićrwszy: postępuje pewolnićj jak drugi, przeto nie będzie mógł 
go dogonić po prawćj stronie A”. Lecz, ponieważ prędkości są nie- 
równe, ich spotkanie musiało już mieć miejsce po lewćj stronie te- 
goż punktu. Zrównaniem zagadnienia jest więc jeszcze zrównanie [2]. 
Tylko, aby je rozwiązać, potrzeba będzie przenieść stęż nieznane 
w drugi członek, i znajdzie się formuła : 


el | taki v'(d — vh) 
v'—v 

233, ROZTRZĄSANIE. Zrównanie [1] i formuły [z] i [58] odpowiadają 
przypadkóm w których punkt spotkania znajduje się po prawćj 
stronie punktu A”. Otóż dwie formuły [2] i [8] nie różnią się jedna 
od drugićj, jeśli sie nie przestanie przyjmować umowy (50); gdyż 
tak ich liczniki jako i mianowniki są równe i znaków przeciwnych. 
Można więc znieść formułę (f] i nie uważać, dla dwóch pierwszych 
przypadków, jak tylko formułę [2]. 

Zrównanie [2] i formuły [y] i [8] stosują się do przypadków w któ- 
rych punkt spotkania jest po lewćj stronie punktu A”. Otóż te dwie 
formuły są także tosamemi, na mocy umów (50). Więc można po- 
przestać na formule [y] dla dwóch ostatnich przypadków. 

_ 4 drugićj strony zrównanie [2] nie różni się od zrównania [1] jak 
tylko przez zmianę znaku na z, a formuły [e] i [y], mające tak mia- 
nowniki jak liczniki równe i znaków przeciwnych, dają dla z, na 
mocy umów (50), wartości równe i znaków przeciwnych. 

Więc zrównanie [1] i formuła [2], która je rozwiązuje, będą mogły 
się zastosować do czterech przypadków, pod warunkiem aby zgo- 
dzono się odnosić na lewą stronę A’ długość wymierzoną przez war- 
tość na z, kiedy ta długość będzie odjemną. 

234, PRZYPADKI SZCZEGÓLNE. Przypuszczaliśmy dotąd, że było 


ŻY, dZ ok. Rozbierzmy teraz przypadki gdzie te nierówności 


przekształcają się na równości. 

10 Jeżeli d=vh, chociaż v nie jest równém v', formuła [a] daje : 
© =0; to jest że odległość punktu spotkania się od punktu A’ jest 
zerem, albo że dwaj gońcy sa jednocześnie w A', Widzimy, a priori; 
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że tak być powinno : gdyż, ponieważ vh = d, M przybywa do A 
w tymże samym czasie jak M'; a, ponieważ prędkości są nierówne, 
przeto gońcy nie są razem jak tylko w tym punkcie. 

20 Jeżeli v = v', chociaż d nie jest równóm vh, formuła [a] daje : 

v'(d — vh) z e z pi 
x= —— p~ . Ta formuła jest (209) [symbolem niepodobień- 
stwa. Potrzeba więc twierdzić że w tym przypadku gońcy nie spotkaja 
się nigdy. 

O czém łatwo jest przekonać się a priori ; bo, ponieważ d nie 
jest równóm vh, gońcy nie są razem w punkcie A ; a, ponieważ ci 
gońcy mają tąż samą prędkość, odległość która ich rozłącza jest 
zawsze tąż samą. 

3° Jeżeli mamy, jednocześnie : v = v', d= vh, formuła |a] daje : 


0 zł 3 2 - 
t= Ta postać jest zwykle symbolem nieoznaczoności. Možna 


więc wnosić że, w tym przypadku dwaj gońcy są zawsze razem. Lecz 
potrzeba to sprawdzić a priori, co jest łatwóm; bo, ponieważ d = vh, 
gońcy są razem w punkcie A'; a, ponieważ ich prędkość jest tąż 
samą, przeto ci gońcy nie rozłączają się nigdy. 

Tak więc, nawet w przypadkach szczególnych gdzie zrównanie 
i formuła przestają istnieć, można dać symbolóm jakie się napotyka 
wytłumaczenie które dostarczy rozwiązania prawdziwego. 

235. Uwaca. Nie posuniemy dalćj roztrząsania tego zagadnienia ; 
powiedzieliśmy dosyć dla wskazania sposobu postępowania. Zachę- 
camy czytelnika do zrobienia innych przypuszczeń : na przykład, 
że goniec M! dąży z X' ku X, albo że goniec M przechodzi A, 4 godzin 
późnićj aniżeli goniec M’ przeszedł punkt A”. Kreśląc wprost, dla 
każdego z tych przypuszczeń, zrównanie i formułę która je rozwię- 
zuje, znajdzie czytelnik zawsze że zrównanie [1] i formuła [a] dają się 
zastosować, pod warunkiem uważania za odjemne tych wielkości 
których się zmienił kierunek. 


ĆWICZENIA. 


1. Jaki zwiążek należy przypuścić pomiędzy A, B; A”, B/, aby wyrażenie; 


Ac + B 
A't + B’ 


miało wartośc niazależną od » i od y? 
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Potrzeba żeby było : A = 5, , albo też B = 0, B' = 0. 
II. Jakie związki należy przypuścić pomiędzy A, B, C, A, B', C', ażeby 


wyrażenie, 


Ac + By +C 
A'c + B'y + 0? 


miało wartość niezależną jednocześnie od © i od y? 
è ; B 
Potrzeba żeby było : E A 


Pytamy się jeszcze, czy wyrażenie może być niezależnóm od ©, nie będąc 
ody? Nie. 


III. Znaleźć postęp przez różnicę, w którym istnieje stosunek stały pomiędzy 
summą z w pierwszych wyrazów, a summą z kw wyrazów następujących, gdy 
k jest daném, a © może przybierać wszelkie wartości całkowile. 

Jest nieskończona ilość postępów odpowiadającycii pytaniu. Są niemi te któ- 
rych stosunek jest podwójnym od pierwszego wyrazu. 


IV. Roztrząsać formuły rozwiązania trzech zrównań z trzema nieznanelmi, 
w przypadkach następujących : 

10 Dwa pićrwsze zrównania mogą być sprzecznemi, jakiekolwiekby było 
trzecie. r 

Znajdzie się, na to, warunki : 


Z A BŁ Us 23 
gi bk — kb RE 
2° Dwa pierwsze mogą być sprzecznemi z trzecićm. 
Potrzeba na to, żeby mianownik wspólny był zerem, i żeby licznik jednej 
z nieznanych był różnym od zera. 


3° Dwa pićrwsze zrównania mogą wchodzić jedno w drugie. 
Potrzeba na to, żeby było : 


© k 
HG 4 


(i 
a' 


aS 


he Trzecie (zrównanie) może wchodzić w inne. 
Potrzeba, na to, żeby mianownik spólny był zerem, jako też licznik jednćj 
z nieznanych. 
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V. Naznaczyć warunki konieczne i dostateczne, ażeby zagadnienie numeru 
191 dotyczące kadzi napełniających się przez rurki i przez deszcz, stało się nie- 
podobném lub nieoznaczonćm. Można będzie zrozumieć, a priori, niepodo- 
bieństwo lub nieoznaczoność. 


Znajduje się że warunkiem niepodobieństwa jest = — 7 ; iżejeżeli, oprócz 
tego, ma się : vs't' = v'st, zagadnienie jest nieoznaczonćm. 


VI. Gdy się weźmie pod uwagę zrównania : 


ac + by=c, 
ge 


a's -+ by =c'; 


w którćm położymy : 


© = at +-fu, 
[2] | 


y =at 4 Pu; 
otrzymuje się, przez to podstawienie, dwa zrównania na ¢ i u. Otóż żądamy 
aby sprawdzić, że mianownik wartości z £ i z u, który ztąd wynika, jest 


wieloczynem z mianowników jakie znajduje się, rozwiązując zrównanie [1] 
względem «© i y, zrównania [2] względem £ i u. 


VII. Podobneż zadajemy pytanie dla zrównań : 
ax + by -Hez =k, 
[1] ao + Wy-+óz=k, x 
(a'o by ++ o'z=zk" ; 


w których przypuszczamy : 


[æ = al + Bu -- w, 
2] y = vt +u yw, 
z =a't+-P'u-+q''v. 


Te dwa éwiczenia przedstawiają tylko proste sprawdzenia rachunku. 
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WYRAŻENIA PRZEDSTAWIAJĄCE SIĘ POD KSZTAŁTEM 
NIEOZNACZONYM. 


0 
O KSZTAŁCIE 0” 


Dw cz 
236. O PRZYPADKACH W KTÓRYCH SPOTYKA SIĘ KSZTAŁT (. Kiedy dwa 


wyrazy ułamku niszczą się jednocześnie, dla pewnych wartości liter 
które te wyrazy zamykaja w sobie, działanie wskazane nie ma ża- 
dnego znaczenia. Znajdujemy niekiedy wyrażenia tego kształtu, szu- 
kającj rozwiązania zagadnień nieoznaczonych (209, 217 i 234). Nie- 
kiedy także ułamek przyjmuje ten kształt nieoznaczony, z przyczyny 
czynnika spólnego równego zeru, przez który znajdują się pomno- 
żone jego oba wyrazy lub obie strony jednego ze zrównań, które 
przed uproszczeniem, do wypadków nieoznaczonych prowadzą. 
237. JAK NALEŻY POSTĄPIĆ W TAKIM PRZYPADKU? W każdym przy- 
padku przystoi roztrząsnąć pilnie początek wyrażenia danego, dla 
znalezienia czy rozumowania które do niego prowadzą znajdują się 
w błędzie, badź przez jedną z przyczyn wskazanych powyźćj, bądź 
też z przyczyny, innćj okoliczności podobnej. Jeżeli tak nie jest, 
gdy dowiedzionćm zostało, z całą ścisłością, że zagadnienie dane 
może być rozwiązanóm, gdy znajduje się ax = b, albo (co na jedno 


: b 
wychodzi, byleby a nie było zerem), c = z: oczywista że przy- 


puszczenie, które niszczy a i b, pozwoli wziąć r dowolnie, ponieważ 
mamy, dla wszelkiego «z, 


aT =n. 


W przypadku nawet gdy rozumowania znajdują stę w błędzie, 
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można często używać wyrażenia które staje się Gi: dla znalezienia 


prawdziwćj wartości nieznanćj, którą to wyrażenie przedstawia. 
Uważmy, w rzeczy samćj, że to wyrażenie, dające się zastosować 


dopóki nie przyjęło kształtu zi dostarczy rozwiązania zagadnienia 
dla przypuszczeń tak mało różnych jak się podoba od przypuszczenia 
które sprowadza trudność. Jeżeli więc pytanie jest takićj natury, że 
bardzo mała zmiana w danych, musi sprowadzać bardzo małą zmianę 
w wypadku, stosunek obu wyrazów ułamku, gdy te dążą jedno- 
cześnie do zera, będzie się różnił coraz mnićj od wartości jakićj 
szukamy, a która będzie, przeto, jego granica. Ta granica nazywa się 


często prawdziwa wartościa ułamku który slaje się ` . 

Na znalezienie prawdziwéj wartości wyrażenia które, w pewném 
przypuszczeniu, przedstawia się pod kształtem w potrzeba je prze- 
kształcić na inne które nie przestaje mu być równem, i które nie daje 
miejsca do tćjże samćj trudności. Podamy kilka prawideł dotyczą- 
cych przypadku gdzie wyrażenie staje się 3 w skutek wartości 


szczególnej przypisywanćj jednćj z liter które do tego wyrażenia 
wchodzą, 


238. Przypadek w którym wyrażenie jest ilorazem dwóch wielomia- 
nów całkowitych. Wskazaliśmy już ten przypadek (195). Niech będzie, 
w ogólności, ułamek, 


F Pe. U e -= Ben 1+ Byr. 3użaa + Brai L + Ba 
= am- Ayg"="-L Agim", FR R: > -Am_ic<-Aa" 


) ; SZ CZ s 
który, dla © =a, przybiera kształt g Ponieważ licznik i mianownik 


znikają dla «w =a, więc są, jeden i drugi, podzielnemi (75) przez 
(—=a). Gdy się zniesie ten czynnik spólny, ułamek F przyjmie kształt, 


F= a*i |- Ba"? -H Bąc"—3-|-..... -B'x0 F B'i | 
gpu! A aE Aam „LA moc Am, 
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Jeżeli oba wyrazy nie znikną więcćj dla © =a, należy tylko pod- 
stawić tę wartość z x, a otrzyma się tym sposobem wartość z F. 
Jeśli znikną jeszcze, potrzeba je będzie podzielić na nowo przez (2—a); 
i tak dalćj, aż się natrafi na ułamek nie przedstawiający więcćj tójże 
samej osobliwości. Oczywista że się musi znaleźć ułamek taki; po- 
nieważ każdą razą gdy się dzieli przez (z —a) oba wyrazy ułamku 
danego, ich stopień zmniejsza się o jedność; i skończyłoby się, 
gdyby się działanie nie zatrzymało, na osiągnieniu dla jednego z nich 
ilorazu liczebnego. 

Gdy zaś przychodzimy przez ten sposób, do dwóch wyrazów z któ- 
rych jeden tylko znika sam wyłącznie, to ten wypadek da się łatwo 
wytłumaczyć : ułamek dąży do zera, gdy jego licznik staje się zerem; 
przeciwnie ten ułamek wzrasta do nieskończoności, gdy jego mia- 
nownik jest równym zeru. 


239. ZASTOSOWANIE. Ułamek 


* gł Las — 3a?a? — ac -+ dat 


F=R_u mó + 5az — 120 


Raz! i A 
staje się g dla z = a. Dzieląc oba wyrazy, przez (c — a), będzie : 
F— T? - 2ag* — ax — 203 

T PAPAA | 

Ten nowy ułamek bierze jeszcze kształt F dla z = a, Można 

więc dzielić jeszcze oba wyrazy przez (x — a), i otrzymuje się : 


p— a? -+ 3acq + 2a? 
T ap ar — 120" 


A gdy się uczyni © = a, znajdziemy prawdziwą wartość : 


2 
= a = — 


—10a* 


Dol w 


240. PRZYPADEK WYRAŻEŃ NIEWYMIERNYCH. Weźmy naprzód pod 
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uwagę wyrażenie : 


które, dla z =a, staje się > i do którego można przywieść prawie 


wszystkie inne. Połóżmy | © = y, | a =b, a, tém samém, £= y", 
a = bm; wyrażenie staje się : 


PUARE. 


albo, dzieląc oba wyrazy przez (y — b), 


F 1 


= yr E by"=2 + Pyrs F... F ny F bmi 


Można teraz uczynić tu, z = a, to jest y = b; i otrzymamy praw- 
dziwą wartość : 


1 1 
F = ——  — z ==, 
mb”—! my am—i 


Uważmy, następnie, wyrażenie zamykające w sobie liczbę jaką- 


kolwiek radykalów, przyjmujących wartość ż dla pewnćj wartości 


przypisywanćj dla jednćj z liter które to wyrażenie zamyka w sobie. 
Niech będzie : 


a p P+VO+VR=VS 


gdzie P, Q, R, S, P’, Q', R”, S’, T', są wielomianami całkowitemi 
ZPU 
względem z, a z =a wartością z z, dla którćj F staje się rh 


Jeżeli się oznaczy przez Pa, Qa, Ra, Sa, P'a, Q'a, R'a, S'a, T'a war A 
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tości jakie przyjmują te różne wielomiany dla © = m, znajduje się : 


[2] Pa HPQ Hy R= ý S = O, 

[3] Ph -+ YF: +; RR —|T4=0; 
a odciągajac od obu wyrazów ułamku F pierwsze strony zrów- 
nań [2] i [3] które są zerami, możną napisać ten ułamek pod 


kształtem : 


(P-P.)--(7 0-7 8)+(0 8-1 Ta) — (Y 5—F 5.) 


n)- 
L|F= s AL a) 
ME = (zr) R=|v)8 90-110) 


Podzieliwszy teraz oba wyrazy przez (z — a), będziemy mieli : 


s -A A 0-7Q  PR=FR | S—1S 
[5)=F E e MAE MAM 
= P'—p/, DZY i VUV Q'a pory Oan YZ Ey Ra EE 5— CZAR Try T, 
FE uea ca ra 


Do znalezienia prawdziwćj wartości z F, wystarczy znaleźć praw- 


: 2: L. PP POV YR"VR.. 
dziwe wartości ułamków ————, Y0—10 i TE „1t.d<; 


f ja. ) 0 x 
które się przedstawiają wszystkie pod kształtem 0: Otóż gdy dwa 


ułamki = ih EF nie zamykają radykalów, ich prawdziwe 
c—a cg—a>” PAW R 

wartości będą się mogły otrzymać za pomocą sposobu wskaza- 
nego (238); i dosyć będzie oczywiście podzielić liczniki przez (c—a/), 
i uczynić © = a w rezultatach. Wszystkie inne są tegoż samego 
kształlu, a więc wystarczy zastanowić się nad jednym z nich. Owóż, 


można napisać po obu stronach jednako : 


ca —  Q—Q c=a” 


i granica pierwszćj strony będzie wieloczynem granic czynników 
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drugiéj. Umiemy znaleźć prawdziwą wartość ostatniego czynni- 
ka (238). Co się tyczy prawdziwéj wartości pierwszego, ponieważ Q 
dąży do Qa, kiedy z dąży do a, można przyrównać ten czynnik da 


neina EZ ŻES. ; dziw: tość jest a Ok 
wyra gą; 680 prawdziwa wartość jest wię my i? 


a przeto prawdziwa wartość ułamku jest oznaczoną. 
241. ZASTOSOWANIE. Znaleźć, dla c =1, iA wartość ułamka; 


F= eppi iFa 
a? -41.4 ysc-+ im y 630 A 


Można łatwo zapewnić się że ten ułamek staje się, w rzeczy sa- 
mej, dla æ = 1; gdyż licznik staje się YB —V2 + pt — 32, 
albo 2—y2 + ýh — 2, alboyh — y2, co jest istotnie zerem; 
mianownik staje się także 1 -+ 1 + yi — y 6h, albo 0. 


Aby wykonać zadanie podług sposobu wskazanego, będziemy 
mogli napisać : 


= (i 20+-6—j = (p rpi a+1—y 2)-+( 50—1 5a—1— 1) — (y d00F12--J 82) 
(a+4—24-(5 3e+1—y 1) —(y 63071—y 64) 


a dzieląc oba wyrazy przez (z — 1), 


VżrF6—78 |afl—j2 yo iyi 2002 32 


— m_m — 


Po c—l c—1l c—1 
$ 41—22 , Vir+l—Vh_y 632 +1—y 66 
c—1l e r— 4 c—l 


Otóż, znajduje się, podług prawidła wskazanego : ' 


to Vżeó—y8 _/3c-6—V8  30—2 
c—l — 20 --6—8 z—a’ 


3 - : ; 1 
powyższe wyrażenie ma za swą granicę : NE x 2, albo z. 
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r RADW(YPEETA (EW a. 


30 ł 


y 200 F12 — V32 yd0rF12—y32  200—%0 


1 z— 1 ~  20x--12 —32 r—i ’? 


granicą poprzedniego wyrażenia jest : 


EEE x 20 albo x %0 albo 
5y/3824 7" 5.16 ; 
22-L1 —2 

50 WTU LL 


granicą piątego wyrażenia jest 2. 


RE EA e MM 


granicą szóstego wyrażenia jest S 


V63rH1—y6óh  yösrFi—y ök 63r — 63 


70 PE. e N a š 
c—1 63: -1—6 * a=1 ' 
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e 3 > 1 24 
ranicą ostatniego wyrażenia jest : — X 68, Mbo =) 

8 a 80 wy J 3761 , 16 
L4 
Prawdziwą wartością F jest więc : 

nod. Doa 2 RI 
F= O: yI 8Y2 5 eA AB, ENE 
TH 3 2 ZZOSAMIIWA 11 
4-1 ho 16 16 


242. UwaGa. Jedyny przypadek wyjątku jaki przedstawia sposób 
poprzedzający, jest ten w którym, dodając prawdziwe wartości ró- 
żnych ułamków na które rozłożono oba wyrazy, znalazłoby się 
UA 28 = s 
jeszcze 5. Kiedy licznik sam jeden znika, ułamek dąży do zera; 
kiedy mianownik sam jeden jest równym zeru, ułamek wzrasta nie- 
ograniczenie. 


m 
U KSZTAŁCIE —. 
>æ 


243. SPOSÓB ZNALEZIENIA PRAWDZIWEJ WARTOŚCI UŁAMKU KTÓRY 
20 d . . 

STAJE SIĘ —_. Kiedy oba wyrazy ułamku wzrastają nieograniczenie 
z wartością litery zmiennćj którą te wyrazy zamykają w sobie, jest 
niekiedy pożytecznie oznaczyć wartość granicy tego ułamku. Dla 
osiągnienia tego, należy naprzód podzielić oba wyrazy przez potęgę 
tak dobraną litery powiększającćj się nieograniczenie, ażeby żaden 
z nich nie stał się nieskończonym, i aby przecież te wyrazy nie dą- 
żyły do zera. Granica stanie się wtedy oczywistą. 


244. PRZYKŁADY. 19 Znaleźć granicę z 


poF+i8=te+1 
n erT 


gdy z wzrasta nieograniczenie. Dzieląc przez z oba wyrazy ułamku, 
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znajduje się : 


s 
3 h 4 
Er oE a 


1+;+3 


i widzimy że, kiedy æ wzrasta nieograniczenie, F dąży do granicy 7 


gdyż wszystkie wyrazy, które zawierają z w mianowniku, dążą do 
zera. 
2° Znaleźć granicę 


ie ya + 5z |-1 +- 20 
ysr +3 | 1 Hya? +1 


gdy æ wzrasta nieograniczenie. Dzieląc przez © oba wyrazy ułamku, 
ten staje się : 


UB Ć 0. 
BE To Z w | 


WER AUC 


a, gdy z powiększa się nieogroniczenie, ułamek dąży do 


NEA współcz, 
/5+1 


V5+1 


245. UwaGA 1. Gdyby się zdarzyło, żeby po wykonaniu dzielenia 
licznik miał za swą granicę zero, a dla mianownika była granica skoń- 
czona,ułamek dążyłby oczywiście do zera. Gdyby się zdarzyło, prze- 
ciwnie, żeby licznik dążył do granicy skończonćj, a mianownik do 
zera, ułamek wzrastałby nieograniczenie. 

PRZYKŁADY. Ułamek 


Re: 507 --70-+1 
"8-231 
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dąży do zera, kiedy « powiększa się; gdyż ten ułamek jest równo- 
ważnym ułamkowi 


1 1 
obu a 


L 


W = 


nJ 
t> sa 
Przeciwnie, ułamek 


p- inui, 
c--1 


wzrasta nieograniczenie z z ; gdyż ten jest równoważny z ułamkiem 


3 A ZTTEGZWNY AKI 
Z, 2 7 
po Ftata. 


Z 
£ 


246, Uwaga IL. Gdyby doznawano pewnego kłopotu w oznaczeniu 
potęgi z z, przez którą należy dzielić oba wyrazy ułamku, w tym 
razie wypadałoby dzielić przez potęgę nieoznaczona «*, i okrćślić 
potém wartość z « pod warunkiem żeby żaden wyraz nie został nie- 
skończonym, i żeby wszystkie nie stały się zerami. 

PRZYKŁAD. Znaleźć granicę ułamku : 


NETESTETESCELZTŃ 
Vtr + łat +3 


Dzielenie przez æ+ daje : 


NIN VOE TREN EE OE Troi) 
Vim wga s 4 [date Egy w 


Ażeby warunki wskazane zostały dopełnione, potrzeba aby było : 


3— Ja NO, A — 3a NO, 2—5a 00, 8 — 6a 0; 
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albo też : "SE, kaś SĘ, 


aa 


Potrzeba więc żeby a było przynajmnićj równém 4 - Przyjmie się 
tę wartość najmniejszości , gdyż wartość większa uczyniłaby wszy- 


stkie wyrazy zerami, dla z ==». Robiąc a = 5 » Í znosząc wszy- 
stkie potęgi odjemne z z, stające się zerami dla © = œœ, otrzymamy 


na granicę F : 


1 


—, albo 
2 


==. 


ʻa 
247, UWAGA III. Kiedy wieloczyn A.B staje się 0 X >, dla pewnćj 
wartości na z, przywodzi się go do kształtu A x B) > który staje 
s) 


się i: albo do kształtu —B— , który staje się zi stara się do 


(a) 


niego zastosować prawidła poprzedzające, 


O KSZTAŁCIE 20 —— >, 


248. PRZYPADEK W KTÓRYM WYRAŻENIE JEST RÓŻNICA DWÓCH RADYKA- 
LÓW DRUGIEGO STOPNIA. 
Uważmy wyrażenie : 


VP—vQ, 


w którym P i Q są dwoma wielomianami w z, które stają się, jeden 
„i drugi, nieskończonemi, gdy «© wzrasta nieograniczenie. Mnóżmy 


i dzielmy to wyrażenie przez yP -HvQ; wówczas dane wyrażenie 
bierze kształt : 


ZEE | 
vP + vO 
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Jeżeli wielomian (P — Q) jest niezależnym od z, to ponieważ 
mianownik wzrasta nieograniczenie z wartością tój litery, ułamek 
dąży do zera. Jeżeli (P —- Q) zawiera z, licznik wzrasta także nieo- 
graniczenie ; i pytanie jest przywiedzionćm do znalezienia prawdzi - 


wćj wartości ułamku który staje się =. 


Sposób jest tenże sam, jeżeli jeden z dwóch wyrazów różnicy 
jest wielomianem całkowitym w z. 
PRZYKŁAD. Wyrażenie 


y= Tc--1 — 2, 


które przybiera kształt = dla z = =, jest równoważnćm ułamkowi 


+ PR: 
Va ZSO 


a jego granicą, kiedy «© wzrasta nieograniczenie, jest — a 


O PRZYPADKU W KTÓRYM WYRAŻENIE ZAMYKA W SOBIE ILEKOLWIER 
LITER ZMIENNYCH. 
249. NIEOZNACZONOŚĆ WYRAŻENIA W TYM PRZYPADKU. Gdy wyrażenie 
przyjmuje kształt g? dla ilukolwiek wartości jednoczesnych przypisy- 


wanych literom które to wyrażenie zamyka w sobie, należy w ogólności, 

uważać je jako zupełnie nieoznaczone. Granica do którćj to wyrażenie 

dąży, gdy litery zbliżają się do wartości jakie chcemy im nadać, 
1. =17 


http://rcin.org.pl 


258 ROZDZIAŁ XIII. 


zależy natenczas od prawa któremu te litery ulegają, mając na 
względzie ich zbliżanie się do granicy szukanćj. 
Niech będzie, na przykład, wyrażenie 


z--y—3 
cy=—2 


2 
które, dla z =14, y = 2, staje się f Połóżmy : c=l--a, y=2--$; 


to wyrażenie staje się : 


«+6 
FEFA 


a dla otrzymania granicy szukanéj, potrzeba uczynić, w tym wy- 
padku, a = 0, 5 = 0. Otóż, podzieliwszy oba wyrazy przez ß, wyra- 
żenie staje się : 


+1 | 
22 a 
+14 


Jeżeli da się sprowadzić « i 8 do zera można nadać ich stosunkowi 
wartość dowolną, gdyż prawo ich zmnićjszania się jest dowolnćm, 


i wyrażenie będzie miało oczywiście za granicę E a wyraże- 


nie to, dobićrając m stosownie, może wziąć Reed wartości mo: 
żebne. 

250. Eza Przecież są wyjątki od tego podania. Często ułmek 
który staje się | z" skutek przytomności czynnika spólnego w jego 
obu wyrazach, a to czynnik dla pewnych przypuszczeń wyraźnie 
znika, nie przedstawia więcćj żadnćj nieoznaczoności, jeśli się zmie- 
sie ten czynnik spólny, 

PRzykŁap. Wyrażenie 

aż E dry + y? — śp 
c--y—2 
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które staje się i , dla w =1, y=l, może się napisać : 


(x+y +2) (c-+y— 2) 
TENE TAS 


lub po prostu, (£ -+ y + 2), po zniesieniu czynnika (z + y -— 2); 
i, dla s£ = 1, y=l, to wyrażenie jest równe 4. 
251. SPOSÓB POSTĘPOWANIA. W ogólności, jeżeli wyrażenie alge- 


braiczne -F zawierające w sobie litery z, y, z.. ., przyjmuje 


kształt H „jeśli się w nićm czyni jednocześnie, ca, y =b, z=e..., 


położywszy : 
e=a--h, y=b--ph, z=cqh...; 


podstawia się te wartości w wyrażeniu, i upraszcza się je, o ile 
tylko można, jak najdokładnićj ; daléj robi się k=0 w rezultacie. 
Gdy się znajdzie wtedy wyrażenie niezależne od ilości dowolnych 
P» 4. . «, otrzymało się, tym sposobem, prawdziwą wartość ułamku. 
Lecz, jeśli ilości p, g. . ., albo niektóre z pomiędzy nich, pozostają 
w ułamku, wartość tegoż jest nieoznaczoną, ponieważ można spro- 
wadzić £, y, z,..., do a, b, e, albo h do zera, dając dla p, q... ,` 
wartości jakiekolwiek. 


PRZYKŁAD. Weźmy ułamki 


ch — ko! ac! — ca! 
ab — ba’? ab =- ba’? 


które dla b= 0, + = 0, 5 = Ą , przedstawiają się jeden i drug 


pod kształtem r Połóżmy 


LZY A — a$ =aqh; 


zkąd wypada oczywiście : ac! — ca! = aa'qh ; 
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pierwszy ułamek staje się 


ten ułamek jest więc należycie oznaczonym. 


Drugi, przeciwnie, ma postać 


aaqh aag 
kapa)  ap— a" 


ten ułamek jest więc nieoznaczonym, ponieważ dobierając odpo- 
wiednio p i q, można mu nakazać przyjąć taką wartość jak chcemy. 
_ Trudno jest znaleźć coś trafniejszego nad ten prosty przykład, 
będący zarówno i całćj rzeczy gruntownćm wyjaśnieniem i dopeł- 
nieniem powyżćj przez nas przedstawionćj teoryi, wziętej w swym 
ogólnym zarysie. y 

252. Kiedy się ma, jak w ćwiczeniu poprzedzającém, ilekolwiek 
przypuszczeń do zrobienia, potrzeba wprowadzić je jednocześnie; 
bez czego mogłaby zniknąć nieoznaczoność istniejąca rzeczywiście. 
Weźmy za przykład zagadnienie dobrze znane : 

Wpisać w prostokąt wymiarów danych a i b prostokąt podobny 
prostokątowi danemu, to jest któregoby wymiary były w stosunku 
danym m. 

D G c Fio.4 Przypuśćmy zagadnienie r0Z- 
P gd wiązanem, i niech będzie HEFG 
GRE prostokąt wpisany w prostokąt 


dany ABCD i taki, żeby było : 


Połóżmy AB=a B0C=żŻ, BBE 1 BF=y. 


Jeśli wynajdziemy z i y łatwo będzie zbudować prostokąt HEFG. 
Trójkąty AEH i CGF są równe jako mające bok równy EH = GF 


i http://rcin.org.pl 


WYRAŻENIA POD KSZTAŁTEM NIEOZNACZONYM. 261 
` przyległy dwóm kątom równym ; toż samo się rozumie o trójką- 
tach DHG i EBF. 
Trójkąty GFC i FEB są podobne, gdyż będąc prostokatnemi mają 
PSIA 2 s R 
kąt GFC = FEB jako dopełnienia tegoż samego kąta w EFB. Na 
mocy podobieństwa tych trójkątów, mamy 


BE BF E AENA 4/ a: 
= 3". PaęianE | W 
zkad 
__ m(am — b) __ m(mb — a) 
met 97 mt" 


ROZTRZĄSANIE. Jeśli przypuścimy a=b, i m=1, dwa prostokąty 
stają się kwadratami, a zagadnienie jest oczywiście nieoznaczonćm, 
gdyż dla wpisania kwadratu w kwadrat dosyć jest podzielić tymże 
samym sposobem, byleby dowolnie, boki pierwszego kwadratu. To 


też formuły przedstawiają się pod postacią 5 , gdy się do nich wpro- 


wadza jedocześnie dwa przypuszczenia; a gdy się szuka ich prawdzi- 
wćj wartości, kładąc 


b=a +h, m=1-+ ph, 
upraszczając i robiąc h= 0, znajduje się wyrażenia 


Acta 1 SIĄ 1 
"73393 =at 
jakie przytomność ilości p czyni rzeczywiście nieoznaczonemi. 
A przecież, gdy się uczyni naprzód a =b, co pozwoli znieść czyn- 
nik spólny (m — 1), potóm m=4 w formułach uproszczonych 


am am 


m-- 1 EMES: 


znajduje się wartość oznaczona 


p Emm 
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dozwoli się więc zniknąć tym sposobem nieoznaczoności która 
jednakże w rzeczywistości ma miejsce. 

Na tém zamkniemy nasze uwagi nad wyrażeniami przedstawiaja- 
cemi się pod kształtem nieoznaczonym., 


WARUNEK TOSAMOŚCI DWÓCH WIELOMIANÓW, 


3. Wielomian całkowity i wymierny zawierający w sobie literę 
dowolną x, nie może być zerem jak tylko jeżeli każdy ze spółczynni- 
ków różnych potęy z x jest zerem. 

Twierdzenie jest oczywistćm dla wielomianu pięrwszego sto- 
pnia Agr + A,; gdyż zmieniając z na az, gdzie a jest liczba różna 
od 1, otrzymuje się nowy wielomian Aaz -+ A, który musi także 
być zerem, dla jakiegokolwiek bądź z ; różnica Ay(a — 1)2 powinna 
więc być stale zerem, co wymaga A, =0, a, tém samém, wracając 
do źródła, A, = 9. 

Aby dowieść że twierdzenie jest ogólnóm, pozostaje do wykaza- 
nia że jeżeli to twierdzenie jest prawdziwóm dla wielomianu sto- 
pnia n — 1, to samo twierdzenie przechowa się jeszcze dla wielo- 
mianu stopnia n. Otóż niech będzie 


Ag" Ag"! --,,... F Anit PA, 
wielomian stopnia n; zmieniając © na zz, nowy wielomian 
Aos” -|- Anian, n L Anar LA, 


musi być także zerem, dla jakiegokolwiekbądź z; toż samo prawo 
powinno więc służyć różnicy 


e[Agla" — jn" F Aani —- jg"? ..... + An—i(a — 10], 
co wymaga, ponieważ nawias jest stopnia n— 1, żeby spółczynniki 
różnych potęg z z były postawione osobno ; potrzeba więc żeby 


było, ponieważ « różni się od 1, 


A=, NIU .. 4% Aeg =0, 
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a, tém samém, wracajac do źródła, 
PER 


251. Żeby dwa wielomiany całkowite i wymierne, zawierające literę 
dowolną x były sobie równe, potrzeba żeby ich różnica była stale 
zerem, to jest, podług twierdzenia poprzedzającego, żeby spółczyn- 
niki osobno uważane różnych potęg z z w tćj różnicy były zerami; 
albo nakoniec, ponieważ wyrazy tćj różnicy są różnicami wyrazów 
odpowiednich dwóch wielomianów danych, potrzeba aby te dwa 
wielomiany składały się jednako z tychże samych wyrazów. 

Można nawet powiedzieć, w ogólności, że dwa wielomiany całko- 
wite i wymierne, zawierające liczbę jakakolwiek liter dowolnych i nie- 
zależnych jedne od drugich, nie mogą być równemi między sobą jak 

-tylko jeżeli te wielomiany składają się jednako z tychże samych wyra- 
sów. Na dowodzenie tego dosyć jest wykazać że jeżeli to twierdzenie 
jest prawdziwóm dla dwóch wielomianów zawierajacych w sobie 
n — 1 liter dowolnych, utrzyma się ono jeszcze dla dwóch wielo- 
mianów zawierających w sobie n tychże liter. Otóż niech będą dwa 
wielomiany zamykające w sobie n liter dowolnych £, y, z, ...., t; 
porządkując je względem v, przybiorą one postać 


(1) App Art H.H An Bozi- Bęc"... -|- By, 


gdzie Ay Agire A Dinis , B, są wielomianami zamykającemi 
w sobie n— 4 zmiennych y, z,.....,£; ponieważ wielomiany (1) sa 
równe między sobą, dla jakiegokolwiekbądź z, potrzeba więc żeby 
było 


(2) p=4, AgQ=B, A,=By..... , Ap = By; 


lecz te wieloczyny (2) jako równe między sobą i zawierające w sobie 
tylko z — 1 zmiennych, powinny być odpowiednio złożone z tychże 
samych wyrazów ; 4, przeto, ta własność stosuje się także do wie- 
lomianów danych. 

Oto cała teorya : zobaczmy jćj kilka ważnych zastosowań. 
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ZASTOSOWANIE TWIERDZENIA POPRZEDZAJĄCEGO. 


254. Podanie poprzedzające służy do sprawdzenia ścisłości jakie- 
gokolwiek związku algebraicznego danego. 

Dla sprawdzenia związku V =0 pomiędzy m zmiennemi związa- 
nemi między sobą przez (m — n) zrównań, wyprowadza się z tych 
zrównań wartości (m — n) zmiennych w funkcyi n innych; potrzeba 
potóm żeby podstawienie tych wartości w pierwszćj stronie V = 0 
przywiodło to zrównanie do tosamości; tosamość stanie się wi- 
doczną po zniesieniu mianowników i radykałów. 

Weźmy, na przykład, do sprawdzenia że 


Va +y B+ Væ + yD =V a FBFC FFF Fi, 


jeżeli mamy 


to z tych związków wyciąga się 
A A : A 

B=V"=, C=? D=d-, A++B+C+D=(a+-6--c--d = 

wprowadzając te wypadki do pierwszego, otrzymuje się 


albo 


VŻe+0+c+0=|/ Żla+0+e+a. 


255. Oto inny użytek tegoż samego twierdzenia. 
Kiedy wielomian nieznany i uporządkowany względem jakićjko|- 
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wiek litery danćj musi zadosyć czynić pewnym warunkóm, pisze się 
tenże, zostawiając nieoznaczonemi jego spółczynniki i nawet jego 
stopień jeśli to ma miejsce; potém oznacza się te spółczynniki i ten 
stopień wyrażając że wielomian posiada własności szczególne o które 
tu idzie. Wyjaśnimy te ogólności na przykładach. 


PRZYKŁAD I. Znaleźć warunek żeby trójmian ax? 4- bx He był 
kwadratem zupełnym. 

Potrzeba utosamić to wyrażenie z kwadratem dwumianu 2%- ß, 
to jest z 


aż? -|- abe -|- B*; 

otrzymuje się tym sposobem związki 
BZU 1 28RZY, "BZ 
Dwa ostatnie dają 
a=ya, EVE, 
a wprowadzając te wypadki do równości pośrednićj, znajduje się 
2yac =b, albo 4 —hnac=0, 
co jest właśnie warunkiem szukanym ; a że = z = uh , przeto 
a Wa 

trójmian dany jest kwadratem z dwumianu 


KA 


£ ya-- Ar 


256. PRZYKŁAD II. Znaleźć resztę z podzielenia wielomianu przez 
x —a,7 kształt tlorazu. 
Niech będzie wielomian 


Agat + Ai + As 4- ..... -- Ant"=n ps tos. + Amt HAm, 
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Ponieważ dzielnik jest pierwszego stopnia, iloraz będzie wielomia- 
nem stopnia m — 1, takim jak 


Byc”! H Bar" H ,,... ++ Bien +- ,.... |- Bmt H Bn, 
a reszta która ma na wyrażenie 
Ac" + Aa" A | 412.1 + An? 14: + ka + An, 
— (x — a(B;e""! 4 Ba” ... + Baam" +- ... |- Bmt + Bn), 


albo 


Adamy Ajom-i AŻam="+,..+- A, |om="+...-+ Ami AHA 
—B,| +-4B, + aBa +aBu —+aBm=;| +aBn 
CE” B2 1 Bs! — Bn +i — Bm 


będzie stopnia zero. Będziemy więc mieli wyrażenie téj reszty, bio- 
rac równemi zeru spółczynniki z £, 2?,....., c”, wyciągając wartość 
z Bm ze zrównań tym sposobem otrzymanych, i wprowadzając tę 
wartość do Am -- Bm. 

Przywodząc do zera spółczynniki z z, «*,. . ., 2”, znajduje się 


1 A, = Bi, A, + aB, = Bo, A + aB: = By,. . ., 
() An -+aB, = Bn +1, « .., Ammi + aBm—i = Bm. 


Mnożąc pićrwsze zrównanie przez am, drugie przez a"-!,. . ., osla- 
tnie przez a, i dodając, będzie 


Agd + Aari +... H Aa"... Ama = aBn. 
Reszta Am + aB„ przyjmuje więc postać 
Aga" A „am—! +- Aga"? n n ++ Ana" ++... Ama PA; 


to jest że jest równą wypadkowi otrzymanemu z podstawienią a za X 
w dzielnćj, Jest to inne dowodzenie twierdzenia (72). 
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/równania (1) pokazują że otrzymuje się spółczynnik jakikolwiek 

iłorazu, mneżąc spółczynnik poprzedzający przez a i dodając spółczyn- 

nik tegoż samego porządku w dzielnćj. Zastosowanie tego prawa do 
dzielnćj 7” == a" już było poprzednio (77) ściśle wyłożonćm, 


ĆWICZENIA, 


I. Dowodzi się w geometryi, że, przedstawiwszy przez s i przez S powierzch - 
nie dwóch wielokątów foremnych podobnych, jednego wpisanego w koło a dru- 
giego opisanego na tómże samém kole, to powierzchnie s’ i S/ dwóch innych 
wielokątów foremnych podobnych, mających liczbę boków podwójną, jednego 
wpisanego w koło a drugiego opisanego na témže samém kole, są dane przez 
formuly : 


s — gl 
chcemy oznaczyć granicę stosunku, a= ` „ gdy (S — s) zmniejsza się nie- 
ogrniczenie. 


Zastąpiwszy, w tym stosunku, S’ i s’ przez ich wartości, znajdujemy że 
PR 
ra kT 
granicą jest 7 
I, Dowodzi się jeszcze, że, jeżeli przedstawimy przez p i przez P obwody 


dwóch pićrwszych wielokątów zagadnienia poprzedzającego, to obwody p” i P' 
dwóch ostatnich są dane przez formuły : 


ha 
chcemy oznaczyć granicę stosunku 5 = £ „ gdy (P — p) dąży do zera. 
Znajduje się, w sposób podobny, że granicą jest ; . 


II. Dowodzi się także, że, jeżeli oznaczymy przez R i przez r promień i 
apotemę wielokata foremnego, promień R” i apotema r! wielokąta foremnego , 
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równoobwodowego, sa dane przez formuły : 


r. = à R'= yR 4 


A 
Znaleźć granicę stosunku a , gdy (R — r) dąży do zera. 


Tą granicą jest jeszcze A . 


IV. Wyrachować granicę z y x? + 1, gdy « wzrasta nieograniczenie, 
Znajduje się tę granicę równą zeru. 


V. Wyrachować granicę z Va? + 5w +4 — w, gdy œ wzrasta nieograni- 


czenie. 


Znajduje się e è 


VI. Znaleźć, dla © — 1, prawdziwą wartość ułamku, 


p E y) = 
Væ + Vim +6 — Va +1 + 19501, 


Vör +3 — yeth 


Można będzie zastosować sposób numeru 240, uważając że mamy jednako : 


VOIR — VQ ii 
c — a 


=V QHVR — V Qa + Y Ra ELED) 
EE TE A Bok O? 


i że umiemy znaleźć granicę drugićj strony. Znajdzie się że granicą F jest 
159 
4h48 ` 
VII. Żnaleźć granicę z a — Va? — b?, gdy a i b wzrastają nieograniczenie, 
2 
tak że stosunek A dąży do granicy stałćj 2p. > 
Zmajduje się że granicą jest p. 
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VIII. Niech bẹdą v i œ ilości zależne jedna od drugićj, tak ażeby dla © =a, 
w, a", było 


v= b, b, b; 


wyrazić v przez wielomian w «©, tak aby można było spełnić te warunki. 


IX. Wyrazić v przez wielomian w © i y, tak aby wartości odpowiednie 
Z V, ©, Ys byłyc, a, b; c, a/, b; c! al, bl, i td. 

Dwa ostatnie zagadnienia przedstawiają się często w matematyce zasloso- 
wanćj. 


X. -Oznaczyć stałe a, b, c przez warunek aby wyrażenia 
ax + ba”, ax + ba? <= ca3, 


przedstawiały, pierwsze sammę kwadratów, a drugie summę sześcianów z «© 
pierwszych liczb ciągu naturalnego. 


XI. Sprawdzić że objętość pnia ostrokręgu prostego o podstawach równo- 
leglych jest równoważną summie ostrokręgu i wałca cbu prostych tćjże samej 
jak pień wysokości, i których podstawy mają odpowiednio za promienie, pół 
summy i pół różnicy promieni podstaw pnia. 

W anglii, używa się dla obliczenia objętości beczek formuła Oughtred'a 


1 


V= g sil (2R2+-); 


l 


a we Francyi ku temu służy formuła Dez'a 
: -2 
V=zn| R ERZÓ |. 
8 A 


która z tych dwóch formuł daje większą objętość ? 
XII. Wyrugować a, b, c pomiędzy zrównaniami 


"+ (0 +G7-u 


qm y” pm 
dm +n z bm +n = (m+nu* 


a" + bn + ch= dh, 
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XIII. Rozwiązać układ 


Gy + 20 + 803 +- ... + NEn = 4 , 
Tą + 203 + 304 + ... F NT = M 
æ H dy + 305 + ... ++ Naa = lz, 


WOJ CJOJCZO A EEN A 


Wn + 20, + 802 + ++. ++ NEn —1 SF An 
XIV. Związki 


a2 + 62 44? Es 
a? + 62 m y= 1, 


alal GE! 4 gy! =0, 
aa! GE! p gy! =0, 


alpe gl = 4, 
pociągają za sobą 


a? p z? p gl 2 = 1, 
e pnp, 
7 qq = 1, 


ua! + 66! + gy! =0, 


Gy + Gad + E!y!! = l, 
ay + wy! + ay = 0, 
aG p aG p al" = 0, 


aaa 4 GRIGI a yel = EA + aE pa ol, 
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WYRAŻENIA UROJONE. 


O WYRAŻENIACH UROJONYCH 


257. Widzie'iśmy (95), że gdy A jest odjemnóm a m parzystćm, 
VA nie przedstawia zadnćj liczby dodatnćj albo odjemnćj; gdyż 
wszystkie potęgi parzyste z liczby dodatnćj albo odjemnćj są doda- 
tne. Na przykład, nie ma liczby dodatnćj lub odjemnćj któraby 
podniesiona do kwadratu mogła wydać — 4, tak że Y/—4 jest 
symbolem pozbawionym wszelkiego znaczenia. Symbolem najogól- 
niejszym tego rodzaju jest 


VP. 


Daje się mu nazwisko wyrażenia urojonego ; lecz nie jest to liczba 
mogąca służyć do wymiaru wielkośći; jest to czyste oznaczenie, 
wprowadzone pożytecznie do rachunków, a określone warunkiem 
aby jego potęga 2n była rowna — b?. 

258. Poznamy w dalszym ciągu nauki, że wszelkie wyrażenie 
urojone z jakąkolwiek wskazówką znaku pierwiastkowego da się . 
przerobić na takie, w któróm wskazówka znaku będzie 2. Ostatniego 
więc tylko gatunku wyrażenia urojene możemy odtąd uważać. 

Weźmy przeto pod uwagę urojone pochodzące z radykalów dru- 
giego stopnia, i nazwijmy wyrażeniem urajonćm wszelkie wyrażenie 
kształtu 


[A] a+ y= 


gdzie a i b oznaczają jakiekolwiek liczby dodatne albo odjemne 
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które przez opozycyę są nazwane rzetelnemi albo rzeczywistemi. 
Kiedy będziemy mieli wykonywać rachunki na wyrażeniach przy- 

wiedzionych do formy 


a+ Ve, 


nie możemy wiedzieć czy podstawienie liczb na miejscu liter wyda 
nadal wartość z c dodatną albo odjemna; gdyby więc każdemu 
z tych dwóch przypadków odpowiadały prawidła odrębne działań 
szczególnych, niemożność zdecydowania w którym się przypadku 
znajdujemy zmusiłaby nas do robienia poddziałów wzrastają- 
cych ciągle do nieskończoności : nie będzie przeto rachunek alge- 
braiczny istotnie możebnym, dopóki nie dadzą się zastosować do 
liczb urojonych prawidła dowiedzione dla liczb rzetelnych czyli 
rzeczywistych. | 

Z tąd wynika bezpośrednio, że można wydobyć czynnik 4* z pod 
radykala, i przywieść wyrażenie [1] do formy mającćj służyć za typ 
dla jakichkolwiek drugiego stopnia wyrażeń urojonych 


[2] a--by—1, 


V—1 jest wtedy sam tylko czynnikiem urojonym wchodzącym do 
rachunków ; przedstawia się go także przez literę č, oznaczając przez 
i urojonośc, i działa się na wyrażeniu 
[3] a -+ bi 
-jak gdyby było rzeczywistém, pod warunkiem zastąpienia w rezul- 
tacie t 
i przez t, 
È? przez — 1, 
8 przez — í, 


ü przez + 1, 


http://rcin.org.pl 


WYRAŻENIA UROJONE. 273 


259. Równość pomiędzy ilościami rzetelnemi i urojonemi 

[4] A--BI=A'--B', 
tylko w przypadku dwóch równości 

KZADURZE* 

miejsce mieć może. 

Te ostatnie równości nie są nigdy następstwem pićrwszćj ; przeciwnie 
pierwsza wynika z dwóch innych. Tak więc związek pomiędzy ilo- 
ściami rzeczywistemi i urojonemi nie miałby żadnego sensu, gdyby 


się nie wiedziało, z innćj strony, że ilości rzetelne sa równe między 
sobą niemnićj jak spółczynniki ¿ (imaginaria). 


DODAWANIE, ODCIĄGANIE, MNOŻENIE I DZIELENIE UROJONYCH. 
260. Łącząc dwa wyrażenia 


a--bi, cHdi 


przez dodawanie, odciąganie, mnożenie i dzielenie, otrzymuje się 
koleją 


(a + bi) + ic + di) =(a5€6+ di) 

(a 4+ bi) — (e + di) = (a — 0) + (b — dji, 

(a + bi) (e + di) = ac + bdi? + (ad + beji 
= (ac — bd) + (ad + bo)i, 


cdi  (c-Hdi)(c — di) e —d*> 


ac+bd , be — ad. 
= GER -+ aard $ E" 


1. — 48 


http://rcin.org.pl 


274 ROZDZIAŁ XIV. 
Widzimy że wszystkie te rezultata są formy 


A + Bi. 


261. TWIERDZENIE I. Mnożac stronami jakakolwiek ilość równości 
kształtu 


(1) a + bi =a' -p b'i, 
znajdzie się równość kształtu (259) 
(2) A-LBI=A' + B'i, 


w któréj A będzie równém A', a zaś B będzie równém B'. 

W rzeczy samćj, przed zniżeniem wykładników ż poniżéj 2. 
położywszy * =— 1, dwie strony równości które się otrzymuje 
mnożąc równości (1) będą dwoma wielomianami tegoż samego 
stopnia w č, i które będą się różniły tylko przez zmianę a, b, ..., 
na a, W,...; w tych dwóch wielomianach, spółczynniki tychże 
samych potęg 4 będą więc równe, ponieważ zakładając rów- 
ności (1), wiedziało się naprzód że a, b,..., były równe @', 0...3; 
równość tych spółczynników przechowa się więc gdy się zniży wy- 
kładnik £ poniżćj 2, i będzie 

AE u BEE 

262. TWIERDZENIE Il. Ażeby wieloczyn był zerem, potrzeba i wy- 
starcza żeby jeden z czynników byt zerem. 

Potrzeba rozciągnąć do wieloczynu z czynników urojonych to 
twierdzenie które jest oczywistem dla wieloczynu ź czynników rze- 
czywistych. 

Weźmy więc wieloczyn 


(a + bi) (e + di) = (ac — bd) + (ad —- bcji ; 


nie mamy prawa porównać go z zerem jak tylko gdy naprzód wie- 
dzieć będziemy że ilości ac — bd, ad + be są odrębnie równe zeru, 
a, następnie, że się znajduje 


(1) (ac — bd} -|- (ad + bej? — 0. 
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Odwrotnie ten związek pociąga za sobą 
ac — bd = 0, ad + b =0, 


a, następnie, niszczy wieloczyn poprzedzający. 
Otóż równość (1) da się napisać 


(a* + 8?) (c* + d) = 0; 


wymaga więc żeby było 


; ( BZU: . GREEN, 
już to ? już to 
b= 0 dan 0 


to jest aby jeden z czynnikow urojonych był zerem. 


UŻYTECZNOŚĆ UROJONYCH. -— NOWE OKREŚLENIE ALGEBRY. 


263. Znak = 1 wynalazł geometra boloński Bombelli; lecz geo- 
metra francuzki, Wojciech Girard był pierwszym który pokazał uży- 
teczność wprowadzenia urojonych do języka algebraicznego. Poka- 
żemy jak użycie przechodnie tych symboli doprowadza, sposobem 
eleganckim i prędkim do rezultatów, których dowodzenie wprost 
byłoby często bardzo trudnóm. 

Gdy w tosamości 


(af! — 6a') (7d! — dy”) 
= (ay + a'y') (68 + €y’) — (ad + ad’) (6y + 6) 
zrobimy 
a=a+ bi, y=p+qi, a =—c—di, y=— r+ si, 


6=c + di, $=r+si, = a—b, = p—gi 
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otrzymamy relacyą : 
(a? -- b* + (> — d?) (+ + r? s?) 
= (pa — qb + re — sd)? -+ (qa + gb — sc— rd}? 
+ (ra — sb — pe + gd}? +- (sa + rb + qe + pd’, 
która wyraża że wieloczyn dwóch summ z czterech kwadratów jest 
Jeszcze summą z czterech kwadratów. 
To twierdzenie należy się Kulerowi, lecz dowodzenie poprzedza- 
jące jest Pana Hermite'a. 
264. Użycie przechodnie nrojonych uprawnia wzgląd, że związki 
z których się wychodzi nie wyrażają nic innego jak wypadki kom- 
binacyt. 
Na wyłaśnienie tćj idei, weźmy przykład prosty. Niech będą 


r , 
a; O, © , ©. 


cztery czynniki równe dwójkami; otrzymuje się ich wieloczyn mno- 
żąc zarówno wieloczyn dwóch jakichkolwiek z pomiędzy nich przez 
wieloczyn z dwóch innych, i znajduje się 
(aa) (a'a) = (aa) (ua'). 

Ta równość wyraża wypadek niezależny od wszelkićj własności 
wielkości; jest tłumaczeniem algebraicznóm zasady wynikającćj 
jedynie z uwagi że mnożenie jest kombinacyą w. którą czynniki 
wchodzą symetrycznie; i aby się ta zasada przechowała, nie ma 
potrzeby aby te kombinacye miały znaczenie arytmetyczne, ani na- 
stępnie aby czynniki przedstawiały liczby rzeczywiste. Można więc 
położyć 


a=a + bi, a =u — bi, 
i równość pierwotna staje się 
(a + biż(a — bi)? = [(a + bi) (a — bije, 
(a* — bł -+ Żabi) (a? — b* — 2abi) = (a? — b}, 
4. (a? — b)? — hati = (a? + b), 
(aż = 2 -+ hah? — (a? a b22; 
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zkąd jasno widzimy, że kwadrat summy dwóch kwadratów jest także 
summa kwadratów. 

Powiemy więc z Potnsotem : 

« Algebra wyższa jest tą częścią nauki, która się opiera cał- 
» kowicie na teoryi porządku i kombinacyj, która zajmuje się 
» wyłącznie zbadaniem natury i składu formuł uważanych 
» w sobie samych, jako czystych symboli i bez żadnćj idei 
» wartości albo ilości. Do tćjto części należy odnieść teorya 
» głęboką zrównań, różne teorye wyrażeń urojonych, i całą 
» sztukę przekształceń algebraicznych, i jestto nawet jedyna 
» część wysoka nauki która zasługuje, właściwie mówiąc, na 
» imie Algebry. » 


ĆWICZENIA. 


I. Nadać wyrażeniu a -+ b i kształt ọ ( os% -} isino) ; jakie są wartości z o 
i z w ? (ọ zowie się modułem a © argumentem wyrażenia urojonego wziętego 
pod rozwagę.) 


lU. Sprawdzić formuły 


[ploso + i sino)] [p (oso i sine')] 
= pp” [os(o -+ w!) H i sin(» + oj, 


[e(oso + isino]™ = pM(osmo 4- i sinma). 


III. Dowieść nierówności 


IV. Dowieść że wyrażenie 


1 


(03 + 17 — 
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dąży do zera dla w = œ, i że ułamek 


(m+n J (w s ji 


c—a 


dąży do ` 
M—M. day N — Na 
1 I GAGA pi c—a ny Nan=1 LYRRZIT zę | 
ZE Ma + w” 
dla t= a 
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ZRÓWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z JEDNĄ NIEZNANĄ. 


265. FORMUŁA OGÓLNA ZRÓWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z JEDNĄ NIE- 
ZNANĄ. Zrównanie o jednćj nieznanćj z jest drugiego stopnia, gdy 
jego dwie strony, będąc całkowitemi w «©, zawierają kwadrat z nie- 
znanćj, i nie obejmują jéj podniesionćj do potęgi wyższćj. To zró- 
wnanie może więc zawierać tylko trzy gatunki wyrazów : to jest, 
wyrazy zawierające kwadrat z z, wyrazy zawierające tąż nieznaną 
w stopniu pierwszym, i wyrazy niezależne od nićj. Przeto, jeżeli prze- 
niesiemy wszystkie wyrazy w pierwszy członek, i jeżeli złączymy 
w jeden wszystkie wyrazy mające za czynnik 2*, w jeden wszystkie 
wyrazy mające za czynnik z, i w jeden wszystkie wyrazy wiadome, 
zrównanie przyjmie kształt ogólny, 


ac? -+ ba + c = 0; 


a, b, e będąc liczbami danemi które mogą być dodatne lub odjemne, 
Na przykład, zrównanie, 


przekształca się kolejno na zrównania następujące : 


g? Ir? 26x 2 
cae M 35 -- q5 —3—g=0% 


5a? — 302? + 135x + 18x — 360 — 18 =0, 


— a? + 2131 — 378 =6; 
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nakoniec, w całém zrównaniu odmieniając znaki na przeciwne, 
otrzymamy : 


2542 — 2432 + 378 =0. 
Rozwiązania zrównania drugiego stopnia zowią się jego pierwia- 
stkami. 
Spółczynnik a nie może być zerem; gdyż zrównanie przestałoby 
być drugiego stopnia; lecz spółczynniki b i c mogą być równemi 
zeru. Zrównanie bierze wtedy jeden z kształtów : 


a+ c=0, a +br =0. 


Mówi się, w tych przypadkach, że zrównanie jest niezupełnćm. 


ROZWIĄZANIE ZRÓWNANIA STOPNIA DRUGIEGO. 


266. PRZYPADEK GDY ZRÓWNANIE JEST KSZTAŁTU ad? + © = 0. 
Kiedy zrównanie drugiego stopnia przedstawia się pod kształtem, 


[4] a ++ c =0, 


można je uważać jako zrównanie pierwszego stopnia którego nie- 
znaną byłoby «*; zkąd się wyciąga : 


SA UNE C > A . . 
Jeżeli więc — ż Jest liczbą dodatna, ta liczba jest kwadratem z nie- 


3 


znanćj. Wartość na z jest więc pierwiastkiem kwadratowym z— ©: 
> a 


a ponieważ ten pierwiastek (95), ma dwie wartości równe i ze zna- 
kami przeciwnemi, dwa więc rozwiazania istnieją : 
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2.73 . > Q $ . $ . . 2. 
Jeżeli, przeciwnie, — z jest odjemném, nie ma liczby, dodatnéj lub 


odjemnéj, któréjby ta liczba mogła być kwadratem (95). Zrówna- 
nie [1] nie ma więc rozwiązania. Wszelako mówi się wtedy, że to 
zrównanie ma dwa pierwiastki urojone, przedstawione przez for- 
muły [2]. 


267. PRZYPADEK GDY ZRÓWNANIE JEST KSZTAŁTU 4%? + bz = 0. 
Kiedy wyraz niezależny od x jest zerem, zrównanie przedstawia 
się pod kształtem : 

[A] ac? -+- br =0, 
można wtedy kładąc z za czynnik napisać : 

zlac + b) =0. 
Otóż, ażeby wieloczyn z dwóch czynników był zerem, potrzeba 
i wystarcza żeby jeden jakikolwiek z dwóch czynników był zerem. 
Otrzymamy więc wszystkie rozwiązania zrównania, położywszy : 


Z=0, ac--0—=0, 


zrownania pierwszego stopnia, których rozwiązaniami są : 
a 
[2] =, H= z: 


Tak więc, w tym przypadku, zrównanie ma dwa pierwiastki, z któ- 
rych jeden jest zawsze zerem. 


268. ROZWIĄZANIE ZRÓWNANIA ZUPEŁNEGO. Zajmiemy się zrówna- 
niem zupełnćm, 


[1] aa? -p be + c =0. 


Żeby je rozwiązać, starajmy się je przywieść do kształtu [1] nru 266, 
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w którym pierwsza strona jest kwadratem zamykającym niezna- 
ną (*), a druga jest całkiem znaną. 

W tym celu, mnóżmy obie strony przez 4a (co jest dozwolo- 
ném (122), ponieważ a nie jest zerem); potém nie zaniedbajmy 
przenieść hace w drugą stronę, tak postępując otrzymuje się zrówna- 
nie równoważne : 


hax? + habe = — lac. 


Rozpoznaje się wtedy bez trudności, że pierwszy członek składa 
się z dwóch pierwszych wyrazów kwadratu dwumianu (2ax — b), 


() Można rozwiązać wprost zrównanie [1] sposobem następującym : kładzie 
się je pod kształtem 


popa WOS > 
(VF 35) Rag 3% 


i sprawdza się łatwo, zozwijając kwadrat wskazany, tosamość tćj formuły ze 
zrównaniem [1]. Ztąd się bezpośrednio wyprowadza 


— bĄż_ b8— kac 
(Vet az) m ha , 


dalej 
/b2 — 
aya 4 pi. 3 SĘ Vb ae 
a 2ya 
albo 


A E Vö —hac 


ya 


? 


albo nakoniec 


—b=zVb>—hac 


2a 
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i że brakuje tylko 4* dla uzupełnienia tego kwadratu. Jeżeli więc 
dodamy 6* po obu stronach, zrównanie staje się : 


aa? + habz + P = b* — hac, 
albo (ax + b}? =b* — bac. 


Oczywiście to zrównanie ma kształt szukany : gdyż (5* — hac) jest 
kwadratem z (ac -+ b). Jeżeli więc (b? — hac) jest dodatnóm, war- 
tość (2ax-} b) będzie pierwiastkiem kwadratowym z tćj liczby ; 
a ponieważ ten pierwiastek ma dwie wartości równe i ze znakami 
przeciwnemi, otrzyma się zarówno : 


2az +b = + VE tac,  2az+b=— VÈ luc; 


zrównania pierwszego stopnia, zkąd się wyciągnie : 


a= Thine, E AEA A 
a 


2a 


Zrównanie ma więc dwa rozwiazania. Wskazuje. się, w ogólności, 
tę podwójną wartość, pisząc sposobem następującym : 


— b = VIE — hac. 
[2] : zT = A at 


i dorozumiewa się wtedy, że -- Vó" — hac przedstawia wartość 
dodatną radykala, i że — y — Lac przedstawia jego wartość od- 
jemną. 

Jeśli, przeciwnie, ilość (6* — hac) jest odjemna, y 6* — hac nie 
przedstawia, podług naszych umów, żadnćj liczby dodatnćj lub 
odjemnćj; i zrównanie dane nie przyjmuje żadnego rozwiązania. 
Wszelako mówi się wtedy, że to zrównanie ma dwa pierwiastki uro- 
Jone, przedstawione przez formułę [2]. 

Mogłoby się także zdarzyć żeby (b? — Lac) było równćm zeru ; w tym 
przypadku, dwie wartości y6 — Lac przywodzą się do zera, 
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zrównanie staje się : (2ax -} b? = 0, a pierwiastki staną się, jeden 
i drugi: c=— TA Zrównanie przyjmuje więc tylko jedno rozwią- 


zanie, Mówi się przecież jeszcze, że ło zrównanie ma dwa pierwiastki, 
lecz że te sa między sobą równe. 


269. ZRÓWNANIE DRUGIEGO STOPNIA MA ZAWSZE DWA PIERWIASTKI. 
Streszczając się, widzimy że zrównanie drugiego stepnia przyjmuje 
niekiedy dwa rozwiązania, niekiedy jedno tylko, i niekiedy nako- 
niec, to zrównanie nie przyjmuje żadnego. Mówi się przecież, że 
przyjmuje zawsze dwa pierwiastki, które mogą być rzeczywistemi 
i różnemi, rzeczywistemi i równemi, albo urojonemi. Mogłoby się 
zdawać rzeczą dziecinną, rozmyślne użycie na samym wstępie formy 
języka całkiem od swego pierwotnego znaczenia odwróconćj, a to 
w celu wykazania we wszystkich przypadkach, exystencyi dwóch 
pierwiastków, które dla tego więcćj jak przedtem nie istnieją. Te 
sposoby mówienia i wprowadzenie do rachunków liczb urojonych 
są wszelako następstwem ducha uogólnienia panującego w algebrze. 
Byłoby niemożebnóm, w rzeczy samćj, wykonanie rachunków na 
wyrażeniach Żiteralnych, jeśliby forma rezultatów zmieniała się 
z wartością liczebną liter. Potrzebaby bowiem było, w każdćj chwili, 
dzielić i poddzielać kwestye, dla otrzymania formuł odpowiednich 
takiemu lub takiemu przypuszczeniu. Przyjęcie liczb odjemnych i 
urojonych ma na celu uniknienie tćj niedogodności. W kwestyi 
szczególnćj, wprowadzenie tych liczb nie miałoby żadnego użytku; 
lecz, w badaniu ogólnóm pewnćj klassy kwestyj, dozwoli ono wy- 
razić i dowieść od razu, prawideł i rezultatów które wymagałyby, 
bez tego, dowodzeń i formuł odrębnych. 


270. UPROSZCZENIA FORMUŁY OGÓLNEJ. Formuła [2] dostarczy, we 
wszystkich przypadkach, pierwiastków zrównania [1]. Ta formuła 
pokazuje że, aby je otrzymać, bierze się spółczynnik x, nie zaniedbu- 
jac przedewszystkićm zmienić jego znaku; potćm dodaje się do niego 
i odciąga się od niego osobno pierwiastek kwadratowy z liczby utwo- 
rzonćj, odciagajac od kwadratu tegoż spółczynnika poczwórny wielo- 
czyn spółczynnika z x? przez wyraz niezależny; nakoniec dzieli się 
wypadek przez podwójny spółczynnik x?. 

Lecz zdarza się niekiedy, że tak formuła ta jak i prawidło ją wy- 
rażające cokolwiek się upraszczają. 
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4° Często spółezynnik z? jest równym jedności; wreszcie, można 

zawsze sprowadzić tę okoliczność, dzieląc obie strony przez a. 
Zrównanie bierze wtedy postać : 


[3] a + pa q =. 


Można rozwiązać wprost to zrównanie, przenosząc q w drugi czło- 

2 
nek, potém dodając a po obu stronach, i wyciągając pierwiastki 
z rezultatów, jak to się zrobiło w nrze 268. Lecz prościćj jest wy- 


ciągnąć nową formułę z wzoru [2], robiąc w nim a= 1, b =p, 
c =q; wtenczas ta formuła staje się : 


|_=p=yv/pP—lhq. 
2 = 3 ? 
albo wykonywając dzielenie radykala przez 2, 


(4) g=—5B=|/ E q. 


Potrzeba umieć na pamięć formułę, pod tym ostatnim kształtem, 
i używać jéj ilekroć będzie a = 4. Ta formuła pokazuje że, dla 
rozwiązania zrównania |3), potrzeba wziąć połowę spółczynnika x ze 
zmienionym znakiem, potóm dodać i odciągnać kolejno pierwiastek 
kwadratowy z liczby którą się otrzymuje odciagając od kwadratu z tój 
połowy wyraz całkiem znany. 

20 Może się zdarzyć że b, spółczynnik « będzie parzystym. Gdy 
się wystawi czynnik 2 na widoku, kładąc b= 2k, zrównanie [1] 
przyjmie formę : 


[5] ar- ke + c =V0. 
Możnaby było jeszcze rozwiązać wprost to zrównanie za pomocą 
sposobu (268). Przecież należatoby mnożyć jedynie obie strony 


przez a, i otrzymałoby się w pierwszćj kwadrat z (ac + k). Lecz 
prościćj jest zrobić przypuszczenie b = 2k we wzorze [2]; ten 
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staje się : 


_=wzyiF=le, 
A 2a R 


albo, dzieląc oba wyrazy przez 2, 


—k + yè—a, 


[6] r= z 


Tak więc, dla znalezienia pierwiastków w tym przypadku, potrzeba 
wziąć połowę spółczynnika z x ze zmienionym znakiem, dodać i od- 
ciagnąć kolejno pierwiastek kwadratowy z liczby którą się otrzymuje 
odciagając od kwadratu z téj połowy wieloczyn spółczynnika x? przez 
wyraz niezależny, i ostatecznie dzieląc wypadki otrzymane przez spół- 
czynnik x?. Nie należy nigdy zaniedbywać wykonania tego upro- 
szezenia, kiedy się tylko jego możliwość przedstawi. 


271. ZASTOSOWANIA. 1° Niech będzie zrównanie : 


a? — Te -|-10=0; 


otrzyma się : 


2 Niech będzie zrównanie : 


3a? -+ tbc — kh0 = 0: 
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łatwo znaleźć : 


— 1 = Vyh9--3 40 —1TEy1369 —7+37, 
t = — LEK M ZE M; 
3 3 3 
| s= =n, 
3 
| sn =1—31__ 
SLA: SEC Sud BE 


3° Niech będzie zrównanie : 


Tæ? — 130 + 3 =0; 


znajduje się : 


/ 
g! — !13-+V/85 
13 =V1609—4.7.3 13/85, | 14 
BRT "ETERNZOEKW: METAI? 
K= T 


h° Niech będzie zrównanie : 


c? — 6g --9=0; 
znajduje się : 


MSZE 


c=3%/9—9—=3; Í p K (pierwiastki równe). 


50 Niech będzie zrównanie : 
212 — 14x -+ 20=0; 
znajduje się : 
aa UED, 
AR ETA ETE A 
h i U Pa EA, 
(pierwiastki urojone). 
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6° Niech będzie zrównanie literalne : 
(a? — bJa? — a p 8)r + a: — Lb =0. 
Wartość na z otrzymana za pomocą formuły [6], daje : 


re a? -- 2b* piee — (aż — b?) (a W). 
rę a? — b*, 


. jeżeli rozwiniemy rachunki znajdziemy że ilość pod radykalem 
sprowadza się do 94%%?, którćj pierwiastkiem jest 3ab. Więc, 


a? -+ 2 + 3ab 


|= B 
a? + 26% = 3ab, Cz 
a> — b >), 22% —3ab 
|= RZ. 


Zauważywszy teraz że licznik z” może się napisać 
a? -+ dab - ab +28, albo  a(a-- 2) bla + 2b), 
albo (ab) (a -- 2%); przeto uprościwszy, otrzymamy naprzód 


a--%, 
ESI A: 


g= 


a polóm, za pomocą tegoż samego sposobu, Í 


„L a 2b 
AE 


70 Weźmy jeszcze zrównanie ogólne 


Znosi się naprzód mianowniki; potóm przenosi się i sprowade 


http://rcin.org.pl 


ZRÓWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z J-.DNĄ NIEZNANA. 289 


wyrazy podobne; i znajduje się : 
a*b*x? + 2ab(3b — 2a)c + (3a? — Ahab + 8%?) == 
Stosując do tego zrównania formułę [6], otrzyma się : 


_ ab(2a — 3b) + V (ha? — 12ab + 96*) — a?b*(3a2 — Ahab + 863); 
WIEENEEPPAARASEESG" ŻY WADY p YNY 


albo, upraszczając : 


z — abl2a— 3b = Va? F ab HG] _ 2a — 3b = (a + b) 
a*b63 wz ab 


Zkąd, rozłączając pierwiastki : 


3a — 2b „__a— bb 
ad 0 BUDGET?" 


w = 


8” Weźmy nakoniec zrównanie ogólne : 


c+ka, c+b_a b 
Fa l z aRP RA! 


L—a 


Znosi się naprzód mianowniki, potćm przenosi, i sprawdza wyrazy 
podobne ; i znajduje się : 


(a — bpr? — (a? + b(a -H bje -+ abla + b)? = 


Ztąd : 
_(8+ bla + b) = p (a? -Hb*)(a—- b)? — hab (a -5)*(a— b)? 
2(a — b)? 
albo, 


(a-+5)| 2 +6 = y(a — 55 lab, 
2(a — b)? 
1.— 19 


http://rcin.org.pl 


290 ROZDZIAŁ XV. 


272. UWAGA. JESZCZE SŁÓW KILKA O PIERWIASTKACH UROJONYCH. 
Kiedy b? — bac jest odjemnóm, zrównanie 


(2ax -+ b)? = b* — hac 


nie przyjmuje rozwiązania dodatnego albo odjemnego, gdyż pier- 
wszy członek, będąc kwadratem zupełnym, nie może być równym 
liczbie odjemnej. 

Wszelako, zgodzono się przyjąć że zrównanie [1] ma dwa pier- 
wiastki przedstawione przez formułę 


— b+ yh — bac 
£ Z —, 
"u 


i że te pierwiastki są urojonemi. 

Łatwo jest sprawdzić, że podstawiając te wyrażenia nieznanćj, 
zrobi się zrównanie [1] tosamóm, byleby tylko traktowano te pier- 
wiastki kwadratowe z liczb odjemnych podług prawideł zwyczaj- 


nych algebry, i byleby uważano ich kwadraty jako otrzymujące 
się przez zniesienie radykala. Ten byłby rezultat, gdybyśmy zamiast 


y b6*— hac, 
napisali 
yhac — È y—1; 


co robi się zwykle, ażeby ilością urojoną do uważania w rachunkach 
był tylko y— 4. Wartości ua x biorą wtedy formę, 


SZW ERE y= , 
i wykonywa się rachunki na takich wyrażeniach jak gdyby y= 1 


był liczbą zwyczajną, mający za potęgi kolejno po sobie nastę- 
pujące 
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Wprowadzenie urojonych do języka algebraicznego pozwoli wy- 
słowić to twierdzenie ogólne : 

Zrównanie drugiego stopnia 


ax? -- bc +e = 0 
ma zawsze dwa pierwiastki rzeczywiste albo urojone dane przez formułę 


Tb E Yb — lac. 


SĘ 2a 


273. ZRÓWNANIE DRUGIEGO STOPNIA NIE MOŻE MIEĆ WIĘCEI NAD DWA 
PIERWIASTKI. Można wprost dowieść, bez uprzedniego rozwiązywa- 
nia, że zrównanie ogólne drugiego stopnia nie może mieć więcćj nad 
dwa pierwiastki, byleby tylko nie było w nićm : a= 0, b = 0, c = 0. 
Przypusćmy, w rzeczy samćj, że. zrównanie [1] ma !rzy pierwia- 
stki odrębne a, 6, y ; otrzyma się tosamości : 


( aœ -+ ba-- c =V, 
a6* + bE -H c =0, 
ay? +by+ © = 0; 


zkąd się wyciąga, przez odciąganie, tosamości : 


a(a* — 6) + b(a — 6) = 0, 


ala? — y*) + bla — y) = 0; 


albo, dzieląc jedną z tych tosamości przez (a — 6), a drugą przeź 
(x — y), co wolno jest uczynić (122) : 


afa 6) + 6=0, 
a(a Fy) Hb =0. 


Odciąga się jeszcze ostatnią równość od poprzedzającćj ; co daje : 


a(6 —y = 0. 
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Ponieważ (6 — y) nie jest zerem, więc ta równość dowodzi że a= 0. 
A zatćm, jedna z dwóch równości poprzedzających daje, b= 0; 
a jedna z trzech pierwszych daje, jako następstwo c =0. 


ROZTRZĄSANIE FORMUŁ, 


274. PRZYPADEK W KTÓRYM PIERWIASTKI SĄ RZECZYWISTE I NIERÓWNE. 
Widzieliśmy że, gdy (6% — bac) jest dodatnóm, zrównanie [1] ma 
dwa pierwiastki rzeczywiste i różne : 


o, —b— yh — hac > — b + y — hac 
a eae a a a A e E T aa 
2 2a 


Można przypuścić że a jest dodatnćm ; gdyż jeśliby takićm nie 
było, zmieniłyby się znaki wszystkich wyrazów; tym sposobem a 
stałoby się większćm jak zero. Mianownik dwóch pierwiastków 
jest więc dodatnym , i te pierwiastki mają znak ich licznika. Otóż 
c może być dodatnćm, zerem lub odjemnóm. Jeżeli c jest dodatném, 
(b? — Lac) jest mniejszćm jak 4*, a zatćm y 0% — Lac jest mniej- 
szém jak wartość bezwzględna na % : więc wyraz —b daje swój znak 
licznikóm : więc, w tym przypadku, dwa pierwiastki maja tenże 
sam znak, jaki jest przywiązanym do — b. Jeśli c jest odjemnćm, 
(6* — Lac) jest większem jak 4%; radykal jest więc większym jak 
wartość bezwzględńa ilości która go poprzedza, i ten radykal daje 
swój znak licznikóm; dwa pierwiastki są więc znaków przeciwnych ; 
i największym, w swćj wartości bezwzględnćj, jest z”, jeśli b jest 
dodatnóm, i z”, jeśli b jest odjemnćm. W przypadku szczególnym 
gdy c =0, yE — tac jest równćm wartości bezwzględnćj z b: 


przeto, «' = — , Aa c” =0, jeżeli b jest dodatnóm; x =ù, 
z” == = , kiedy b jest odjemnćm. 


275. PRZYPADEK W KTÓRYM PIERWIASTKI SĄ RZECZYWISTE I RÓWNE, 
czyli b? — Lac=0; wtedy wiadomo że oba pierwiastki są równemi 


aż © te pierwiastki mają więc znak przeciwny znakowi przywiąza- 
7 g 


nemu do b. 
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Można zauważyć że w tym przypadku, zrównanie ogólne [1] może 
się napisać : 


ar? + bar + | =0, 


albo 


‘Jego pierwszy członek jest kwadratem zupełnym, pomnożonym przez a. 

276. PRZYPADEK W KTÓRYM PIERWIASTKI SĄ UROJONE. Wiemy że 
Jeżeli (b? — kac) jest odjemnem, wtedy pierwiastki są urojone ; mo~ 
żna je napisać : 


— b= y — hac „_— b y0% — bac, 
2a Pia i ER Ea 2a ; 


—b . yb* — nhac 


aż %4) F —=686; stają się one : 


a, położywszy, 


t =a—f/- 1, 1=a+ey/-1. 


Pierwsza strona zrównania może, w tym przypadku, położyć się 
pod kształtem szczególnym, bardzo pożytecznym do poznania. 
W rzeczy samćj, ma się oczywiście : 


uż + bc-e=a(at->5 c+zj=a|*+ eta ra |- 


Otóż trzy pierwsze wyrazy, w drugim nawiasie, składają kwadrat 


f uL pa 
Z (z + Af a dwa ostatnie sprowadzają się do z . Więc 


zrównanie może się napisać : 


derajat] 
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Lecz = jest liczbą dodatną, którą można uważać jako kwa- 


drat z jéj pierwiastku kwadratowego. Więc można napisać : 


(+) + (57) |=" 


4 


Tak więc pierwsza strona jest wieloczynem przez a summy kwadratów 
z dwóch wyrażeń rzeczywistych. 

Ten kształt pokazuje jasno dla czego zrównanie, w tym przy- 
padku, nie przyjmuje żadnego rozwiązania ; gdyż nie ma liczby do- 
datnćj lub odjemnćj, któraby, podstawiona za æ w pierwszym 
członku, mogła go zniszczyć. 


277. TABLICA ROZTRZĄSANIA. Roztrząsanie poprzedzające jest stre- 
szczonćm w tablicy następującej : 


b< 0, dwa pierwiastki dodatne, 
b? — hac > 0. c>0 
b> 0, dwa pierwiastki odjemne, 


2 pierwiastki rze-) c = of jeden pierwiastek zero, drugi = — 2 ; 


czywiste i nie- 


rOTDE c<0 (awa pierwiastki ze znakami przeciwnemi. 


b — hac=0. / 

2 pierwiastki rze-4 a = x” = 
czywiste i rów- 
ne. \ 


A członek jest kwadratem 


— y: zupełnym. 


pahar XD. (v==—BV—1 


) 3 ( pierwszy członek jest summą 
2 pierwiastki uro- E TORV i l z dwóch kwadratów. 
jone. si 


278. UwaGi 4° Kiedy a i c są znaków różnych, pierwiastki są 
zawsze rzeczywistemi : gdyż (6% — kac) jest natenczas summą do- 
datną, 

2° Aby pierwiastki były równe i ze znakami przeciwnemi, dosyć 


+ 
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jest i potrzeba żeby było : b=0. W rzeczy samćj, jeżeli a i — « 
są dwoma pierwiastkami danemi, powinno być jednocześnie : 


da? + ba c=0, 
da? — ba c = 0; 


zkąd wyciąga się przez odciąganie : 
2ba = 0, 

albo, poniew a nie jest zerem, 
Er 


Warunek dany jest oczywiście dostatecznym. 
3° Można roztrząsnąć tymże samym sposobem zrównanie 


£? pe +q =0. 


WŁASNOŚCI PIERWIASTKÓW. 


279. TWIERDZENIE 1. Summa pierwiastków zrównania drugiego sto- 
pnia jest równą ilorazowi, ze zmienionym znakiem, spółczynnika x 
podzielonego przez spółczynnik x. | 

W rzeczy samćj, dodawszy do siebie formuły (2| numeru 269, 
otrzymamy : 


WE SRN 
[1] g pa = = 


280. TWIERDZENIE IL. Wiełoczyn pierwiastków jest równy ilorazowi 
wyrazu całkiem znanego, podzielonemu przez spółczynnik x. t 

W rzeczy saméj, pomnożywszy też same formuły jednę przez 
drugą, otrzymamy : 


R (—b— ybt —kac(— b4 yb% — hace) b — (P—hac) 
ıt = z z z = j 


3 
ha ha? 
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albo, 


a ; AMC 
[2] PZ: 


281. Uwaar. Te dwa twierdzenia mogą się dowieść a priori. Gdyż, 
przypuściwszy że z” i z” są pierwiastkami zrównania, 


aa? + bz + c =), 
mamy oczywiście dwie tosamości : 


( az? + bę! -+ c =0, 
| ar? 4b" +e=0; 
otóż, wyciąga się z tąd, przez odciąganie : 
a(x’? — z") pb — c”) = 0; 


a, dzieląc przez (z! — <”), 


aja! pa") +b=0, 


[1] a E 


Jeżeli zastąpimy & przez — a(z” -+ x") w pierwszćj z poprzedzają- 
cych tożsamości, otrzymamy : 


ac! = a(t p ana” p e= 0, 
kad : 
[2] CEL A 


Te dwa podania są bardzo ważne, a ich zastosowania liczne. 
Wskażemy z nich niektóre. 
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282. ROZŁOŻENIE PIERWSZEGO CZŁONKA ZRÓWNANIA DRUGIEGO STOPNIA 
YA CZYNNIKI STOPNIA PIERWSZEGO. Kiedy z” i z” oznaczają pierwiastki 
zrównania, 


[1] az? -+ bę +e = 0, 
mamy (281) : 


a 


(afma 


| c 
zz! = =. 
\ a 


< z ZAK; 
Dzieląc dwie strony zrównania [1] przez a, i zastępując — i Z 


przez wartości powyższe, jego piérwszy członek staje się ; 
x? — (x! 4 z")e + wia” 


wykonywając mnożenie i rozkładając na czynniki, kolejno otrzy- 
mamy : 

m — r'r — 2'r -4 r'ar", 

z(c — x') — z's — x"); 
albo, nakoniec, 


(z = z) (£ — z”). 


Tak więc, piórwszy członek zrównania drugiego stopnia, położonego 
pod kształtem, 


| TRAĆ c 
a? | EER 358 
jest wieloczynem z dwóch dwumianów stopnia pierwszego, równych 


przewyzce x nad każdym z pierwiastków. 
Jeżeli zrównanie dane jest kształtu : 


ac? br + c = 0, 
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to tylko po podzieleniu jego pićrwszćj strony przez a, można do 
niego zastosować rezuitat poprzedzający; a, zatćm, przed tém po- 
dzieleniem, pićrwszy członek jest równym 


a(c — z') (z — z”), 
283. ROZŁOŻENIE TRÓJMIANU DRUGIEGO STOPNIA NA CZYNNIKI STOPNIA 
PIERWSZEGO. Ważne poprzedzające twierdzenie stosuje się bezpośre- 
dnio do rozłożenia trójmianu drugiego stopnia : lecz to rozłożenie 


może się wyprowadzić prościćj innym sposobem. 
Uważmy, w rzeczy samćj, trójmian : 


ax? -- bę +e; 
mamy jednako : 
M adj aoetestj=of(o 45a) 


2 
otóż, można zastąpić (; — A przez wyrażenie jednako równe, 


BZ 2 2 
w h aj > 


przez to podstawienie, wyrażenie [1] staje się wieloczynem a przez 
różnicę dwóch kwadratów, to jest : 


CDACZEM 


Otóż, wiemy że różnica dwóch kwadratów równa się wieloczy- 
nowi z summy pierwiastków przez ich różnicę; a, zatóćm, wyrażenie 
poprzedzające, równoważne trójmianowi ax? -- bz -H c, może się 
napisać : 


NĄ >= W PO: 
a(z Ei aT hè B ( hi 233% ha? c) ; 
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albo, co wychodzi na jedno, 


| —b— yb? — hac —b+ y b — bacy, 
o(a -TEn | („ - SDE , 


i rozpoznaje się tu wyrażenie znalezione powyżćj, 
ale — z!) (c — a”). 


Ta formuła, jakimkolwiek bądź sposobem do nićj przyjdziemy, 
stosuje się oczywiście do przypadku w którym z’ i z” są urojo- 
nemi (257); lecz, w tym przypadku, dwa czynniki (£ — <"), (£ — z”), 
nie mają żadnéj wartości arytmetycznćj, i nie będziemy mieli spo- 
sobności użycia ich. 

Zowią się zwykle pierwiastkami trójmianu ax? -H bx +-©, liczby 
które, podstawione za z, sprowadzają go do zera, to jest pier- 
wiastki zrównania 


ac? -+ bs + c =0. 
A więc, dla rozłożenia trójmianu na czynniki piórwszego stopnia, 


oznacza się jego pierwiastki, odciąga sie każdy z nich od x, i mnoży 
się przez a wieloczyn z różnic. 


284. Twierdzenie poprzedzające pozwoli jeszcze znaleźć związki 
udowodnione powyżćj (279, 280 i 281) pomiędzy spółczynnikami 
a pierwiastkami zrównania 

az? -+ br +e =0. 
W rzeczy samćj, w dwóch trójmianach tosamych (283) 
aa? ba e, ac —x)c—w') 


albo 


ax? — alx ++ r')z kacu”; 
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spółczynniki różnych potęg «© powinny być też same; jest więc 


b =— a(x 4x") i: c=acxv', 
zkąd 
t LA b d ym 
c -+-a =—ą | a= 


Są to właśnie związki szukane. 
Odwrotnie, ze związków 


b 
THs =y v= 
wyciąga się 
b= — alz 1"), enr i 


i, następnie 


az? -+ bc 4- c = ar? > alr + x')r--avx" 
ajz? — (© + x") -+ r'r] 


= a[z(z — z’) — r (c — z')) 


= a(z — x') (z — q"). 


Trudno jest znaleźć dowodzenia prostszego i naturalniejszego. 


285. ZAGADNIENIE. Własności numeru 283 dostarczą bezpośrednio 
zrównanie stopnia drugiėgo, które dozwoli rozwiązać zagadnienie 
następujące : Znaleźć dwie liczby których summa i wieloczyn sa dane. 

Niech będą, w rzeczy samćj, S summa dwóch liczb, a P ich wie- 
loczyn ; te dwie liczby są pierwiastkami zrównania 


z? — Sz + P = 0; 
gdyż summą tych pierwiastków jest S, a ich wieloczynem jest P. 


Łatwo jest, wreszcie, dać zrównaniu kształt, który pokazuje, 
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a priori, przyczynę tego wypadku; można, w rzeczy samćj, napisać 
je tym sposobem : 


P = Sr — z, 


albo P = x(S — z); 
l , 


zkąd widzimy że, dla rozwiązania tego zrównania, dosyć jest znaleźć 
dwie liczby z i S — z, których wieloczynem jest liczba dana P; 
a których summa x + S — z, równa się oczywiście S. 

286. OZNACZENIE, A PRIORI, ZNAKÓW PRZYWIĄZANYCH DO PIERWIAST= 
KÓW RZECZYWISTYCH DRUGIEGO STOPNIA. Związki, które dają summę i 
wieloczyn dwóch pierwiastków (281), pozwalają oznaczyć ich znaki, 
nie rozwiązując zrównania. 


Widzimy, w rzeczy samćj, podług znaku ich wieloczynu = , czy 

pierwiastki są tego samego albo znaków przeciwnych. W pierwszym 
b ASK Pr 
przypadku, znak sammy — z nauczy, czy te pierwiastki są oba 
dodatne, albo oba odjemne. W drugim przypadku, jeden jest do- 
3 ` GH i 

dainym a drugi odjemnym; i znak — q daje poznać znak tego pier- 
wiastku którego wartość bezwzględna jest największą. 

PRZYKŁAD. Pierwiastki zrównania, 


a — 30 — h =Ù, 


są znaków przeciwnych, gdyż ich wieloczyn jest — 4; i największym 
z nich jest pierwiastek dodatny; gdyż ich summa jest dodatną i 
równą 3. 

Uwaca. Przed zastosowaniem prawideł poprzedzających, potrzeba 
zapewnić się ze pierwiastki są rzeczywistemi. Prży rozważaniu, na 
przykład, zrównania, 


z? — 3s -- 10=0, 
możnaby (281) brać oba pierwiastki jako dodatne ; gdyż ich wielo- 


czyn 10 jest dodatnym, jakoteż ich summa 3; gdyby wyrażenie 
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(b2 — hac) jako równe — 31, pierwiastków tych niewątpliwie uro- 
jonemi nie czyniło. 

287. ZAGADNIENIE. Twierdzenie rozwinięte w numerze 283, z któ- 
rego robi się, z resztą, użytek ciągły w analizie, pozwoli rozwiązać 
bezpośrednio pytanie następujące : Z formować zrównanie drugiego 
stopnia którego pierwiastki są liczbami danemi a i B. 

Zrównanie żądane jest oczywiście : 


(Z — a) (z — B) =0, 
albo, az? — (2 + B)r -+ af = 0; 


a wreszcie postrzega się, a priori, że pierwszy członek (z — a.) (z — B) 
niszczy się dla z = ai dla z =. Widzimy także że spółczynnik 
x jest równy summie pierwiastków, wziętćj ze znakiem prze- 
ciwnym, i że wyraz całkiem znany równa się wieloczynowi z tychże 
pierwiastków. 

PRZYKŁADY. Jakie jest zrównanie drugiego stopnia, kótrego pier- 
wiastkami są 2 + y3 i 2— y3? 

Summa pierwiastków jest 2-+ y3-+2— y3 =4, 
a wieloczyn (2-Hy/3)(2—y3)=1—3=4; 
zrównanie żądane jest, przeto, 


a? — az 41 =0. 


Podobnież, zrównanie drugiego stopnia, którego pierwiastkan:i 
są (a+b) i (a —%), jest: 

z? — dar -4 aż — P= D. 

288. ZAGADNIENIE, Własności pierwiastków pozwalają jeszcze roz- 
wiązać kwestye takie jak następująca : Znaleźć, nie rozwiązując 
zrównania drugiego stopnia, summę kwadratów i summę sześcianów 
1ego pierwiastków. 

Mamy, w rzeczy samćj, związki : 


[A] dami, EZ = 
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Jeśli podniesiemy dwa członki pierwszćj równości do kwadratu, 
i odeiagniemy stronami drugą podwojoną od pierwszćj, znaj- 
dziemy : 


b? — dac 


[2] Ppr —— 


aż 


Jeżeli podniesiemy do sześcianu dwa członki pierwszćj równości, 
otrzymamy : 


[3] z3--3r*z u” - 30 z?--z8=— 
lecz, ponieważ mamy : 


| k 
[4] 3r a pwe = seee pan Ź, 


a więc, odciągając stronami [4] od [3], otrzymamy : 


3abc — b 
EZ 


[5] += 


289. INNE ZASTOSOWANIE. Można także rozwiązać zagadnienie na- 
stępujące : Znałeźć związek który powinien istnieć pomiędzy spółczyn- 
nikami zrównania, aby pierwiastki sprawdzały zwiazek dany, 

mr -4 nr” =l. 

Mamy, w tym przypadku, oprócz relacyi danéj, któréj kształt 
może się zmieniać, dwa związki stałe, 

r -pa =— z BEA) 
rozwiąże się więc pytanie, rugując x’ i z” pomiędzy trzema zrów- 
naniami. Otóż dwa pierwsze, które są stopnia pierwszego, dają (211) 
ı— Utin F bm+al . 


da L 8 a(m=n)* 
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a, podstawiając te wartości w trzecićm, otrzymuje się związek szu- 
kany : 
(al + bm) (al - bn) + ac (m — n} = 0. 


290, INNE ZASTOSOWANIE. Znaleźć zrównanie drugiego stopnia, któ- 
regoby każdy pierwiastek był w związku danym z każdym z pierwia- 
stków zrównania danego drugiego stopria, 


az? bi -H c=0. 


Na przykład, żąda się otrzymać zrównanie przekzstałcone które- 
goby pierwiastki były równemi pierwiastkom równania danego, 
pomnożonym przez m. Oznaczywszy nowe pierwiastki przez y” iy”, 
mamy dwa warunki : 


z kąd wyciąga się : 
y' ry zmia” u") =— —, 


c oł 
i yty! = maa =m*-. 
da 


Znając summę i wieloczyn pierwiastków, tworzy się (285) bez- 
pośrednio zrównanie żądane, 


ay? + mby +- m*e = 0, 
ROZBIOR PRZYPADRU SZCZEGÓLNEGO ZASŁUGUJĄCEGO NA UWAGE. 
291. PRZYPADEK w KTÓRYM 2 = 0. Kiedy w zrównanu 


as? > br 4- c = 0,: przypuszcza się że a przybiera wartość zem, 
formuły, 


, —Ł=ybi=hu 


x! = z! =P + y b — hac A 


2a WE 2a 
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stają się : 


pact i ia 
to jest, jeżeli b jest dodatném, 
PE at p z" =0, 
U 0 
> lub, ieżeli b jest odjemnóm, 
4 „_ — 2b 


Tak więc jeden z pierwiastków przedstawia się pod kształtem nieo- 
znaczonym, a drugi pod kształtem nieskończonym. Z drugiéj strony, 
zrównanie dane staje się: 


ba -- c=0; 


to zrównanie jest stopnia pierwszego, i przyjmuje tylko jedno ro- 
związanie : 


ai 


Formuły ogólne zdają się więc, w tym przypadku, być błędnemi. 

Zauważmy naprzód że, gdyby rzeczywiście i tak było, nie należa- 
łoby jeszcze nie wnioskować przeciw rozumowanióm które nas do 
tego przywiodły ; gdyż te rozumowania przypuszczają wyraźnie (268) 
że a nie jest zerem. 

Wszelako wartości na z” i z” zadosyć czynią zrównaniu danemu, 
jakićmkolwiek jest a; więc kiedy to a dąży do zera, jedna z nich 
musi się zbliżać do rozwiązania zrównania 


bz -Hc=0 


I ta wartość oczywiście, jak to zaraz sprawdzimy, przedstawia się 
1. —20 
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pod kształtem 4 Uważmy, w rzeczy samćj, przypadek w którym ġ 


jest dodataćm. Mamy : 


—6+ yB=iu 
2a i 


p 


> k— 


Mnożąc oba wyrazy tego ułamku przez wyrażenie —b — y — hac. 
które nie staje się zerem dla a = 0 , otrzymamy : 


2a(— b — yÈ — hac) | 


M" 


wykonawszy mnożenie wskazane w liczniku, gdzie znajduje się wie- 
loczyn z summy dwóch liczb (= b- y? — hac) przez ich różnicę 
(—b— ylF—gGac), będzie : 


p pali a e MĘ MSUK. L OMES 
"  2a(—b— yb— tac  2da(—b= VP — hac 
20 


zb PR te" 
i, pod tym kształtem, jest rzeczą oczywistą że, gdy a dąży do zera, 
z" zbliża się do wartości — a albo do — 7 : 

Co się tyczy wartości - <’, ta wzrasta widocznie bez granicy 
kiedy a zmniejsza się, ponieważ licznik dąży do — 2%, w czasie gdy 
mianownik dąży do zera. 


292, UwAGA I. Kiedy w zrównaniu 
[1] ac? -+ be + c=0, 


a jest bardzo małem względem współczynników b i e, jeden 
z pierwiastków tego zrównania różni się mało od — 5 , a drugi jest 


niezmiernie wielkim. To podańie wynika widocznie z téj uwagi że, 
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kiedy a dąży do zera, jeden z pierwiastków dąży do — 5 , a drugi wzra- 


sta nieskończenie (291). 

Na końcu I tomu naszego dzieła wskażemy łatwe sposoby do ich 
wyrachowania. (Zobacz, w tomie I, rozdział ostatni : Rachunki li- 
czebne.) 

293. Uwaoa II. Przypadek w którym c jest bardzo małóm przed- 
stawia też same trudności jak przypadek w którym a. jest bardzo 
nałóm; przywodzi się on do tegoż przypadku, położywszy w zró- 
wnaniu [1], 


zkąd 
styto=o, 
albo. znosząc mianowniki, 


cz? --bz H a =0; 


raz wyrachowawszy z, z się wyprowadzi za pomocą formuły 
poprzedzającćj. 


WŁASNOŚCI TRÓJMIANU DRUGIEGO STOPNIA. 


294. DEFINICYA TRÓJMIANU DRUGIEGO STOPNIA. Trójmian drugiege 
stopnia jest wielomianem o trzech wyrazach, kształtu ogólnego 


az? be + e; 


a, b, e przeds.awiają w tym trójmianie liczby stałe, dodatne lub 
odjemne, dane a priori; z przedstawia liczbę zmienną, zdolną 
przyjąć wszelkie wartości możebne. Kiedy daje się zmieniać wartość 
przypisywana na z, wartość trójmianu zmienia się i przechodzi przez 
różne stany wielkości które pożytecznie jest badać. 
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Powiedzieliśmy już (283), że się nazywa zwykle pierwiastkami 
trójmianu, pierwiastki zrównania które się otrzymuje robiąc trój- 
mian równym zeru. Te liczby mogą być rzeczywistemi lub urojo- 
nemi; wiadomo że oznaczywszy je przez « i z”, trójmian będzie 
przedstawionym przez wieloczyn : a(z — g')(x = z”). 

295. TWIERDZENIE I. Kiedy pierwiastki x, x” trójmianu są rzeczy- 
wistemi i nierównemi, to podstawienie za x liczby zawartćj pomiędzy 
niemi, nada wartości trójmianu znak przeciwny znakowi jego pierwszego 
wyrazu ; podstawienie zaś za x liczby nie zawartćj pomiędzy pierwia- 
stkami, nada wartości trójmtanu znak jego pierwszego wyrazu. 

W rzeczy samćj, jeżeli przypuścimy % < u”, wszelka wartość 
dana dla z i zawarta między w i z”, uczyni (z — ©) dodatnćm 
a (x — x") odjemnóm : ta wartość zrobi więc odjemnym wielo- 
czyn (x — (cz — x"); daje ona, zatćm, wieloczynowi a(z — £')(z—1') 
znak przeciwny znakowi a, lub co na jedno wychodzi, znakowi 
aa”. Jeżeli, przeciwnie, wartość przypisana dla z jest mniejszą 
jak z’ albo większą jak z”, czynniki (x — z’), (£ — z”) są oba od- 
jemne lub oba dodatne; ich wieloczyn jest dodatnym, i trójmian 
alz — z')(c — z”) ma tenże sam znak jak a. 

296. TWIERDZENIE II. Kzedy pierwiastki trójmianu są rzeczywistemi 
i równemi, trójmian jest zawsze tegoż samego znaku jak jego pierwszy 
wyraz, jakąkolwiek byłaby wartość przypisana dla x, wyjąwszy wur- 
tość która go uczyni zerem. 

W rzeczy samćj, wiemy (275)że, w tym przypadku, trójmian 
przyjmuje kształt : 


a(z -- Z)” 


Otóż kwadrat jest zawsze dodatnym, jakąkolwiek byłaby wartość 
æ; więc trójmian ma zawsze znak a. Wszakże należy zrobić 
wyjatek dla wartości z = — ż „ która niszczy trójmian dany. 

297. TWIERDZENIE UI. Kiedy pierwiastki trójmianu sa urajoremi, 
vartość trójmianu ma zawsze, jakiemkolwiek byłoby x, znak jego pier- 
wszego wyrazu. 

Gdyż widzieliśmy (276), że w tym przypadku, trójmian jest wie- 
loczynem z a przez summę kwadratów dwóch liczb rzeczywistych, 
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z których jeden nie jest nigdy zerem. Ta summa będąc zawsze do- 
datną, wieloczyn jest koniecznie tegoż samego znaku jak a. 


298. Uwaca. Trzy twierdzenia poprzedzające mogą się zamknąć 
w jednóćm wysłowieniu : 7rójmian ax*-|-bx -+c jest tegoż samego 
znaku jak jego pierwszy wyraz, wyjąwszy kiedy wartość, przypisy- 
wana dla x, jest zawartą między pierwiastkami. 

Domyśla się wtedy że, w przypadku pierwiastków urojonych, z nie 
może być nigdy zawartem między nićmi, trójmian więc ma zawsze 
znak swego pierwszego wyrazu. 


299. Możnaby jeszcze to twierdzenie ogólne tym sposobem udo- 
wodnić : 


'TWIPRDZENIE OGÓLNE. 7rójmian 
aa? |- ba c 


jest tegoż samego znaku jak jego pierwszy wyraz, wyjąwszy kiedy 
zrównanie 


ac? |- bz 4e =0 


ma swe pierwiastki rzeczywiste i gdy zarazem x jest zawartóm między 
tómi dwoma pierwiastkami. 
Rozróżnia się trzy przypadki, podług tego jak zrównanie 


aa? -- be -Fc=0 
ma pierwiastki urojone, rzeczywiste i równe, albo rzeczywiste 


i nierówne. 
10 Kiedy pierwiastki są urojonemi, oznaczając je przez 


«a —€/—1 i a-LEy—1 
mamy 
ar? ba | c =a[e — (a —6Y—1)][c — (-+6yp—1)] 


=d|(c—a) +6 y= 1jl(c=«o) —6y—1] 
=a|(x — a)? + ê]. 
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Trójmian jest wtedy wieloczynem z a przez summę dwóch kwadratów, 
jest więc, jakićmkolwiek badź byłoby z, tegoż samego znaku jak a. 

2 Kiedy 5* — łac jest zerem, to jest kiedy dwa pierwiastki z’ i z” 
zrównania, 


az? -+ br -+ c=0 
równémi, mam y 
ac? + bx + c = ale — 1'*; 


i widzimy że wszelka liczba, prócz «', podstawiona za z zrobi 
trójmian tegoż samego znaku jak a, 


3° Nakoniec, kiedy pierwiastki æ’ i z” są rzeczywistćmi i nieró- 
wnómi, mamy 


az? -+ br -- c = a(s — z(z — a"); 


wszelka liczba zawarta pomiędzy z' i z” zrobi czynniki 


znaków przeciwnych ; wieloczyn z tych dwumianów jest więc od- 
‘jemnym, i wyrażenie 


a(e — rye — a’) 


jest znaku przeciwnego z a. 


Wszelka liczba wyższa od największego z dwóch pierwiastków 
x', z", albo niższa od najmniejszego, zrobi czynniki 
n 


c—z, gp— y 


tegoż samego znaku; wieloczyn z tych dwumianów jest więc do- 
datnym, i trójmian 


- alg — x') (x — zx") 


zachowa znak a. 
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300. INNE DOWODZENIE. Nakoniec, przedstawimy jeszcze następu- 
jace dowodzenie tego twierdzenia : 


Załóżmy sobie zbadanie sposobu podług którego zmienia się 
trójmian 


t y=a br +6, 


jeżeli jednocześnie przypuśeimy wzrastanie ciągłe ilości zmiennćj 
xz od — æ aż do + ». 


Położywszy naprzód 


formuła (1) daje kolejno 


G c 
y =a (2-425): 
(2) y =o? + pa +4). 
Rozróżnimy trzy przypadki : 
15 T —q>0. Zrównanie y = 0 ma swe pierwiastki rzeczywiste 
i nierówne. W tym przypadku, formuła (2) daje 


[eg +] 


q jest dodatnym, można je więc położyć równym ilości rzeczy- 
wiście dodatnćj X, i formuła poprzedzająca daje 


y=a|(c+5) e] 


Ta równość pokazuje że trójmian y jest różnicą dwóch kwadra - 
tów ; temi kwadratami są [6 a P 


[3] 


p 


l 


(4) 


z mj i yo)”; znak-+ 
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położony pod radykalem odpowiada przypadkowi w którym a jest 
dodatnóm, znak zaś — przypadkowi w którym ilość a jest odjemną. 

Trójmian y może jeszcze położyć się pod innym kształtem. Zrów- 
nanie (3) można napisać 


czyli, oznaczając przez z i z” pierwiastki zrównania y = 0, 
(5) y=a(z— x) (z —u'). 


Po tém przekształceniu, przypuśćmy a > 0, i powróćmy do for- 
muły (4), 


(4) yza| (+5) =e]; 


Jeżeli poczniemy zmieniać æ od — œ aż do AA. 


T y musi uby- 


wać, gdyż jeden wyraz zmienny (+8) ubywa i niszczy się dla 


I= 5: Jeżeli x nieprzestanie wzrastać, wyraz (z + 5) musi 


wzrastać i przejdzie, dla wartości z równooddalonych od — B 


przez też same wartości jak uprzednio; tak że najmniejsza wartość 
jaką może przyjąć y odpowiada dla ilości c=—5 , to jest dla po 
łowy summy pierwiastków zrównania y = 0. Tą wartością jest — a}; 
zresztą, dla z = + », y równa się ilosci nieskończenie wielkićj. 

Dla a = 0, y jest zawsze zerem. 

Nakoniec łatwo jest dostrzedz, nie potrzebując napróżno powta- 
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rzać wskazanego powyżćj roztrząsania, że, dla a < 0, y wzrasta 


od — æ aż do — ak, kiedy z zmienia się od — >o do — 5, potem 


ubywa od — a}? aż do — œ kiedy x zmienia się od — Ę do +æ. 


2 
2° Przypuśćmy E — q =l. Zrównanie y = 0 ma swe pierwiastki 


równe. W tym przypadku, można napisać jak wyżéj 
AP = Bi = E 
y =a(z* + pe -|- 4) =a| (2+3 m TAk 


Lecz ponieważ are s 0, 


r= afr)! 


Trójmian y jest więc kwadratem zupełnym jeżeli a jest dodatnóm 
i kwadratem zupełnym wziętym ze znakiem przeciwnym jeżeli a jest 
odjemnóm. 


Jeżeli z zmienia sięod — oo do — 5 , to jest do połowy summy pier- 


wiastków, to y ubywa jeżeli a jest dodatnćm, wzrasta zaś w przypadku 
przeciwnym ; jeżeli © zmienia się od — 5 do -++ œ, to y wzrasta 
jeżeli a jest dodatnóćm, ubywa zaś w przypadku przeciwnym. 

3° Przypuśćmy p —q < 0. Zrównanie y = 0 ma swe pierwiastki 


urojone Mamy zawsze 


2 2 
y=a|(e+5) -7 +4]: 
2 
Lecz ponieważ T —q < 0, można położyć 


—T49=-(E-9=—(-9=R; 
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będzie wtedy 
żę ONE 
y=a |(-+ A +} 


i w tym przypadku widzimy że y, nie zważając na znak, jest summą 
dwóch kwadratów z których jeden nie zamyka ilości z; to też y 
nie może się zniszczyć dla żadnćj wartości przypisywanćj tćj literze : 
to tłumaczy dla czego, w tym przypadku, zrównanie y=0 nie 
przyjmuje żadnego rozwiązania. 

Zmiany y rozpoznają się w tym przypadku jak w pićrwszym. 
Z tego roztrząsania wynika wiele wypadków ważnych : 

4° Jeżeli zrównanie y= 0 ma swe pierwiastki rzeczywiste, trój- 
mian y, dla swych pierwiastków «' ix”, przechodzi dwa razy przez 
zero ; jest on tegoż samego znaku jak jego pićrwszy wyraz az? kiedy 
x nie jest zawartćm pomiędzy pierwiastkami, co łatwo postrzega 
się na formule 


y =afc—x') (c—x'). 


Tenże trójmian jest znaku przeciwnego ze swym pierwszym wyra- 
zem kiedy « przybiera różne wartości pomiędzy pierwiastkami z’, 
x”; wtedy jest on różnicą dwóch kwadratów. 

20 Jeżeli zrównanie y = 0 ma swe pierwiastki równe, trójmian y 
jest zawsze tegoż samego znaku jak jego pierwszy wyraz az, wy- 
jawszy kiedy æ staje się równćm jednemu z pierwiastków : jest on 
kwadratem zupełnym. 

3 Jeżeli zrównanie y==0 ma swe pierwiastki urojone, trój- 
mian y przechowa zawsze znak swego pierwszego wyrazu; jest on, 
nie zważając na znak, równy summie dwóch kwadratów. 

To dowodzenie pilnćj uwadze uczącćj się młodzieży polecany. 

304. ZASTOSOWANIE DO NIERÓWNOŚCI DRUGIEGO STOPNIA. Mówi się 
że nierówność jest drugiego stopnia, kiedy można ją wyrazić pod 
jednym z dwóch kształtów, 


AŻ -Br-LC>0, Aa?+Br+-6 < 0; 


A, B, C oznaczają liczby dane, dodatne lub odjemne ; z jest liczba 
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nieznaną, którćj granice potrzeba wyznaczyć w taki. sposób aby 
zadosyć uczynić nierówności tę nieznaną w sobie zawierającćj. 

Twierdzenia poprzedzające mogą nam posłużyć do rozwiązania 
tćj ważnćj kwestyi. 
PRZYKŁAD I. Niech będzie do rozwiązania nierówność : 


i 
3a + 50 3 < 0. 


Równając pierwszy członek zeru, znajdujemy na pierwiastki : 
Su OEP: M ATA ; 
eh 2 — z Pierwiastki te są rzeczywistemi i nierównemi ; aby 
więc nierówność była sprawdzoną, to jest aby pierwszy członek 
był znaku przeciwnego ze swym pierwszym wyrazem, potrzeba żeby 


wartość na « była zawarta pomiędzy m i — %» albo żeby 


było : 


1 


h vJ — 
= gie 


PRZYKŁAD II, Niech będzie jeszcze nierówność ; 


— 9 46r — 2” < 0, 


W tym przypadku, pierwiastki trójmianu są rzeczywistćmi i rów- 
némi 3; jego pierwszy wyraz — 2? jest odjemnym; więc nierów- 
ność będzie sprawdzoną przez wszelką wartość przypisywaną dla z, 
wyjąwszy wartość 1 = 3, która przekształca nierówność na rów- 
ność. 

PRZYKŁAD III. Niech będzie nakoniec nierówność : 

q* — 31 +- 1 > 0. 

W tym przypadku, pierwiastki trójmianu są urojonćmi ; a, ponie- 

waż jego pierwszy wyraz jest dodatnym , więc jakakolwiek bądź 


wartość na z zadosyć czyni nierówności. 
302. UwaGA. Zobaczymy w dalszym ciągu, że teorya nierówności 
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służy często, w roztrząsaniu zagadnień, do oznaczenia warunków ich 
możebności. 


ĆWICZENIA. 


I. Rozwiązać zrównanie : 


. 1 e 1 
U Haka?” =a—(1—a-a?>. 


Pa” i |. a fa?—HĄ? 
Znajdujemy : c=" 5 (Fa) a 
x 1— ax 1-- ba __ 
II. Rozwiązać zrównanie : Urio PATI = 4 
4 2a 
jdujemy : =+*> AL 
Znajdujemy : © = + > YA pmi; 


III. Rozwiązać zrównanie : 


Vaa —ac+-V (1 — 2)? + a=. 


Znajdujemy : c =+92 YA (1 —a) (1 i 5): 


i %=0; 


które nie odpowiada zrównaniu, chyba po zmienieniu znaku jednego z ra- 
dykalów. 


EAs 21x3 — 16 w 
IV. Rozwiązać zrównanie : os — — 70 = 5. 
; . 2 
Znajdujemy : =2, GR = ft 


V. Rozwiązać zrównanie: 


mqx? — mna + pqr — np =0. 
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PE af» n P 
Z : == pil — _„ E 
najduje się o = q” w = 


VI. Rozwiązać zrównanie : 


1 1 4 
a SĘ Zza sie 7) 
Znajduje się : = 5 kę + vs) . 
Vi. Rozwiązać zrównanie : 
= 20—8V GEST 
V a? «v +6 = 3 íi 
3 Va? + a +-6 


Bierze się V x? ++ w -+ 6 za nieznaną posiłkową, i znajduje się : 


026, a" =—6; 


—1= VM 
i, oprócz tego, eski e 


które to pierwiastki nie odpowiadają równaniu, chyba że (się weźmie radykal 
ze znakiem — . 


VII. Rozwiązać zrównanie : 


PPWE V= + 7a 


Znajduje się : Gai 5, 
i, oprócz tego, =+ h4 V?, 


które to pierwiastki odpowiadają, jeżeli się weźmie radykal ze znakiem — . 


IX. Rozwiązać zrównanie : > 


Qa? +- 30 — 5 V 2a? 30 + 94-38 = 
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Bierze się 2%? + 3% za nieznaną posiłkową, i znajduje się : 


0 =8, gg! = — 5 : 
oraz dwa pierwiastki urojone. 
X. Rozwiązać zrównanie E 
a? + V 5w-pa? == 42 — Ba. 
Bierze się V x? -+ 5w za nieznaną posiłkową, i znajduje się 


d = l, 0" = 9; 


—5+4V2334 
i, oprócz tego, a= SEYR y 


pierwiastki odpowiadające przypadkowi w którym radykal ma znak — . 


XL. Rozwiązać zrównanie : 


OREW ZAC YV 
i—vi=a" t+vi=ai " ©. 
Znajduje się : 
c=+5 


XII. Rozwjązać zrównanie : 


VAF — V 0—0} = V — a). 


1+’ 

Polożywszy : z= T 
sdn 1+ V5 zm —4 
znajduje się : z= 2 ; OBA, 


XIII. Rozwiązać zrównanie : 
g? 2 _, p © Ç% a 
m, z e a E 
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Przekształca się to zrównanie na następujące : 


aer aa i Tr 1 
Ę Ja V u(E+i 


i znajduje się : q= fa; ct=——:. 


XIV. Rozwiązać zrównanie : 


(22) =1+ 5. 


a=w 


Znajduje się : =á (a Æ T ): 


XV. Rozwiązać zrównanie : 


Va+«c+-V b+a+kRV ca =0. 


Znajduje się : ©= 


XVI. Rozwiązać zrównanie : 


Vapa+VvbFa+V cpa+V dĘa =0. 


Położywszy : a + b+ c + d= Ia, a?*--b* + c? +- d* = Va, 
| B+b+c+Bzzo, atp b p ci H =za, 


abc + abd + acd + bcd = Zabc, 


znajduje się : 
c= 


XVIL. Rozwiązać zrównanie : 


42? — fam? — 2e(a + y)æ — ak? } z — ka? = 0; 
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— (a + b +o) E2V a? + b? += c? — ab — ac—kbc 
Ba 50 << ER, SR o 


23a! — 83a. za3 + 9(za?)? — 6(za)?, 34? + (Za)! — 168abcd 
8f 143243 — 934. za? + (2a)? | 


320 ROZDZIAŁ XV. 
i wyciągnąć z tego zrównania wartości na z które odpowiadają dla 


2ca 
c= S 
AS | 
2 
Znajduje się : s = SE ,zł=— e ; 


XVIII. Utworzyć summę czwartych potęg i summę odwrotności czwartych 
potęg pierwiastków zrównania 


aa? + bo + c = 0. 


bi — habe + da?c? 


Znajduje się : gi! oli = z 


1 1 bi — habe + da?c* 


wt gm = i 


XIX. Znaleźć warunki konieczne, żeby ułamek, 


Aa? + Ba + C 
Aa Bu FO? 


byl niezależnym od z. 

Znajduje się warunki : 0 "BSG 

"To ćwiczenie było już dawnićj przedstawione, lecz bez żadnćj odpowiedzi ; 
przyłączona obecnie odpowiedź trudność przy rozwiązaniu zadania znakomicie 


ułatwia. . 


XX. Dowieść że, jeżeli mamy : 


Aa? + Br-+-G _ Ay-kBy++C _ Az? + Bz + C 
a +-Bur+-  ANy?++By+C' AHB O’? 


dwie ze trzech liczb są między sobą równe, byleby nie było : 
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Opiera się, jak w ćwiczeniu poprzedzajacćm, na tém, że zrównanie drugiego 
stopnia ma tyłko dwa pierwiastki. 


XXI. Znaleźć warunki konieczne, aby ułamek, 


Ay? Bzy + a? p D'y ET HE ?’? 


był niezależnym od «© i od y. 
Tu także, zarówno jak w ćwiczeniu XIX, załączamy odpowiedź. 
Znajduje się warunki 


Należy rozebrać przypadek szczególny, w którym A=0, A =0. 
XXII. Znaleźć związek wymierny który powinien istnieć pomiędzy a, b, e, 
a, b', c, aby dwa zrównania : 


ax? +-ba-c=0, da + bwe =0, 


miały pierwiastek spólny. Pokazać że w tym przypadku, pierwiastki mogą się 
wyrazić bez radykali. 
Związek jest : (ac' — ca')? = (ab' — ba’) (bc — cb') ; 


A ca — ac 
a pierwiastek spólny : B= zapa * 
XXII. Rozwiązać zrównanie : 
V OTa + $w? SYE wz 28 
15 y zu 3V 27a + 8a 5 Va 


3a(3 + VD) 
Znajduje się : c= EZM 


XXIV. Dowieść że zrównanie : 
(b? — hac) a? + 2(2ac' + 2ca' — bb'jæ + (b? — kac) = 0, 


ma zawsze swe pierwiastki rzetelne, kiedy (b? — 4ac) jest odjemném. 
1.—21 
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Nie ma potrzeby dowodzenia tego, jak tylko w przypadku kiedy (b? — 4a'c') 
jest także odjemnóm. Położy się wtedy : b? — hac = —a?,b2—-ha'c = — «2; 
i dowiedzie się żeilość która, w wartościach na æ, jest położoną pod radykalem, 
stanowi wieloczyn dwóch czynników, z których każdy jest summą dwóch 
kwadratów. 
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ZRÓWNANIA O JEDNEJ NIEZNANEJ DAJĄCE SIĘ PRZYWIEŚĆ 
DO ZRÓWNAŃ STOPNIA DRUGIEGO. 


ZRÓWNANIA DWUKWADRATOWE. 


303. ROZWIĄZANIE ZRÓWNAŃ DWUKWADRATOWYCH. Zrównanie 0 jednćj 
nieznanćj zowie się dwukwadratowćm, kiedy to zrównanie zawiera 
w sobie tylko kwadrat i czwartą potęgę nieznanćj. Da się ono zawsze 
przywieść do kształtu, 


[1] axi +- ba? 4e = 0. 
Jeżeli się weźmie < za nieznaną, to zrównanie staje się drugiego 
stopnia. Gdyż położywszy : 1% = z, mamy: zł = z2; zrównanie [1] 


staje się : 


a? |-bz -|-c=vV, 
zkąd : 


_—bky b — hae , 
MR 2a í 


a ponieważ z jest pierwiastkiem kwadratowym z z, mamy więc : 


[2] == 


Tak więc z przyjmuje, w ogólności, cztery wartości, równe dwój- 
kami i znaków przeciwnych. 
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304. ROZTRZĄSANIE FORMUŁ. 1° Jeżeli przypuścimy : 5*— lac > 0, 
dwie wartości na z są rzeczywistemi; te wartości mogą wreszcie 
być (273), obiedwie dodatnemi, lub obie odjemnemi, albo jeszcze 
jedna dodatną a druga odjemną. W pićrwszym przypadku, cztery 
wartości na x są rzeczywistemi ; w drugim, też wartości są urojonćmi ; 
w trzecim, dwie z pomiędzy nich są rzeczywistóćmi, a dwie inne uro- 
Jonemi, 

2 Jeśli przypuścimy : 5* — hac = 0, wartości na z są rzeczywi- 
stémi i równómi; przeto, wartości na x są równćmi sobie dwójkami : 
te wartości są rzeczywistćmi, jeżeli b i a są znaków przeciwnych, a wro- 
jonćmi, jeżeli b i a sa tegoż samego znaku. 

30 Jeśli przypuścimy : $* — hac < 0, wartości na z są urojonómi ; 
a, zatóm, cztery wartości na x są urojonćmi. 


305. PRZEKSZTAŁCENIE WYRAŻEŃ FORMY V a +- yb. Formuła [2], 
która rozwiązuje zrównanie dwukwadratowe, zawiera dwa radykale 
położone jeden nad drugim ; ta forma nie jest korzystną, w ogólno- 
ści, kiedy idzie o wyrachowanie liczebne pierwiastków. Jest więc 
pożyteczna szukać, pod jakiemi warunkami będzie możebnćm prze- 


kształcenie wyrażenia formy Va--yb na summę dwóch radykali 
prostych. 
Połóżmy zrównanie : 


[1] Vakyb=yrc+kyy; 


i starajmy się rozwiązać je przez wartości wymierne na x i nay: to 
jest jeden przypadek, w którym byłoby korzystnie wykonać to prze- 
kszlałcenie. Przypuśćmy, dla uniknienia wszelkićj trudności, że 
cztery radykale mają znak 4+ ; będzie nam wolno wtedy (125) pod- 
nieść do kwadratu obie strony zrównania [1]; i otrzymamy zrówna- 
nie równoważne : 


a-pybze+y+2yzy, 


albo | 


[2] (a—x—y)--y b=ly Ty. 
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Podniosłszy jeszcze do kwadratu to ostatnie wyrażenie, znaj- 
dziemy : 


[3] (a—c—y)7 + Ua — s — y) yb + b = lzy. 


Otóż drugi członek jest wymiernym z przypuszczenia ; toż samo 
rozumieć należy o wyrazach (a — < — y} i b. Potrzeba więc aby 
24a — £ — y) yb było także wymiernóćm; a, ponieważ y% nićm nie 
jest, potrzeba aby czynnik (a— z — y) był zerem. Musi więc być : 


a, zatém : hgy = b. 


Wynika ztąd,; że x i y mogą być tylko pierwiastkami (285) zrów 
nania : . 


3 b 
[4] 2 — a hg = 
Tak więc powinno być, na przykład : 


J a-kyaż—b da—ya=b 
(51 n az EO", wy 

Lecz te wartości są wymiernemi, tylko w przypadku w którym 
(a? — b) jest kwadratem zupełnym. Więc, jeżeli ten warunek nie jest 
spełnionym, przekształcenie nie jest możebnóm. Jeżeli, przeciwnie, 
(a> —%) jest kwadratem, ¢?, z i y mają wartości wymierne : 


a c (1 — 
z=< g e; 


, y = 5 , 


i, te wartości sprawdzając zrównanie [2], dają formułę przekształ- 
cenia : 


a vaie y Fy 5: 
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Zauważmy, wreszcie, że, dla jakiegokolwiek bądź (a* — 5), for- 
muła : 


"w 75 a a —b a — yao — b 
aan S AS ESET, 


jest prawdziwą, ponieważ podnosząc ją do kwadratu, przychodzi 
się do tosamości; lecz ta formuła nie przedstawia żadnéj korzyści, 
kiedy (a* —%) nie jest kwadratem, ponieważ wtedy podstawia się 
za radykal summę dwóch radykali tegoż samego kształtu. 


306. Uwaga. Mając do przekształcenia ya —y'b, położy się: 


a—yi=yz-yy 


gdzie æ jest większém jak y; też same rozumowania przywiodą nas 
do tegoż samego zrównania [4], dla oznaczenia wartości na < i na y. 
Przekształcenie nie uda się więc, jak tylko w przypadku w którym 
(a? — b) jest kwadratem zupełnym c*; otrzymamy wówczas : 


[7] Va yb=j/ SF 57, 


Jeżeli teraz pierwszy członek ma znak — , łatwo jest dostrzedz 
że, dla zgodzenia znaków dwóch członków, będzie potrzeba na- 
pisać : 


Gdyż wystarczy, dla otrzymania tych nowych formuł, odmienić 
znaki dwóch członków formuł [6] i [7]. 
Tak więc, w skróceniu, można te formuły napisać : 


a — E LEJA z = k 
+ Va+yb= + Va: EF LPR = a. e =b). 
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przypuszczając że znaki zewnętrzne odpowiadają sobie, tak jak 
i znaki wewnętrzne. 


307. ZASTOSOWANIA 


| ESTE , -in pe y i peny 
e yr aE y EA y E a. 


» yatoyas= yap van — y EE y 


=7+3, 5. 
3° Dowodzi się, w geometryi, że oznaczając przez © bok wielokąta 
foremnego wpisanego w koło promienia R, i przez æ bok wielokąta 
foremnego, o podwójnćj liczbie boków, wpisanego w toż koło, 
znajduje się formułę : 


r= y m — in OR. 


Otóż tu, a = 2R?, b = Ri — (*R*; zkad a? — b= CR?, 
Jest więc : 


eV EEVEE VNE 


4° Warunek konieczny i dostateczny, aby pierwiastki zrównania 
dwukwadratowego, 


u + paż+-9=0, 


wyraziły się przez sammę dwóch radykali prostych. 
Mamy : 
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W tym przypadku, 


a 
I 
| 
wS 


> b=- 1; więc @— b=q. 


Tak więc, potrzeba i dosyć jest żeby q było kwadratem. 


50 Vatfy—1= y by SEE a V a—y ete 
2 |" © 


Rezultat jest więc jeszcze kształtu A -+ By —1. 


307 (bis). WŁASNOŚĆ ZASŁUGUJĄCA NA UWAGĘ TRZYMIANU 2*--par*--q. 
Trzymian z- px? g może zawsze położyć się pod kształtem 
wieloczynu dwóch trzymianów drugiego stopnia. To jest oczywistćm 


kiedy pierwiastki zrównania 


p+ g= 


są rzeczywistémi, uważając z? jako nieznaną; wtedy, w rzeczy sa- 


méj, oznaczając przez x” i z” te pierwiastki, mamy 
z! | pa? q='a2* — r)(a* — w). 
Przypuśćmy więc z” i z” urojonemi, wtenczas mamy 


2 


(1) —1<0. 


Z drugićj strony, uważając z* i 4 jako wyrazy skrajne kwadratu, 


mamy 


G a+pe+q=(e+yv0"+(P—WY0e. 
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Lecz związek (1) daje kolejno, dla p > 0, 


pP < 4, 
p < 2V4, 


p—2y4 <0. 


Jeżeli p jest odjemném, ta formuła sprawdza się sama przez się. 
Formuła (2) może się wtedy napisać 


9 4 — 
typet = (2-+yq) — eh 2y4—p)* 
lub nawet 
st tpr +g 
= (2? + yg — sV 2V7 — pl + Vq + 2V 2V4 — p). 


Co było do.dowodzenia. 


ZASTOSOWANIA. Weźmy 


gs zt —1 = (2 +1) — 1); 
2 ad L=(22+1 — zy X(a? +1 -+-zy2). 


NIEKTÓRE ZRÓWNANIA DWUMIANOWE. 


308. KSZTAŁT ZRÓWNANIA DWUMIANOWEGO. Zrównanie dwumianowe 
jest zrównamem o dwóch wyrazach, kształtu, 


[A] mp A=. 


Jeżeli A jest dodatnóm, to oznaczymy przez a pierwiastek m” 
z A, będzie : A = a”. 

Jeżeli A jest odjemnćm, to oznaczywszy przez a pierwiastek m* 
z —A,i będzie: A = — a". 
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Zrównanie [1] przyjmie wtenczas kształt, 
[2] gh Ege z=), 
A, jeśli położymy, z = ay, zrównanie [2] stanie się 
ame zw =V, 
albo, dzieląc przez am, 
3] ym = | =0. 
Taki jest kształt do jakiego można przywieść wszelkie zrównanie 


dwumianowe. Gdy się znajdzie wartości na y, mnoży się je przez a, 
dla otrzymania wartości na z: 


309. ROZWIĄZANIE NIEKTÓRYCH ZRÓWNAŃ DWUMIANOWYCH. 


19 Zrównanie [1] c — 1 —=0, 
ma za pierwiastki, D=SA 

Zrównanie [2] -L-1=0, 
ma za pierwiastki, g==y—l. 

2° Zrównanie [3] 23—1—=0, 


może się napisać: (x — 42+ 1) =0; 
to zrównanie rozkłada się więc na dwa inne, 
c—1=0, i 2+a+1=0; 


i jego pierwiastkami są : 


Zrównanie [4] 18 -L4 =0, 
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staje się tosamóm z poprzedzającćm, kiedy się w nićm zamieni æ 
na — z : jego pierwiastki są więc pierwiastkami z [3], z odmienio- 
némi znakami, to jest : 


: 1=YV—3 
t=, > =——.. 
L 1 u 3 
3° Zrównanie [5] 1z—1=0, 
może się napisać : (22 — 1)(2? + 1) = 0. 


To zrównanie jest więc równoważnóm z dwoma zrównaniami [1] 
i [2]; a, zatóćm, jego pierwiastki są pierwiastkami tych zrównanń, 
to jest : 


TER, E i E 
Zrównanie [6] s -L 1 =(0, 
jest tosamóm z. g+ 203--1 = 20, 
albo z l (22 1) — 2023 =0: 
to zrównanie może się więc napisać ; 
(e + 1-+ av?) + 1 — y2) =0; 
a, zatóm, bdi śię ono na dwa zrównania drugiego stopnia, 
a3--n/2--1=0, i 12 — gy2 ++ 1—=0. 
Pierwsze ma za pierwiastki, 


=V2=V-2. 
=o w: 


a drugie. nie różni się od pierwszego jak tylko przez zamianę «© 
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na — x, ma więc za pierwiastki, 


__V2Ey—2 
ET TRG TROI ZY? 


Takie więc są cztery pierwiastki zrównania [6]. 
4° Zrównanie [7] Ea E 1) 
może się napisać : (a — 1t + 2 +2? + c--1)=0. 
To zrównanie rozkłada się na dwa inne, 
c—1=0), «c--a0--aż+c-|-1=0. 
Pierwsze ma na rozwiązanie, 
ZZM 


Co się tyczy drugiego, można je napisać, podzieliwszy obie strony 
przez 2* : 


8+ 5041 +1=0 


otóż, jeżeli położymy : z 2o z, a, zatém, xz? + 2s = 23 — 2 
J położymy 5 po 


to zrównanie staje się : 


2-2 — 1=0; 
i jego pierwiastkami są : := — ż z v5 
Wreszcie zrównanie z -+ = =? 
może się napisać : 2 — zr 1 =0; 
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i to zrównanie ma za pierwiastki : 


Tak więc, dla każdćj wartości na z odpowiadają dwie wartości «c. 
Zrównanie [7] ma więc, oprócz pierwiastku 1, cztery inne pierwia- 
stki, które są wreszcie urojonćmi gdyż wartości bezwzględne na z 
są mnićjszómi jak 2. 


` Zrownanie [8] 5+1=0, 


staje się tosamóm ze zrównaniem [7], kiedy się w nićm zastępuje £ 
przez — x. Jego pięć pierwiastków są więc pierwiastkami zrówna- 
nia (7! z odmiennćmi znakami. 

5° Zrównanie [9] 15—1=0, 
rozkłada się na dwa inne, 


54 0, B --1=0. 


Daje więc na rozwiązania sześć pierwiastków zrównań [31 i [4], 
to jest : 


i zk 1 E y—3 
DZE I gs BLRYRĘ. 

: 2 
Zrównanie [40] 5-1 =V0, 


staje się tosamćm z poprzedzającóm, kiedy się w nićm zastąpi z 
przez zy— 1; gdyż mamy : 


(z/—1) = (y= 1) =—m. 
Jego pierwiastki są więc danćmi przez zrównania : 
= —— ARENES 
J=1=€EH, wzi SZER 


http://rcin.org.pl 


334 ROZDZIAŁ XVI. 


i, dla ich otrzymania, dosyć jest pomnożyć obie strony przez Y— 1 ; 
gdyż wtedy pierwsze strony stają się równemi © X (— 1), albo — x. 
Mamy więc : 


RE. | +y3 + y— 1 
N e A az EBŁ= 1 


6° Zrównanie [11] s — | =0, 
ozkłada się na dwa inne, 
=—1=0), i z -t=0. 


Jego pierwiastkami są więc ośm pierwiastków zrównań [5] i [6], 
to jest : 


T= peye, n eea 
Zrównanie [12] 23 -41 = 0, 
może się napisać : 18L 2x4 --1 = 2t, 


albo (14 41} — 2 = 0 : 


to zrównanie rozkłada się więc na dwa inne, 
s41 +a =0, i st41—ay}=0, 


zrównania dwukwadratowe które umiemy rozwiązać, i które dają : 


c=+ BE TE i c=+)/ EE. 


7* Zobaczymy, bez trudności, że zrównanie, 


[13] g0—1=0, 
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ma za pierwiastki, pierwiastki zrównań [7] i [8]; i że Ra 
zrównania, 


[14] z --1=V0, 
są pierwiastkami zrównania [13], pomnożonemi przez Y— 1, i wzię- 
temi z odmiennćmi znakami. 

8° Nakoniec pierwiastkami zrównania, 

[15] s? —1=0, 
są pierwiastki zrównań [9] i [140]. 

Nie myślimy prowadzić daléj interesującego rozwiązywania tych 
przekształceń, gdyż naszym celem było tylko pokazać, na niektórych 
przykładach, w jaki sposób pewne zrównania, stopni wyższych nad 
drugi, mogą się przywieść do zrównań stopnia drugiego. Lecz 


sposób ogólny rozwiązania zrównań dwumianowych należy do dru- 
gićj części algebry. 


ZRÓWNANIA TRZYMIANOWE. 


310. ROZWIAZANIE ZRÓWNANIA TRZYMIANOWEGO. Zrównanie trzy- 
mianowe jest zrównaniem o trzech wyrazach, kształtu, 


[41] ac” -- bat -+ c=0. 
Jeżeli się weżmie z" za nieznaną, położywszy : 
[2] m=z, 
czyli, gSA 
to zrównanie staje się drugiego stopnia, 
[3] aż? -- bz + c =0. 


Można więc otrzymać dwie wartości na z ; a, podstawiająe je kolejno 
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w zrównaniu [2], zostaje się przywiedzionym, dla otrzymania pier- 
wiastków zrównania [1], do rozwiązania dwóch zrównań dwumia- 
nowych stopnia n. 


ĆWICZENIA. 
$= ŻA 
1. Rozwiązać zrównanie : 2cyc— zaj/ + =90. 
> Um 
Położywszy : Va =z: 
sł; A 5 mE 
znajdujemy : GO=EEB, * ZSEE 3 Pp 
2 
11. Rozwiązać zrównanie 
1 1 


9- 5 E 
znajdujemy : 0== dz MERT i 
II. Rozwiązać zrównanie : ai R + Eae = b $ 
a+r V a+r a 
I'ołożywszy : Naa Szk 
Va 


znajdujemy : 


EPS y 5a? — hab g — A+ 2ab — W ay 5a? — hab) 
2(a — b) i 2(a — b) 


IV. Rozwiązać zrównanie : 


ca = (y1 «w - 1)(yl— 0 +1). 
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Położywsży : ViFa=z; 


apa hclt — c?) 
(tro 


najdujemy : B=, 
V. Rozwiązać zrównanie : 
(© +- 2)? + Aæ +2) VT — BV T= 46 + w. 
Położywszy : | 0+Va+=z; 


znajdujemy : 


2 
VI. Rozwiązać zrównanie : = TE f 
Zrównanie mdłe się napisać : 
j (a? — 7)? — (20 1)? = 0; 

znajdujemy : s=, ==, r=-1+V7. 

VIL Rozwiązać zrównanie: g — 3 = ELE 

To zrównanie inoże się napisać : 

(0 — 1)? —- (yx — 2) =0; 

i dzje ono : GRZER, MECZE RA 


VI. Rozwiązać zrównanie : 


ha? + le yI F o= 20 +20). 


Zrównanie może się napisać : d ? 
f 
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: a= 
„ daje ono : EAA KEN EZ, 


4” 


1X. Rozwiązać zrównanie : 


212 + ya? + 9=uxr—9. 


S 1+ y 37 SE 
Znajdujemy : n ie m VETEN oz ETA 


X. Rozwiązać zrównanie : 


2 2 


(aka? + i(a — w) — 5a — a9? =), 


: Znajdujemy : W=. 0= Sa 3 


f 
XI. Kozwiązac zroòwnanie ; 
"E * 


3 3 
1+0 (wf mil —e) 


Znajdujemy : vr=+ ME 


XII. Rozwiązać zrównanie : i 


(ika)? j L=0)> 
1+as$ Fi EEY = «u. 
` D 4 
Znajdujemy : OSĘE = — 3 <= i- ; 


XIII. Rozwiązać zrównanie $ 


nnn 
x 1y4 
Znajdujemy : EP an WŁA fn fa Va 3 j 
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AIV. Rozwiązać zrównanie : 
2x yT — a = a(1 +at). 
Przywiodłszy zrównanie do formy następującéj : 
(axi 4 2x? — aè) — hat (4 — af) = 0 ; 


znajdujemy : 


v==+t CAEV Eya, 


a 


Radykal y 4 -— at powinniśmy wziąć z tymże samym znakiem, w dwóch 
zawierających go wyrazach. 


XV. Rozwiązać zrównanie : 


x+ ya? — a 


TRESZŻ z 
TER IESY WWO ŻE 
ZSEE OE 
Znajdujemy : + dia a, MYERS: 


XVI. Rozwiązać zrównanie : 


1 30 gia Eo 
ablo — h(ab) 0%! = abw" . 


1 4 1 
Dzieląc obie strony przew” ; polem, czyniąc W => 
nanie drugiego stopnia : 


=, olrzymamy zrów- 


3 
a?btz? — (ab? z — ab? = 0; 


` j£ yip aN 
zkąd : r=(2ZV4+ |, 
yab 


XVIIL Rożwiązać zrównanie : 


on = g (apa) (a). 
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Znajdujemy za pomoca tegoż samego sposobu : 


s= (Ltb) S 
a — b 


Niekiedy rozpoznaje się, przez rozważanie zrównania, że przyjmuje ono 
pierwiastek a. Jego piérwszy członek rozkłada się wtedy na czynniki (75) : 
i ten rozkład ułatwia rozwiązanie zrównania, zniżając jego stopień; gdyż 
jego pićrwszy członek jest podzielnym przez (a — a). 

Oto kilka przykładów. 


XVIII. Rozwiązać zrównanie : B—3c=2 
"To zrównanie przyjmuje pierwiastek, D=2, 
e XX, Rozwiązać zrównanie : 203 — a* =1. 
To zrównanie przvir:zje pierwiastek, u =4. 


XX, Rozwięzać zrównanie : 

«3 — 6x? -|- 100 —8=0. ;, 
To zrównanie przyjmuje pierwistek, C=4. 
XXI Rozwiązać zrównanie : 

xi — 2w a — 132 = 0. 
Napiszmy zrównanie pod kształtem, 

ææ — 1)? — x(x — 1) — 132 =0; 

połóżmy : sę =t; | 


1ży — 438 
a otrzymamy : 0=6 c=—3, g= EIE 


XXII. Rozwiązać zrównanie : 
c! 4 æ — ha? = © -|- 1 =0. 


To zrównanie przybićra dwa razy za pierwiastek, w == 1 ; przywodzi się je 
tym sposobem do drugiego stopnia. 
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XXIII. Rozwiązać zrównanie : 
5 
a! — g3 + y= +1=0. 


1 
Położywszy, © + 47% 


jak w przykładzie 4° numern 309 ; znajdujemy : 


Made". .=ZARRRR. 


XXIV. Rozwiazać zrównanie : 


©4 + aa x? — 390 — 81 = 0. 
DJ 


Po sprowadzeniu tego zrównania do kształtu, 


pi — 1+ rlr? — 9) = 0; 


znajdujemy : © ZAS 3; RER NESTOR 
1-01 1 
R REIS E A; | 
XXV. Rozwiązać zrównanie : (GRON =. 30 


Traktując je, jak zrównanie XXXIII, znajdujemy : 


rzt+yseV3E0 V3. 
14a 


XXVI. Rozwiązać zrównanie : dk aji 


Traktując je jeszcze, jak zrównanie XXI, znajdujemy : 


_ 14 la EY5( +F la) + Vio — 600 + 2V5 V0 Fha)? 
RN 11 — a) gi 


Tr 
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RÓWNANIA Z ILUKOLWIEK NIEZNANEMI. 


ZRÓWNANIA DRUGIEGO STOPNIA Z DWIEMA NIEZNANEMI. 


311. KSZTAŁT OGÓLNY ZRÓWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z DWIEMA NIE- 
ZNANEMI. Zrównanie drugiego stopnia, z dwiema nieznanómi z i y, 
przywiedzione do postaci całkowitćj, może zawićrać tylko sześcio- 
rakiego gatunku wyrazy, to jest wyrazy na cy, wyrazy na y*, dalej 
wyrazy na z, wyrazy na y, i wyraży całkiem znane. Zrównanie 
drugiego stopnia może więc zawsze przywieść się do kształlu, 


Aa? + Bzy + Cy? ++ Dz + Ey + F=0. 


312. ROZWIĄZANIE DWÓCH ZRÓWNAŃ, Z KTÓRYCH JEDNO JEST PIER- 
WSZEGO STOPNIA. Rozwiązanie zrównań jednoczesnych jest jedną 
z kwestyj najzawilszych w algebrze. Nie będziemy tu się zajmowali 
wcale teorya ogólną : ograniczymy się jedynie na wyłożeniu kilku 
przypadków bardzo prostych. 

Można zawsze rozwiązać dwa zrównania z dwiema nieznanćmi, jedno 


pićrwszego a drugie drugiego stopnia. Niech będzie, w rzeczy samej 
układ : a 


[1 || az+-by=e, 
[2] ANG OG] 


Wyciąga się ze zrównania [1] : 


podstawiając tę wartość w zrównaniu [2], otrzymujemy zrównanie 
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drugiego stopnia na „x : 
[3] (Ab? — Bab -+ Ca?)a* + (Ble — 2Cac -+D — Eab)e 
+ Ce p Ebe ++ Fh*= 0, 


które dostarczy dwie wartości dla tój nieznanćj; każda z tych war- 
tości, położona zamiast r, w zrównaniu [1], daje dwie wartości 
odpowiednie dla y. 

Układ dany przyjmuje więc dwa układy rozwiązań. Jeżeli dwie 
wartości na æ są rzeczywistćmi, dwa układy rozwiązań są rzeczywiste : 
te układy są urojonómi, jeżeli wartości na z są urojone. 

313. PRZYPADEK DWÓCH ZRÓWNAŃ STOPNIA DRUGIEGO. Kiedy zrówna- 
nia z dwiema nieznanćmi są oba drugiego stopnia, rugowanie jednéj 
z nieznanych prowadzi, w ogólności, do zrównania zupełnego czwartego 
stopnia. 

W rzeczy samej, niech będzie układ : 


U] Aa? + Bzy + Cy? + Dz +- Ey | F=0, 
[2] T ET ETE 


Dla wyrugowania y, inożnaby było wyciągnąć jego wartość z je- 
dnego ze zrównań, i podstawić ja w drugiém : lecz zawikłałoby się 
tym sposobem zrównanie ostateczne radykalami, które potrzebaby 
było późnićj znieść. Jest więc prościćj wyrugować naprzód y*, 
pomnożywszy zrównanie [1] przez C a zrównanie [2] przez U, i od- 
ciągnawszy jeden z wypadków od drugiego ; tak postępując otrzy- 
mamy : i 

(AC' — CA/2* (BC — CB')ey + (DC — CD')e -EC — CE')y 


+ (FC — CF) = 0. 
albo, przedstawiając każdy spółczynnik przez jedną literę, 
[3] aa? + bay +- er + dy -- e =0; 


i to zrównanie [3] może zastąpić (128) jedno ze zrównań danych. 
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Wyciąga się wledy ze zrównania [3] wartość na y : 


„dł as? cz --e 
YE": bed” 


i podstawia się ją w zrównaniu [1], które się staje : 


JE Bz(az* |-cr--e) , C(ac? cere., 
[4] PaA ET E E SEETIER A TA, 
Elaz? 
+Dr— = +F=0. 


Otóż widzimy łatwo że, jeśli zniesiemy mianowniki, mnożąc obie 
strony przez (bx --d)?, to zrównanie będzie czwartego stopnia. 
Ponieważ to zrównanie będzie zawićrało, w ogólności, wyrazy trze- 
ciego stopnia i wyrazy pićrwszego stopnia, nie będzie podobna roz- 
wiązać je za pomocą sposobów zwyczajnych algebry elementarnćj. 

Tak więc układ dwóch zrównań drugiego stopnia z dwiema 
nieznanćmi nie może być rozwiązanym, w ogólności, przez sposoby 
dotąd znane. Lecz natrafiamy niekiedy na układy proste, które mogą 
się rozwiązać za pomocą pewnych podejść szczególnych, które damy 
poznać, 


344. ROZWIĄZANIE NIEKTÓRYCH UKŁADÓW PROSTYCH. 10 Niech będzie 
układ : 


í) í r+y=a4, 


ry = b. > 


Rozpoznaje się bezpośrednio (285), że z i y są pierwiastkami 
zrównania, 


32 — az E = 0; 
i że, przeto, 


s at yam hib 


[2] y 3 
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Aby pierwiastki były.rzeczywistémi, potrzeba żeby było ; 


aż "hb. 


20 Niech będzie układ : 


[1] 


Przywodzi się ten układ do poprzedniego, położywszy y=—v; 
gdyż mamy wówczas : | 


c+v=a tv=— b; 
a, następnie, 


X atya -4 ib 
07 2 


Tak więc mamy: 


a—y Fh 
-iera y g a 


a +y a -p ib 
OE EET 3 J 


{2] i albo [3] 


—a4y EFi a+y 21. 
UR D r aE TAr ti 


T 


a 
Istnieją więc dwa układy rozwiazań, które są zawsze rzeczywi- 
stómi. 
3° Niech będzie układ : 


(z+y=a, 


[1] l a> yy =P. 


Jeżeli podniesiemy do kwadratu dwie strony zrównania piér- 
wszego, potćm od tego rezultatu odciagniemy obie strony drugiego, 
otrzymamy : 


2ry = t —P. 
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Mamy więc summę i wiełoczyn nieznanych, które sa, przeto, 
pierwiastkami zrównania : 


a? — b? 


2* — at —— = 0. 


Mamy więc : 


c „aky2%—a 


[2] p 3 


Jeżeli mamy : 2%? — a? > 0, wartości naz i na y są rzeczywistćmi ; 
te wartości są urojonómi jeżeli mamy : 263 — a? < 0. 
4° Niech będzie układ : 


a? ky? =, 


dy: 


[1] 


Jeżeli podwoimy obie strony drugiego zrównania, potém dodamy 
je stronami do piérwszego, i od niego odciągniemy kolejno, zastą- 
pimy układ dany przez układ równoważny (128): 


z (+y =e +, 
m | (z—y)>=0a— 2%, 


Wyciąga się ztad : 


AC EFIE, 
[3] 


c—y==y aż — 26. 


A zatém, dodając i odciągając stronami, późnićj dzieląc przez 2, 
otrzymamy : | 


[4] 
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UwaGa. Zdaje się jakby było tu ośm układów, które otrzymuje 

się kombinując znaki radykali wszelkiemi możebnemi sposobami. 

Lecz należy uważać że zrównania [3] tworzą tylko cztery układy ; 
to jest, położywszy Vœ F26 =R, iy — 98 =R': 


|r+y=R, (+y =R, (c+y= R, (sry =—RB, 
lr_y=R, ARIE R, lr-y=—"R, KAE 

Znajduje się więc tylko cztéry układy rozwiązań : a, dla otrzy- 
mania ich, potrzeba, po wzięciu dowolném znaków radykali w war- 
tości na z, wziąć, dla wartości odpowiednićj na y, znaki które mają 
toż samo położenie. 

Widzimy, wreszcie, że rozwiązania będą rzeczywistemi, jeżeli 
mamy : a? > 24; urojonemi zaś, gdy mamy a* < 2%. 

5° Niech będzie układ : 


[1] 


Przywodzi się go do układu drugiego przypadku, pisząc : 


P — p=e, 
[2] "rem 
ry? =b. 


Zkąd się wyciąga naprzód wartości na <% i na y*, potóćm wartości 
uag inay: 


2 + Vat F hbi 
Eaua) 


YTE, 
= a "LANIA 


[3] 
l, 
\ 
A NAA A 
cr=« WERE: , 


( 

albo fáj | 
— BEL 4 á 
WEJ | "RCHAR 
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Lecz układ [2], jest ogólniejszym jak układ [1], ponieważ zawiera po- 
dniesionemi do kwadratu obie strony drugiego zrównania [1]. Należy 
więc kombinować wartości na z i nay, tak aby ich wieloczyn był 
równym b*:i to wymaga łączenia wartości mających tenże sam 
znak. 

Istnieją więc cztóry układy rozwiązań : dwa pićrwsze są rzeczy- 
wistemi, a dwa inne urojonemi. 


ZRÓWNANIA DRUGIEGO STOPNIA Z WIĘCEJ JAK Z DWIEMA NIEZNANEMI. 
315. PRZYKŁADY. 4° Niech będzie układ : 


EA D 
|1] | PHPH? H, 


cy = 


Jeżeli podniesiemy do kwadratu dwa członki pićrwszego zrów- 
nania, po przeniesieniu z w drugą stronę, otrzymamy : 


z +2ry Ly? = 0? aa; 


podstawiwszy za £? -|- y* i za cy ich wartości wyciągnięte z dwóch 
innych, przyjdzie : 


273? — Yå + c)z Ha? — = 0, 


zrównanie drugiego stopnia na z, zkąd : 


(al (a Ttr — 2a? — b?) e 


Znając z, wyciągnie się summę r Ly z pićrwszego zrównania 
i wieloczyn zy z trzeciego; i skończy się rachunek, jak się to odbyło 
w numerze 344 (10). 

2° Weźmy jeszcze układ : 


( 2? -|- zy +y = 37, 
m] l aharz 2? — 28, 


P Hy H= an. 
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Jeżeli odciągniemy drugie zrównanie od pićrwszego, a trzecie od 
drugiego, otrzymamy : 


0 mood 
(c —y)(z--y 2) =9; 


zkąd wynika : 
i2] y—z=r—=y, albo «c-Ez=ly 
a, zatćm; [3] | (w—y)fy-C2y)=9, albo (c=y)y=3. 


Wyciąga się z tego ostatniego : 
3 
DZE z Ly; 


podstawiwszy tę wartość w pićrwszćm ze zrównań danych, otrzy- 
mamy : 


3 h 81, dac 
Ę + s) +3 +H =31, 
albo 3y! — 28+ 9 =0, 


Zrównanie dwukwadratowe, które daje : 


r ć 10 
a tem samém, ==, e=+Ł7 y3, 
jakoteż bw: ET s=FEVS 
A > | "w , 
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350 
ZRÓWNANIA STOPNI WYŻSZYCH NAD DRUGI. 


"316. PRZYKŁADY. 19 Niech będzie układ : 
( ay zy? = 30, 
[Ul R. 
ETIE 
Zniesienie mianowników drugiego zrównania pozwala napisać 


układ : 
zy(a +y)= 30, 
| 6(0 +y) = 5ty. 


Jeżeli więc będziemy uważali æy i «© -} y jako dwie nieznane po- 
siłkowe u i v, otrzymamy : 
| uv = 30, 


2 
BI | 6v = Bu. 
Drugie zrównanie daje, v = gvi podstawiając tę wartość w pier 


wszćm, otrzymamy : 


7 uż = 80; 
albo u == 86; 
więc : U mzk 6; 
PZEEB: 


ztąd wynika : 
Potrzeba przyjąć tenże sam znak dla warlości na u i dla wartości 


? à 5 
na v, ponieważ v=% w. 
Jeżeli przyjmiemy naprzód wartości : u = 6, v = 5;. mamy : 
t+ y=5 
13] | +y=5; 
cy = b; 
| zkąd się wyciągnie, dla < i dla y, wartości 2 i 3 
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jeżeli przyjmiemy, v=—6, u=—5, mamy: 
t-ky=—, 
A) } 
cy = —6; . 


zkąd się wywodzi dla z i y wartości — 6 i 1. 
2° Niech będzie jeszcze układ : 


hy? — ty = 2. 
Piérwsze zrównanie staje się przez zniesienie mianowników : 
ha? + (k yy? = (8 +iy)ey? +12y'; 
i można je napisać, dodając 4y* po obu stronach, 
22 y}? — hey? (2 A y) ty = 164. 


Otóż pićrwsza strona jest kwadratem z .e(2 -+ y) — 2y?; to zrów- 
nanie może się więc napisać : 


.(2+y)- Wy] = (tyż): 
wyrażenie równoważne z: 
2] e(2-+-y) — 2y” = hy, 
Możemy więc, układ dany, zastąpić dwoma następującemi : 


3] | z(2 + y) — 2y? = hy? 


hy? — gy = 1; 
| a(2 Fy) — 24? = — hy? 


Ly? — zy =t. 


Rozwiążemy, wreszcie, bez trudności te dwa układy. W rzeczy 
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samćj, drugie ze zrównań [3], rozwiązane względem z, staje się : 


i ta wartość, podstawiona w pićrwszćm, daje : 


(21 2 
ny? pf) — byż=0, 


albo A — y) =0: 
zkąd wynika : ZW ALA E 13 
a, tém samém, raei e RE YE 


Znajdzie się podobnież, dla rozwiązań układu [4] : 


ED 
y=0, : ANGA 
1 = 

R z=— 7" 


'Tak więc rozwiązania układu danego są : 


Z ZZ: (z=2, 
19 20 f 
y =ù, lv=t, y=— 


3° Niech będzie, nakoniec, układ : 


[1] 


| 23--ypB-pay+yc= 13, 
i ziy? L gy! = 168. 


Można, grupując wyrazy, napisać go : 
| (zy) e+= 15, 


aaay?) = 168; 
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i, dzieląc drugie zrównanie przez pićrwsze : 
ay =36(z +y); 


zrównanie które może zastąpić jedno z poprzedzających. Jeżeli 
oznaczymy wieloczyn zy przez u, i summę «-|-y przez v, układ 
staje się : 


[2] 


| v(v? — 2u) = 13, 
| u? = 36v. 
Jeżeli wyrugujemy v pomiędzy témi dwoma zrównaniami, mamy : 


uż 2u’ 3.7 
zę 36 BaL 


zrównanie trzymianowe, z którego się wyciąga : 


u NEN 
zę = 36 È V36 + 13.36; 


36 
ztąd : u=—6, i u=GVft, 
A tém samém, v=l, i v=VfB, 


Tak więc pićrwszy układ rozwiązania dostarcza zrównanie : 
2 —z—6=0; 
zkąd wynika : EZM ŻLE 


a drugi układ jest dostarczonym przez zrównanie : 


myu, „_VB8—VMyHS 
£ = 3 = "MOSM 
2 . 
1. — 23 
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ĆWICZENIA. 


I. Rozwiązać zrównanie : 


ab — È (a+b) (œ +y) + 2y = 0, 


od— 5 (644) (6+y) +awy =0; 
i wyprowadzić ztąd : 


(czy)? __ (a— c) (a — d) (b— c) (b — 50. 


+ a (ab —c—d)? 


Wyciąga się x+y i wy z dwóch zrównań danych, i tworzy się wyrażenie 


EU) — my, które jest równćm CL. 
IL. Rozwiązać układ : 
ac" p bmyn 2 Va"bra"y", wy = ab, 


Ruguje się y : a położywszy yamin = a» = z, otrzymuje się zrównanie drugiego 
stopnia ; 


zł — obn/gn= nz 4, bm + n =D. 


Ziąd wyciąga się z; i otrzymuje się późnićj w i y. 
III. Rozwiązać układ : 


£+ y= a, w py = dB. 


Rachuje się wieloczyn wy ; i przychodzi się późnićj do 
UNE G hd a 
= zk Z ca 2, 
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IV. Rozwiązać układ : 


c+-y=a, qi kyś = di. 


Rachuje się wieloczyn wy, podnosząc pićrwsze zrównanie do czwartćj potęgi ; 


i otrzymuje się: 
4 4 
cy = a* E ŻE + E. 


Wyprowadza się ztąd z łatwością © i y. 
V. Rozwiązać układ : 


cv+y=a, 5 py = Ë. 


Rachuje się wieloczyn wy podobnym sposobem, i otrzymuje się : 


BCh Vóa(a* 44d’) 
wod 10a ; 


VI. Rozwiązać układ : 


Biorąc A i : za nieznane, przywodzi się do układu 3° (numeru 344). 


VIL. Rozwiązać układ : 


Vs+Vy=Va,  a+y=b. 


Przywodzi się do tegoż samego układu, biorąc Va i Vy za nieznane. 
VIII. Rozwiązać układ : 


1 1 
Bierze się za nieznane z* i y* 
nia II. 


; i zostaje się przywiedzionym do ćwicze- 
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IX. Rozwiązać układ : 


Bierze się jeszcze za nieznane cy i cy. 


X. Rozwiązać układ : 


Wyprowadza się łatwo z tych zrównań inne : 


DEDEK 
y Y 


ESN 
i znajduje się: (y= > ska EA Í 


XI. Rozwiązać układ : 
aż —aż= gay,  (Vy— Va) (a—a) =3Va(c+-y. 
Rugujac y, przychodzimy do zrównania : 
Lat + haa3 + 98x? + 8a30 + 204 = 0, 
które można napisać : (1a? Lac + a?) (Œ? + 2a?) = 0, 


a które latwo się rozwięzuje. 
XII. Kozwiązać układ : 


yV(a—a)(a—6) + xy (a—y)\0--y)= 2 { b Vaaa —y)+ay w -bt —y) } 
cy = hab. 


Podnosząc do kwadratu pićrwsze zrównanie, późnićj zastępując cy przez 
nab, przychodzi się do zrównania : 


io +y — hat b} {o —y — q(a—b)) = 0; 
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tak że układ dany można zastąpić przez dwa układy następujące, łatwe do 


rozwiązania : 
| x+y = hl (a + b), © — y= h(a — b) 
wy = hab, wy = hab. 


XIII. Rozwiązać układ : 


© —y-+ ET U T+ y? = 84. 
cy x+y’ 


Znajduje się łatwo : 


tr b=, yzZERĘ WóSE PA y== V g 


XIV. Rozwiązać układ : 
( (@ +y) (@y +14) ==l8uy, 
| (a? +y?) (22+ 1) = 2082y. 

Dzieli się piérwsze zrównanie przez æy, drugie przez a*y2; potém przedsta- 
wia się © -+ g przez u, y + z przez v, i przychodzi się do dwóch zrów- 
nań : 

utv = 18, v+ u =242; 
zkąd wyciąga się łatwo : 


©==7-= 48, y=2EV3. 


"XV. Rozwiazać układ : 


+ 


gł" W. W ek 


Bierze się za nieznane, Ve = =t. Vy =v; i przychodzi się do zrównań, 


Vu + Vv = z, Vu=wv, 


które dostarczają wartość nav, a tém samém wartość na u, i nakoniec wartości 


na œ ina y, 
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XVI. Rozwiązać układ : 


(Vaa VaV; + Vatyi=a, 


| 


i s +y +3 y bwy=b. 


Uważa się że piérwsze zrównanie może się napisać : 


i że drugie jest sześcianem następującego : : 


Vap y y= yb. 


Położywszy y c= u, y y = v, zostaje się tym sposobem przywiedzionym 
do układu (8%) numeru 314. Lecz ostatnie zrównanie nie jest tak ogólnćm jak 
drugie ze zrównań danych ; tak żenie otrzymuje się tym sposobem wszystkich 
rozwiązań. 


XVII. Rozwiązać układ : 


3 3 3 3 


ę 3 

| + Ppt, 
AŻ 

a y +y=b. 


3 KJ 
Położywszy Œ? =u, y? = v, zrównania dane przybiera kształt : 


u+v-+Vw = Va, 
uv -Huv = d. 


Drugie, podzielone przez pierwsze, daje : 


= 3 
u-+v—Vw = pe: 


JE 


Można więc znaleźć u-Hv i Vw, a następnie u i v, potćm © i y. 
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XVIII. Rozwiązać układ : 


stkzyyy 4. a — gy ŁY p 
+y wy 


Położywszy ud Ef r, wyciąga się łatwo z tych zrównań : 


a(1 + r) c M ar(1 + r) 


aa Kreń' © BOTA 


XIX. Rozwiązać układ : 
U — PA +y2) — A +0)(1 — y) zka Fyi, 
key =V? (1 — 22) (1 — y3. 
Wykonywa się rachunki : potém ruguje się ©, i przychodzi się do zrównania : 
3y + 6y —1= 0; 


zkąd wyciąga się y; z tego wypływa c. 
XX. Rozwiązać układ : 


s + Wa3y + aj?) (yt + wy? + ała?) = l (aż — b?) (b — cay, 


T? + y? = Xry. 


Wykonywając rachunki w pierwszćm zrównaniu, potém dzielac jego obie 
3 2 2 
strony przez a*y?, i podstawiając w niém za £ -} y3, za S + i za 


ń H 
A Ea > ich wartości wyciągnięte z drngiego, przychodzi się do zrównania : 


| zy — (a? — %c — 2) }? = 0, 
które daje wartość na wy. Ztąd wypada wartość na a?y3; znając zaś {x34 y3 


xy’, zostaje się przywiedzionym do zagadnienia (285). Wyciąga się następnie 
x? i y3, a, tém samém, © i y. 


http://rcin.org.pl 


360 ROZDZIAŁ XVII. 
XXI. Rozwiązać układ : 


M=s—Vi-y=m, wy +V 1—a2Y1 —y? =n. 


Podnosząc do kwadratu obie strony pierwszego zrównania, i zastępując w nićm 
wieloczyn z radykali przez jego wartość wyciągniętą z drugiego, położy się je 
` pod kształtem, 


(c — y} =2 (1 — n) — mè. 
Kładzie się późnićj drugie pod kształtem, 


(æ — yP = 1 — n? —2(1 —n) wy. 


Można więc wyciągnąć ztąd cy i © — y, a przeto Œ i y. 
XXII. Rozwiązać układ : 


(0 +y) (1 Hay + ay + ay?) H+ wy =a, 
cy(o +y) (@ + y + xy) (© +y + wy + ay + wy”) =b. 
Połóżmy kolejno : 
SE, EK roas 


wy=z; zz! =w; uw =v; 

( vv =a 

przyjdziemy do układu | 3 „ który dostarczy viv'; wynika ztąd 
v = 

u i w, polemz i z’, a nakoniec «© i y. 


Układ ma ośm rozwiązań. 


XXIII. Rozwiązać układ : 


Ty =a = = yz =c 
z i y E R E 
Znajduje się : x? = ab, y? = ac, 32 = be, 


XXIY. Rozwiązać układ : 


w(y + z) = 2p, y(z + «) = 29, za +- y) = r. 


http://rcin.org.pl 


ZRŃWNANIA 2 [LUKOLWIEK NIEZNANEMI. 361 


Wyciąga się łatwo : 


wy=p++q9—1r sz =p+r—į, ys=q+r=p; 


a, przeto, 


PĄCETEDICELEM) TVAE TELETA] 
q+r=p s p+r—q 


z= etr =) PRZY 
p+4—r 


XXV. Rozwiązać układ : 


wyżz3 = 4725, p: 


Znajdaje się : 


XXVI. Rozwiązać układ : 

w-ky++s=13, da*-ky?+j-22=6, Dyz=uv(z--y). 
Ruguje się łatwo y i z; i znajduje się, © = 4, i w =9. Otrzymuje się, na 
stępnie, y + z i yz; zkąd się wyprowadza yi z. Wartości, które odpowia- 


dają dla © = 9, są urojonemi : te zaś wartości które odpowiadają dla © = 4, 


sa y = 83, z =6. 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ XVIII. 


ROZWIĄZANIE I ROZTRZĄSANIE ZAGADNIEŃ STOPNI WYŻSZYCH 
NAD PIERWSZY. 


KWESTYA ODNOSZĄCA SIE DO PROPORCYJ. 


317. Znaleźć proporcya, znajac summę hs jéj wyrazów, summę hq 
ich kwadratów, i summe ne ich sześcianów. 

Weźmy za nieznane posiłkowe, przewyżkę 4d summy skrajnych 
nad summą średnich, i wieloczyn p skrajnych, który jest tenże 
sam jak wieloczyn średnich. Summą skrajnych będzie 2(s + d), 
summą średnich 2(s — d), tak że skrajne będą pierwiastkami zrów- 
nania 


x? — 2(5+ dc ++ p = 0, 
a średnie pierwiastkami zrównania 
y? — 2(s — dy +p =0. 


Pozostaje więc tylko oznaezyć pid. Otóż summa kwadratów z pier- 
wiastków dwóch zrównań poprzedzających jest 


8(s> + d) — Lp, 
a summa sześcianów 
16s(s? + 3d*) —12 sp; 
mamy więc związki 
X2 +P) — p=q, lle + 3d?) — spr =c, 


zkad wyciągnie się bez trudności p i d. 
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Ten przykład daje jak najwidocznićj uczuć ważność wyboru nie- 
znanych w rozwiązaniu zagadnień. 


PODZIAŁ LINII PROSTEJ W STOSUNKU ŚREDNIM I SKRAJNYM. 


318. Podzielić linią prostą AB w stosunku średnim i skrajnym, 
estto podzielić ja na dwie części takie, żeby największa z nich AX 
była średnia proporcyonalną pomiędzy prostą dana i jéj częścia 
mniejsza. 


ST = | 
A X B 


Niech będzie a długość AB; oznaczmy AX przez x, a tém sa- 
mém, BX przez (a — <); otrzymamy, podług wysłowienia, pro- 
porcyą : 


LUPĘ >= 


Wyciąga się z tad zrównanie : z? = a(a— 2), 


albo [2] a? + ac — 2 =0, 
—aży5a = 
Z kad : [3] Ii= 8 = Z F 


ROZTRZASANIE, Dwa pierwiastki są oczywiście rzeczywistemi. Po- 
nieważ y5 jest zawartóm między 2 i 3, pierwszy przeto pierwiastek 
jest dodatnym i mniejszym jak a, i stanowi on rozwiązanie żądane. 
Lecz drugi pierwiastek jest odjemnym, i jego wartość bezwzględna 
jest większą jak a; ten więc pierwiastek powinien być odrzuconym. 

Wszakże można wytłumaczyć to rozwiązanie odjemne. W rzeczy 
samćj, oznaczmy je przez (— «) : ponieważ ono sprawdza zrówna- 
nie [2], musi być : 


(a) =afa = (= a)}, 
albo a* =a(a 4- a). 
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Tak więc « jest średnią proporcyonalną między ai (a + a), i od- 
powiada oczywiście kwestyi następującćj : 

Znaleźć, na prostej AB przedłużonćj, punkt X' taki, żeby jego od- 
ległość a od punktu A była średnią proporcyonalna między jego odle- 
głościa (a-Ha) od punktu B i linia prosta AB =a : 


rz m] : 
yw A B 


Dwa rozwiązania, na które natrafiliśmy, rozwięzują sposobem 
ogólnym zagadnienie następujące : 

Znaleźć, na prostćj nieograniczonćj, na którćj są wziętemi dwa pun- 
kła A i B, punkt X taki, żeby odległość AX była średnią proporcyo- 
nalna między BX i AB. 

Zdarza się niekiedy, jak to ma miejsce po większćj części w zaga- 
dnieniach stopnia pierwszego, że rozwiązanie odjemne powinno 
być odniesionćm na lewo AB, w kierunku przeciwnym zozwiązaniu 
dodatnemu. 

Możnaby było, wreszcie, uniknąć rozwiązania odjemnego, licząc 
odległości poczynając od punktu B. Gdyż, oznaczywszy przez x od- 
ległość BX (1s« fig.), a, tém samém, przez ʻa — x) odległość AX, 
mielibyśmy proporcyą : 


a a=c, 
—— ; 
a— g T 


z kad wyciągnęłoby się zrównanie : 


[4] 1? — Zac + a* =0; 


a(3 S v5) 
e A 0 zp O o 


a, tém samém, - [5] 3 


Te dwa zrównania są dodatnómi : pierwsze większe jak a, daje 
punkt X’; a drugie, mniejsze jak a, daje punkt X. 
WYKREŚLENIE ROZWIĄZAŃ. Formuły [3], mogące się napisać : 


| / aż EA a? a 
= TULEL r=-| W 45). 
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prowadzą bezpośrednio do wykreślenia które jest wskazanćm w Po- 


czatkach geometryi. Gdyż Wat; -+ aż jest przeciwprostokątną trójkąta 
prostokątnego, który ma za boki 


Fig. 5. AB 
p kąta prostego AB i 33 i, dla 
>") 
AT 7 otrzymania z’, potrzeba odcią- 
= ac Tem we Się 


AB 5 ; 
gnąć -y od tćj przeciwprosto- 


katnćj, gdy tymczasem, dla otrzymania wartości bezwzględnćj na z”, 
potrzeba dodać dwie długości. Odcina się wreszcie x' od A ku B, 
a a” w kierunku przeciwnym. 

Uważmy jeszcze że zrównanie [2] może się napisać 


z(a +a) =a; 


zatém, zagadnienie dane sprowadza się do następującego : Znałeźć 
dwie linie proste x i x-+a, których tak róznica jak średnia propor- 
cyonalna jest a. Uczymy się w geometryi, rozwiązywać to pytanie, 
i rozpoznajemy wykreślenie poprzedzające. 

319. W zagadnieniu poprzedzającóm, zrównanie przyjmuje wię- 
céj rozwiązań rzeczywistych jak wysłowienie, i potrafiliśmy złago- 
dzić to wysłowienie tym sposobem żeby dla każdego rozwiązania 
zrównania odpowiadał jeden przypadek zagadnienia; to uogólnienie 
nie jest zawsze możebném. 

PRZYKŁAD : 

Przeciąć sferę płaszczyzna taką, żeby podzieliła na dwie równe części 
wycinek sferyczny, mający za podstawę mniejszą z dwóch stref sfery- 
cznych które ta płaszczyzna wyznacza. 

Wedle powyższego wysłowienia, objętość odcinka sferycznego 
musi być oczywiście równą objętości ostrokręgu obrotowego któ- 
rego podstawą jest podstawa odcinka a wierszchołkiem środek : 
sfery. 

Oznaczmy zatćm przez » promień sfery danćj, i dajmy że æ przed- 
stawia odległość środka sfery od płaszczyzny siecznćj; na wyrażenie 
objętości odcinka, weźmy połowę objętości wycinka, co daje 


1 
z ar — 2); 
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miarą objętości ostrokręgu jest 
zra(? — z”), 


a więc ; 
a(r? — z?) =r*(r — ©), 
albo 
(c = r) (+ ra — r?) =0. 


Nie zważając na pierwiastek © =r, dający odcinek i ostrokrąg 
równe zeru, to jest, nie mogące istnieć, należy się tylko zastanowić 
z uwagą nad zrównaniem stopnia drugiego 


a? L ra r =0; 


jest to właśnie zrównanie które znajdujemy wtedy kiedy zamierzamy 
podzielić promień w stosunku średnim i skrajnym, tak żeby naj- 
większy odcinek tego promienia wychodził ze środka sfery ; widzimy 
więc że mamy istotnie dwa rozwiązania : jedno dodatne i mniejsze 
jak r, które odpowiada pytaniu, drugie zaś odjemne i przewyższa- 
jace r w swćj wartości bezwzględnej, które powinno być odrzuco- 
ném, gdyż to rozwiązanie wskazuje płaszczyznę sieczną nieprzeci- 
nającą danćj sfery. 


ZAGADNIENIE PAPPUSA. 


320. Przez puukt M wzięty na dwójsiecznćj kata prostego, popro- 
wadzić linią prostą taka, żeby jej część zawarta w tym kacie miała dłu- 
gość daną 1. 

- Punkt M jest wyznaczonym kiedy się daje jego odległość a od 
boków kąta prostego. 

Niech będą nieznane OP = x, OQ = y. Powierzchnia trójkąta 
prostokątnego POQ jest równą summie powierzchni trójkątów OMP, 
OMQ ; ztąd zrównanie 


(1) cy =a(c--y); 
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mamy wreszcie 
B= ap y= (a + y}? — ey = (2 + y)? — Zac +5); 


zkąd 


(© +y) — a(s +y) — P= 0 


(2) s4+y=a+yVeFt; 


w i y są więc pierwiastkami dwóch zrównań stopnia drugiego. 
Zostawiamy czytelnikowi wykazanie że są rozwiązania, w których 
awa pierwiastki są zawsze rzeczywistemi, a których dwa inne nie 
istnieję jak tylko gdy 


l> 2ay2 > M0. 


Pierwiastki odjemne odpowiadają wreszcie odcinkom liczonym 
na przedłużeniach boków kąta prostego, poczynając od wierzchołka. 
Poprzestaniemy na wykazaniu jak się kreśli z i y podług zró- 
wnań (1) i (2), bez rozwiązywania takowych. 
Fig. 6. Przedłużmy MC o ME = /;, i 
z punktu D jako środka promie- 
niem równym DE nakreślmy pół 
okręgu koła F'EF ; mamy 


— FM = — (DF — DN) 
=a — yè E, 
ME’ = DM DF" = a + DF 
=a4+ Vč FP; 


tak że dwie wartości na (2 -- y) sa 


—FM i MF. 
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Weźmy pod uwagę drugą wartość 
g-ky=MF' = 2a--MF. 
Nazywając I środek linii MF, otrzymamy 
c -+ y =2DI, 
co nas prowadzi do położenia 


c =DI + z, y = DI — z; 
zkąd 


cy = D — 2, 
a że cy = a(x + y) =a.2D1, 
więc 
Li A 
2aDI = DI — 2 


z2 = DI — 2a.DI = (a + MI)? — 2a(a | MI) 


ZE MI? — a? = IH*, 


oznaczając przez H spodek prostopadłćj spuszczonćj na linia prostą 
DF z punktu P, gdzie bok OA jest przeciętym przez obwód koła 
nakreślonego na prostćj MF jako średnicy; mamy przeto tym spo- 


sobem dwa rozwiązania 


PO i PQ” 


Półkole zakreślone na prostćj MF’ jako średnicy dałoby dwa 


inne rozwiązania 


P'Q”, pO”, 
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Jeżeli długość / jesj mniejszą jak 2MO, obwód koła MF nie 
przetnie AO, i rozwiązania 


PQ, P'O 
nie istnieją. 


KOŁO STYCZNE, JEDNOCZEŚNIE, DO KOŁA INNEGO I JEGO ŚREDNICY 
1 CIECIWY, 


324. Mając dane koło którego środkiem jest O, jedną z jego śre- 
dnie AB, i cięciwe prostopadła do AB; nakreślić koło styczne, jedno- 
cześnie, do koła danego oraz do jego średnicy i cięciwy. 

Niech będzie OA = R, 0I =a. 
Przypuśćmy że chcemy nakre- 
ślić koło G wpisane w odcinek 
AIC. Weźmy za nieznaną, jego 
promień, i połóżmy GT=IT"=z. / 
Linia prosta OG, która łączy | 
środki, przejdzie przez punkt 
zetknięcia H dwóch kół; ta pro- 
sta przecina wreszcie koło nie- 
znane w 5. Otóż styczna OT jest 
średnią proporcyonalną między całą sieczną OH a jéj częścią ze- 
wnętrzną 0S. Mamy więc : 


s~ 
= 


OT = OH x 08, 
albo [1] (a+ 2)? = RR — 22), 
albo, rozwijając i porządkując, 
[2] a* AR + aje — R? -|- a? =0. 
Zkąd się wyciąga : 


x= -- (R +a) £ VR Fa F R a): 
1. — 24 
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lub, uproszczając, 


[3] g =— (R + a) + VZR(R Fa), 


ROZTRZĄSANIE. Te dwa pierwiastki, są oczywiście rzeczywistemi, 
ponieważ 2R(R -+ a) jest ilościa dodatną; a, gdy a jest mniejszóm 
jak R, widzimy więc, wpatrując się w zrównanie [2], że jeden z nich 
jest dodatnym a drugi odjemnym. 

Rozwiązanie dodatne æ’ nakreśli się z więlka łatwością : gdyż 
` radykal wyraża średnia proporcyonalną między 2R i (R -+ a), to 
jest między BA i BI;ten radykal jest więc równym BC. Przeto : 


c = BC — BI. 


Więc, jeżeli się weźmie BT = BC, IT będzie równóm « : ta 
długość będzie istotnie promieniem szukanym. Na otrzymanie 
środka, wyprowadzi się z punktu T prostopadłą TG do A, biorac 
na tćj linii długość równą IT. 

(o się tyczy rozwiązania odjemnego z”, to ono jest równóm, 
w swej wartości bezwzględnćj, długości summy BC — BL. Dla wy- 
tłumaczenia tego rozwiązania, umażmy że, oznaczając je przez (— v), 
musi ono sprowadzać zrównanie [1]; powinno więc być : 


(a — a)? =R(R — 2a), 
albo |4] (a — a? = RR — 2a). 


Otóż to jest właśnie zrównanie jakie należałoby napisać, jeżeliby 
chciano nakreślić koło styczne zewnętrzne do łuku BC i do średnicy 
i cięciwy przedłużonych, a gdyby przytćm podobało się nazwać « 
nieznany promień koła ; zapewnia się o tćm łatwo kreśląc figurę. 
Tak więc pierwiastek odjemny dostarczy drugiego rozwiązania za- 
gadnienia; aby zaś otrzymać punkt zetknięcia T, nowego koła 
i średnicy AB, wystarczy odnieść średnicę na lewo punktu B, i od- 
ciąć na nićj długość BT, równą BC. 

Widzimy że tu jeszcze, dwa promienie, IT=B0—BI, i I[,=BC--BI, 
są odniesione, poczynając od punktu I, w kierunkach sobie prze- 
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ciwnych, jak to wskazują znaki któremi ich wartości są naznaczone 
w formułach [|3]. | 

Oczywiście że punkta T i T, są punktami zetknięć dwóch innych 
kół równych pierwszym, których środki są symetrycznie położone 
pod średnicą AB, rktóre odpowiadają także pytaniu. 

Jeżeli chcemy teraz wpisać koło w odcinek BIC, wn 
przez podobne rozumowania, zrównanie 


(9j (c — n? = R(R — 2), 


które będzie się różniło od zrównania [1], i które nie będzie mogło 
przywieść się do niego przez zmianę znaku w «. Nie wchodząc 
w szczegóły tego nowego rozwiązania, powiemy tylko że pierwia- 
stek odjemny będzie odpowiadał dla koła stycznego zewnętrznie 
do łuku AC, i że otrzymamy punkta zetknięcia dwóch kół ze śre- 
dnicą AB, kreśląc, zpunkiu A jako środka, półkole, promieniem AC. 

Widzimy że zagadnienie ma ośm rozwiązań dostarczonych przez 
dwa zrównania drugiego stopnia. 

322, Podzielić powierzchnia koła mającego R za promień, w sto- 
sunku średnim i skrajnym, za pomocą obwodu koła spółśrodkowego. 

Można uczynić dwa przypuszczenia : 1° powierzchnia zawarta 
pomiędzy dwoma okręgami jest średnia proporcyonalną; 20 po- 
wierzepnia koła nieznanego jest tą średnią. 
į]. W pierwszym przypadku, jeżeli oznaczymy przez © promień 
koła szukanego, zrównaniem zagadnienia będzie : 


xR2 _ r(R3 = 2? 
n(R? — 23) e * 
albo | R2 — „dż = Rie, 
Wyciąga się złąd : R? — s? = Rg, 
albo R — y = — Ru. 


Pierwsze z tych dwóch zrównań daje : 


R(—1 y5), 
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a drugie, różniące się z poprzednićm tylko znakiem z, daje 


3] „PU Ba 


* ROZTRZĄSANIE, Cztery pierwiastki są sobie równe dwójkami í zna- 
ków przeciwnych. Lecz pierwiastki odjemne nie mają znaczenia 
w tćj kwestyi geometrycznćj; te zatćm pierwiastki powinny być 
odrzucone. Co się tyczy pierwiastków dodatnych, pierwszy 


__ R(y5—1) 
ra LGD Z -> 


jest największą częścią promienia R podzielonego w stosunku średnim 
i skrajnym : odpowiada on wprost na pytanie podziału, Drugi 


„= RW +1) 
SĘ 2 


jest linią którćj średnią proporcyonalną byłoby R w podziale na średni 
i skrajny stosunek. Ta linia, większa jak R, daje rozwiązanie, które 
nie odpowiada zagadnieniu, takiemu jak było położone. Lecz, gdy 
uogólnimy wysłowienie w sposób następujący : 

IŁykreślić koto spółśrodkowe z kołem daném, i takie żeby wieniec 
był średnią proporcyonalna między powierzchniami dwóch kót. 

To nowe wysłowienie nie będzie więcćj wymagało żeby promień 
nieznany był mniejszym jak R. Jeżeli ten przypuścimy większym, 
zrównanie nowe, 


(12 — RY = R?a*, 


nie będzie się różniło od zrównania [1]; a, tém samém, drugie roz- 
wiązanie będzie odpowiadało, zarówno jak i pierwsze. 

lI. Przypuśćmy teraz że koło nieznane, powinno być średnićm 
proporcyonalnćm między kołem daném i wieńcem : zrównaniem 
zagadnienia będzie wtedy : 


zR? nL? 
RE  r(R2Z— 22)” 
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albo [4] m + Ra — RI =0. 


Możnaby było rozwiązać to zrównanie dwukwadratowe za pomocą 
sposobów znanych. Lecz prościćj jest położyć : 


[5] x2? = Ry; 
zrównanie staje się, podzieliwszy je uprzednio przez R? : 
[6] y? Ry — R= 0; 


jest ono tosamém z pierwszém ze zrównań pierwszego przypadku. 
Tak więc wartość odjemna na y powinna być odrzuconą, a wartość ` 
dodatna jest największą częścią promenia podzielonego w średnim 
i skrajnym stosunku. Co się tyczy promienia x koła nieznanego, jest 
on, podług zrównania [5|, średnim proporcyonalnym między promie- 
niem koła danego i średnia y. 

Można łatwo wykreślić trzy rozwiązania lego zagadnienia. 


OSTROKRAG OPISANY NA SFERZE, 


323. Opisać na danćj sferze ostrokrąg prosty któregoby cała po- 
wierzchnia równała się powierzchni koła danego. 


Jeśli przez oś ostrokręgu poprowadzimy 
płaszczyznę, przecięciem będzie trójką! 
równoramienny SAB i wielkie koło OD 
w niego wpisane. Przeto powierzchnia 
sfery i szukana powierzchnia ostrokręgu 
są figurami obrotowemi koło osi SC. 

Owoż, nazywając R promień sfery, a 
promień koła danego, « promień CB 
podstawy stożka, y jego wysokość SC, 
z jego bok albo apotemę SB, mamy 
SD = SC. SK = y(y — 2R); więc, wedle warunków zagadnienia, 
powinno być 


(1) ala -- z) = 2», 
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Wreszcie, dwa trójkaty podobne BSC, DSO dają : 


(2) 


L y 
(3) R= ==" 


Przenosząc w (1) wartość na z wyciągniętą ze związku (2), otrzy- 
memy wyrażenie 


2 
które, z powodu (3), staje się 
2 (aż 
(4) 7 zał =Q albo "(R — s) ge 


Ostatnie wyrażenie pokazuje że summa dwóch czynników nie- 
a? : 


: : a d UR S A i : 

wiadomych : y i RTY jest Rê ich wieloczyn równa się 20. 
Więc, aby otrzymać wysokość y stożka, trzeba wystawić prostokąt 
równowarty kwadratowi (a y2)? i w którymby dwa boki przyległe 


2 
czyniły summę a ; co już wiadomóm nam było. 


Zrównanie (4), które może się napisać pod kształtem 
Ry? — ay +- 2Ra* =0, 
pokazuje, że aby y było rzeczywistem, musi być 
at — 8R% > 0, 
albo a? > 8R2. 


Najmniejszość powierzchni stożka opisanego jest więc równą 8R2, 
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znajduje się wtedy 


y = zp = UR. 
z=Ryż, 


a więc z = 32. 

Ostrokrąg prosty opisany na sferze, którego powierzchnia jest 
najmniejszością, posiada własności następujące : 

1° Jego wysokość jest podwójną średnica sfery ; 

2° Jego apotema jest potrójnym promieniem jego podstawy ; 

3° Jego powierzchnia jest podwójną powierzchnią sfery, a, na- 
stępnie, jego objętość jest także podwójną objętością sfery. 


WALEC WPISANY W SFERE. 


324. Wpisać w sfere, promienia R, walec prosty któregoby powierz 
chnia cała, licząc w to dwie podstawy, była równowarta powierzchni 
koła, promienia danego m, 

Jeżeli oznaczymy przez z promień podstawy a y wysokość walca, 
to geometrya dostarczy bezpośrednio zrównań następujących : 


2 Fig. 9 
[A] 8+F=R, 7 
AŻ 
dra? -- rsy = rm*, y \ 


albo, znosząc czynnik r, 


[2] 24? + dry = mè, eeri 
ć ; m — 24”, 
Wyciąga się z [2] : y=—g > 
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a, podstawiając tę wartość w [1], znajduje się 


znosząc mianowniki, i uproszczając wyrazy podobne, otrzymuje się 
zrównanie dwukwadratowe : 


[3] 2024 — (lm + 16R7)2* mi = 0; 
zkąd się wyciąga : 


[4] n — (r HRB) + Vf r FAR’)? — Smi 


i, następnie, 


5] p vy HUR Ey LR? == y( (m? -- 4R?) — 5m* 
10 


ROZTRZĄSANIE. Wpatrując się w zrównanie dwukwadratowe |3], 
spostrzegamy że, kiedy wartości na «x? są rzeczywistćmi, to te war- 
tości są obiedwie dodatnómi, a przeto każda z nich odrębnie wzięta 
powinna dostarczyć jedną wartość rzeczywistą i dodatną na z. Lecz 
nie dosyć na tém że < jest rzeczywistćm i dodatnóćm, potrzeba także 
aby y nićm było ; powinno być przeto : 


m? — 24? > 0, 


albo [6] 


P+ 


Zagadnienie będzie więc miało tyle rozwiązań, ile znajdzie się 
wartości na « dostarczonych przez formułę [5], i zadosyć czynią- 
cych temu warunkowi [6]. 

` Aby zagadnienie było możebnóm, potrzeba naprzód żeby wartości 
na z były rzeczywistćmi ; wystarczy, na to, jak już to uprzednio 
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powiedzieliśmy, żeby wartości na © były nićmi; cò wymaga tylko 
nierówności : 


(m? + LR? — 5m > 0. 


Można jeszcze uważać pićrwszy członek jako różnicę dwóch kwa- 
dratów, i napisać : 


(m2 -+ 1R? — m? V5) (me + 4R? + mè y5) > 0. 
Otóż drugi czynnik jest dodatnym ; potrzeba więc żeby było : 


m2 -+ 4R? — m y5 > 0; 


4R2 
zkąd [7] m? < 
z 


s pz 


żł albo m2 < R? (y5 + 1). 


Gdy ten warunek będzie spełnionym, to najmniejsza wartość 
na z odpowiada zawsze pytaniu ; gdyż ona zadosyć uczyni, nadto, 
nierówności [6], to jest będzie : 


m? + hR? — y (m  4R2)? — 5m* _ m*, 
10 mi A 


albo, znoszące mianowniki, i przenosząc : 
4 (RZ — m?) < yR? F m?)* — 5me. 

I, w istocie, jeżeli m jest większóm jak R, ta nierówność jest 
oczywistą. Jeśli, przeciwnie, m jest mniejszćm jak R, obie strony 
będą dodatnemi, wolno więc podnieść je do kwadratu (200), i nie- 
równość stanie się : 

16(R4 — IR?m? + m!) < 16R* + 8R*m? + mi — Smt, 
albo 0m‘ — ORM < 0 ; 


zkąd m2 < 2R2; 
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co jest prawdziwém. Zagadnienie ma więc zawsze jedno rozwiazanie, 
skoro warunek [1] jest sprawdzonym. 


Aby największa wartość na æ odpowiadała także, potrzeba żeby 
było : 


, 


me +- UR? + y(m?-F GRZE—5mi _ mt. 
10 <3 


albo, znosząc mianowniki i uproszczając : 


V(m? F RÓ? — 5mł < h(m* — R?) 


Otóż, jeżeli m jest mniejszém jak R, ta nierówność jest niepo- 
dobną, a zatém, drugie rozwiązanie nie istnieje. Jeżeli m jest 
większćm jak R, obie strony nierówności będą dodatnómi, można 
więc podnieść je do kwadratu ; będzie tym sposobem : 


(m? +- 4R>)? — 5mt < 16(m? — R?}; 
zkąd m? > 2R2, 


Potrzeba więc, dla otrzymania dwóch rozwiazań, żeby m? było za- 
wartóm między 2R? i `R? (V5 + 1). 

325. UwaGAa. Można sobie zdać rachunek, sposobem następują- 
cym, z wypadków jakie otrzymaliśmy. 

Zrównanie [2], kiedy się w nićm zastąpi y przez jego wartość 
dodatną wyciągniętą z [1], daje, za wyrażenie powierzchni całćj 
walea wpisanego w sferę : 


nm = male 42 YRZ — z). 


Jeżeli roztrząśniemy wartości kolejne, przez które przechodzi ta 
powierzchnia, kiedy promień æ podstawy powiększa się od 0 aż do 
promienia R sfery, widzimy że ona jest zerem dla z = 0; potóm, 
że taż powierzchnia wzrasta razem z z, aż do pewnćj granicy jaką 
rachunek daje poznać, i która, podług tego eo poprzedza, jest 


zR* (5 -+ 1); wartość na z, która dostarcza tę największość, jest, 
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wreszcie : 


BE = 
= 40 M 10(5 -- y5). 


Dalój, kiedy «© powiększa się aż do R, powierzchnia zmniejsza się 
aż do wartości 2rR*, która odpowiada przypadkowi w którym, 
wysokość jest zerem, a walec sprowadza się do jego obu podstaw 
którćmi są dwa wielkie koła. Otóż, rzecz oczywista że powierzchnia 
walca, powiększając się od zera aż do największości, dla zmniej- 
szania się potóm od największości aż do ŻxR*, przejdzie dwa razy 
przez wszystkie wartości zawarte między naj większością i ŻrR2, a 
raz tylko przez wartości które są mniejszemi jak 2aR*. 


ZAGADNIENIA ODNOSZĄCE SIĘ DO TRÓJKATÓW PROSTOKĄTNYCH. 

326. Wyrachować boki kąta prostego w trójkącie prostokątnym, 
znając przeciwprostokątną a, i wysokość h spuszczoną z wierzchołka 
kata prostego na przeciwprostokątną. 

Niech będą x i y dwa boki nieznane; twierdzenie Pitayoresa 
daje zrównanie : 


[t] PpP =e 


: Tree E E 5 
Powierzchnia trójkąta ma za wyrażenia —* I g> więc mamy : 
- 


12] cy =ah, 


Podwajając dwie strony zrównania [2], i dodając je potóm do 
zrównania [1], otrzymamy : 


z? + y* + zwy =a* + ah, 
albo (c +y} = a? 2ah; 


zkad wypada, wyciągając pierwiastek kwadratowy z opu stron (a 
wolno jest to uczynić gdyż te strony są dodatnómi) : 


3] x + y= yÈ + ah. 
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Jeżeli, zamiast dodawania dwu zrównań stronami, odciągniemy 
drugie od pierwszego, otrzymamy : 


(c — y? = a? — dak; 


a, ponieważ można przypuścić że z jest większym z dwóch boków 
szukanych, otrzymamy, wyciągając pierwiastki : 


[4] x —y=ya— 2h. 
Znamy więc summę [3] i różnicę [4] niewiadomych, zkąd łatwo 
się wyciąga : 


[5] 


ROZTRZĄSANIE. Aby zagadnienie było możebnóćm, koniecznym i 
dostatecznym jest warunkiem, żeby wartości otrzymane na © i na y 
były rzeczywistómi, to jest żeby było : 


[6] a>2, albo h<3: 


327, UwaGa. Te nierówności [6] nie wyłączają bynajnnićj rów- 
ności granic, 


a, 
a=3%, h=3; 


gdyż wartości na z i na y pozostają rzeczywistemi i dodatnćmi, 
w tém przypuszczeniu. Dostarczą więc one rozwiązania dwóch py- 
tań następujących : . 
19 Pomiędzy wszystkićmi trójkątami prostokatnemi, wysokości da- 
nćj h, jaki jest trójkąt którego przeciwprostokątna jest najmniejszą? 
Tym trójkątem jest właśnie trójkąt którego przeciwprostokątna 
równa się 2h. Jest on równoramiennym; gdyż, w tym przypadku, 
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2 Pomiędzy wszystkiemi trójkątami prostokątnemi, tejże samćj 

przeciwprostokątnćj a, jaki jest trójkąt którego wysokość jest największą ? 

Tym trójkątem jest właśnie trójkąt którego wysokość równa 
się 5 „ Jest on równoramiennym ; gdyż, w tym przypadku, 


- 


fs 
ES 


328. Wyznaczyć boki trójkąta prostokątnego, znajęc jego obwód 2p 
i powierzchnią m°. 

Niech będą s, y, z boki trójkąta; jeżeli z jest przeciwprostoką- 
tną, to mamy, wedle wysłowienia, i posługując się podaniami do- 
brze w geometryi znanćmi : 


(1) zł = g* Ly, 
2] z+y+ż=%W, 
[3] 2E th. 


Mnożąc przez 2, obie strony trzeciego zrównania, i dodając je 
potem do pierwszego, otrzymamy : 


2: Him? = 2? + y' + Zey, 
albo [4] z? + qm? = (x + y}. 
Drugie zrównanie daje wreszcie : 
z4 y=2p— z 
zkąd [5] (c +y? = (2p — 3}. 


Równając dwie wartości na (z -} y)? dostarczone przez zrówna- 
nia [4] i [5], otrzymamy : 


(2p — 2)? 22 + lm*, 
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albo, wykonywając podniesienie do kwadratu wskazane w pier- 
wszym członku, późnićj znosząc wyraz z? który jest spólnym, i dzie. 
ląc obie strony przez 4, będziemy mieli : 

pP — pz = m?; 
zkąd się wyciągnie : 
P — m? 


[6] c= p 


Daléj, ponieważ znamy z, zrównania [2] i [3] dadzą poznać (z-Ly, 
i cy; gdyż one dają : 


wy = 2m*; 
x i y są, zatćm, pierwiastkami zrównania, 


u? — ZE m —u + 2m =0. 


Mamy więc : 


ML mąż . 7 (P? -+ m2)? m2)2 


[7] == 


— mè. 


z” 


ROTZRZĄSANIE. Ponieważ wartość |6] na z powinna być dodatną, 
jednym z warunków możebności zagadnienia jest : 


p > m. 


Lecz ten warunek nie jest dostatecznym; potrzeba, nadto, żeby 
wartości na w i na y były rzeczywistćmi i dadatnćnii. 

Otóż widzimy, wpatrując się w zrównanie które je dostarczyło, 
że te pierwiastki będą dodatnómi, byleby tylko były rzeczywistómi. 
Potrzeba więc żeby te pierwiastki były rzeczywistómi, to |jest 
żeby było : 


(p + m?) 


4p? 


— m > 0; 
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albo, co na jedno wychodzi, ponieważ mianownik 4p% jest do- 
datnym, 


(P + m2)? — 8pm? > 0. 


Otóż pierwszy członek może być uważanym jako różnica dwóch 
kwadratów. Ta równość jest więc równoważną z następującą : 


(p + m + 2pmyŻ) (p + m? — 2pmy2) > 0. 
Lecz pierwszy czynnik jest dodatnym : potrzeba więc żeby było : 
[8] pr m? — pmy2 > 0. 


Taki jest warunek któremu p i m powinny zadosyć uczynić. Można 
ztąd wyprowadzić granice, między którómi może zmieniać się p 
dla pewnćj wartości danćj na m, albo m dla pewnćj wartości 
danćj na p. Otrzymamy te dwa rezaltata jednocześnie poło- 


2 = r. Jeżeli, w rzeczy saméj, podzielimy przez m? obie 
strony nierówności [8], to staje się ona : 


żywszy 


r — rV2 +1 > 0. 


Otóż jéj pićrwszy wyraz jest dodatnym : wnosimy ztąd że, aby 
ta nierówność mogła mieć miejsce, r powinno być większém jak 
największy pierwiastek zrównania : r2 — 2ry2 ++1—=0, albo 
mniejszćm jak najmniejszy; to jest większćm jak (Y2 + 1), albo 
mniejszćm jak (/2 — 1). Lecz p jest, jak to już widzieliśmy, 
większćm jak m; przeto stosunek A nie może być mniejszym 


jak (y2 — 1); potrzeba więc żeby ten stosunek był większym 
jak (y3 + 1). Wreszcie, ten stosunek pociąga za sobą pierwszy ; 
ten więc jest jedynym warunkiem możebności zagadnienia. 


529. Uwaga. Trójkąt prostokątny mający 2p za obwód a m2 ża 
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powierzchnią nie jest możebnym jak tylko jeśli będzie : 
PZ 4 . 
m> V2 +1: 

z tego wynika : 


p 
TENI 


m < 


albo, pomnożywszy oba wyrazy ułamka przez V2 — 1, 
m< p(y? -— 1) ; 
a p >m(y2? + 1). 
Te nierówności nie wyłączają wcale równości granic, 
m =p(y2 — 1), 
p=m(V2 +1): 


gdyż, w tém przypuszczeniu, wartości nieznanych pozostają rzeczy- 
wistćmi i dodatnómi. Dostarcza więc one rozwiązania kwestyj na- 
stępujących : 

4° Pomiędzy wszystkićmi trójkatami prostokątnemi, równoobwodo- 
wćmi 2p, jaki jest trójkąt którego powierzchnia jest największą ? 

Tym trójkatem powinien być właśnie trójkąt którego powierzchnia 
jest : m? =p*(Y2 — 1)*. Jest on równoramiennym ; gdyż boki 
kala prostego są dane przez formułę : « = y = p(2 — Y2). Prze- 
ciwprostokątna z = 2p(Y2 — 1). 

2° Pomiędzy trójkatami prostokatućmi, tejże samćj powierzchni, 
jaki jest trójkat którego obwód jest najmniejszościa ? 

Tym trójkątem musi być trójkąt którego obwodem jest : 
2p = m(y2 + 1). Jest on równoramiennym ; gdyż boki kąta pro- 
stego są dane przez formułę : 


y = s = my2. Przeciwprostokatna z = 2m. 
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ZAGADNIENIE O POMPACH. 


330. W pompie ssacej zaczyna się poruszać tłok; znaleźć wy- 
sokość do którćj się podniesie woda w rurze ssącćj po pierwszćm, 
drugićm,... poruszeniach tłoka : i wiele potrzeba poruszeń tych, ażeby 
woda podniosła się aż do klapy ssącćj ? 

Aby rozwiązać to zagadnienie, potrzeba przypomnięć sobie nastę- 
pującą zasadę fizyki : 

PRAWO MARIOTTE'A. Objętość gazu idea w stosunku odwrotnym do- 
znawanego ciśnienia ; i tak, na przykład, biorąc pewną objętość po- 
wietrza pod ciśnieniem danćm, ta objętość staje się dwa razy, trzy 
razy albo dziesięć razy mniejszą, jeżeli to ciśnienie staje sięsamo 
przez się dwa razy, trzy razy albo dziesięć razy większćm. Takie 
jest wysłowienie prawa ściśliwości powietrza i gazów, znanego 
w nauce pod nazwiskiem prawa Mariotte'a, od nazwiska fizyka który 
pićrwszy dał je poznać, w pićrwszćj połowie xvni wieku (około 1650). 

Fig. 10. Niech będą : 

B przecięcie ciała pompy; 

L wysokość EP do jakićj się podnosi tłok; 

w przecięcie rury ssącćj ; 

l dłogość hs tćj rury; 

H wysokość kolumny wody tworząca równowagę 

z ciśnieniem atmosferycznćm ; 

x wysokość hh”, do której woda dosięga po pewnćj 
liczbie poruszeń tłoka ; 

z, wysokość kk” do którćj nowe poruszenie tłoka t 
wysokość podnosi. 


Kiedy woda zatrzymała się w 4”, tłok był w P; 
= klapa S zamknęła się pod swym własnym ciężarem, 
a tłok spuszczono aż do E. Wtedy powietrze które ma za objętość 


(1 — r», 


posiada sprężystość proporcyonalną do 


H — z, 
1—25 
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ponieważ to powietrze tworzy równowagę z ciśnieniem atmosfery- 
cznóm zmniejszonćm kolumną wody Ak. 

Kiedy tłok podnosi się do P, woda dosięga do 4”, i massa po- 
wietrza uważanego zajmuje objętość 

BL + e(l — 24); 
jego elastyczność jest wreszcie proporcyonalną do 
H — z. 
Prawo Mariotte'a daje więc 
(H —2)(/ — go = (H — £,)[BL -+ oll — 2,)) 

albo 


dą? -Èi rp H)e, + ʻA HL -|- (H-|- z — 22=0 


a wartość na 


n=z(5L+/+-8) 


M Ta —1—2L) +4 —oj(l—2). 


ROZTRĄSANIE. Oba pierwiastki są rzeczywistemi, gdyż ponieważ H 
jest wyższćm od «x, wieloczyn 


(H — s)(ł — c) 


jest dodatnym ; pierwiastek odpowiadający znakowi -- radykala 
jest większym jak 


JEL +14+u)+;(1—1— ŽL); 
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to jest większym jak H. Ten więc pierwiastek nie odpowiada zada- 
niu, ponieważ woda nie może oczywiście podnieść się do wysokości 
wyższćj nad H; radykal powinien mieć znak — . 

To przypuściwszy, zrównanie 


ha EL +18) 


z SL—I= H) +4 — at — zj, 


dozwoli wyrachować wysokości do których kolejne poruszenia 
tłoka podnoszą wodę. 

Do znalezienia wysokości v, odpowiadającćj pierwszemu poru- 
szeniu tłoka, robi się z = 0; potem, zastępując © przez znalezioną 
wysokość xı, otrzymamy wysokość «4 odpowiadającą dwom pier- 
wszym poruszeniom tłoka, i t. d. 

Zatrzymamy się skoro przyjdziemy do wysokości przewyższającej /. 


ZAGADNIENIE ODNOSZACE SIE DO WYMIARU GŁEBOKOŚCI STUDNI. 


331. Wyrachować głębokość studni, wiedząc że upłynęło t sekund od 
chwili kiedy puszczono kamień, az do chwili kiedy plaśnienie tegoż ka- 
mienia o powierzchnią wody.w studni, doszło do ucha robiącego do- 
świadczenie badacza. (Przy tym wymiarze zaniedbuje się opór 
powietrza. ) 

Aby rozwiązać to zagadnienie, potrzeba sobie przypomnieć dwie 
zasady często używane w badaniach fizyko-matematycznych : 

19 Przestrzeń przebieżona przez ciało ciężkie jest proporcyonalną 
do kwadratu z czasu 0 upłynionego od początku spadania ; a, jeżeli 
oznaczymy przez g spółczynnik stały, równy 9m,80896, to ta prze- 
strzeń przedstawi się za pomoca wyrażenia y . 

2” Dźwięk z prędkością jednostajną przebiega 333 metrów na 
sekundę. W rachunku następującym, przedstawimy jego prędkość 
przez v; tak że, w czasie 8, dźwięk przebiega przesttzeń v0. 

Niech będzie z głębokość studni obrachowana w metrach. 
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Nazywając £, liczbę sekund które kamień łoży na zstąpienie do 
wnętrza studni, mamy : 


[1] L="; zkąd 4 = =. 


Nazywając ł» czas który dźwięk kładzie na ori do ucha 
badacza, mamy : 


[2] T=vbe; zkad 14= 


Otóż 4, -++ t= ¢, wedle wysłowienia; więc zrównanie zagadnie- 
nia jest: * 


[3] sty F= 


Na rozwiązanie tego zrównania, zawierającego w sobie radykal, 
kładzie się je pod kształtem : 


z 2; 
[4] t — BE p> , 
podnosząc dwie strony do kwadratu, otrzymamy : 


albo, przenosząc wszystkie wyrazy w pićrwszy członek, i porząd- 
kując : 


[6] 5—1w(7+,)+e=o 


Wyciąga się ztąd : 
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ROZTRZĄSANIE. Oba pierwiastki są rzeczywistćmi; gdyż ilość po~ 
łożona pod radykalem jest oczywiście dodatną. 
Nadto, łatwo jest spostrzedz, że te pierwiastki są obydwa dodat- 
némi : gdyż, podług zrównania [6], ich wieloczyn £%2 jest dodat- 


; 2102) TAR 3 
nym, jako też ich summa (> -= A v*. Zagadnienie nie może mieć, 


wszelako, jak tylko jedno rozwiązanie ; gdyż dwie studnie głębokości 
różnych nie mogą odpowiadać tejże samćj wartości na 4. Dla wytłu- 
maczenia téj osobliwości, i wykazania który z dwóch pierwiastków 
istotnie odpowiada pytaniu, zauważmy że podnosząc do kwadratu 
obie strony zrównania [4], tworzymy nowe zrównanie, które, rzeczy- 
wiście musi się sprawdzić wraz ze zrównaniem danćm, lecz które 
może się także sprawdzić lubo zrównanie dane sprawdzić się nie da. 
Dwie strony miałyby, w rzeczy samćj, tenże sam kwadrat, jeśliby 
te strony były równe i ze znakami przeciwnymi. Zrównanie [5] jest 
więc rzeczywiście równoważnóm (125) z dwoma następnómi : 


Pićrwsze z tych zrównań jest jedynćm które odpowiada zagadnic- 
niu danemu; i jego rozwiązanie jest rozwiązaniem zagadnienia. 


Otóż to rozwiązanie jest mniejszóm jak vt, gdyż, £ — v będąc doda- 
tném, toż samo się rozumie o vt — z; „przeciwnie, rozwiązanie 
drugiego zrównania jest większćm jak vt, gdyż £ — „jest odje- 


mnćm; jest ono, zatćm, największym pierwiastkiem zrównania [5]: 
powinno więc być odrzuconćm jako obce rozwiązanie. Tak więc 
rozwiązaniem szukanćm jest : 


CA I AEREE È 
w Fis T 


a 
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Uwaga. Powrócimy jeszcze raz do tego zagadnienia w ostatnim 
rozdziale pićrwszego tomu. 


ZAGADNIENIE 0 ŚWIETLE ((LAIRAUT'A. 


332. I. ROZWIĄZANIE CIRODDE'A. Znaleźć, na linii prostej łaczącćj 
dwa punkta świecące A i B, punkt R w którymby umieszczony 
ekram, odbierał od obu punktów świćcacych równe ilości światła. 
Przypuszcza się tu naprzód upowszechnioną zasadę fizyki. : iż nate- 
żenie światła jest w stosunku odwrotnym kwadratów z odległości ; to 
jest że ekram, służący robiącemu doświadczenie za zasłonę od świa- 
tła, położony w odległościach 2, 3, 4,..... razy większych lub mniej- 
szych od punktu świćcącego jest 4, 9, 16,..... razy mnićj lub więcćj 
oświeconym przez tenże punkt świćcący. 

O A a n AE 3 


I 


R” A R B R 


Oznaczmy przez 4 odległość punktów stałych A iB, przez aib 
ilości światła które ekram odbiéra względnie od tych punktów 
świćcących, gdy ten ekram jest kolójno położony o jedność odle- 
głości od każdego z nich, i nakoniec nazwijmy æ odległość od 
punktu szukanego R do punktu A. Obrachujemy ilości światła które 
ekram, położony w R, odbierze od A iod B, a, równając te ilo- 
ści, zagadnienie ułożymy w zrównanie. Otóż, ponieważ punkt A 
rzuca na ekram w jedności odległości, ilość a światła, znajdziemy 
ilość światła y rzucona przez punkt A na tenże sam ekram poło- 
żony w odległości x, przez proporcya 


azy=a*;1, aked v= 


Zobaczymy tak samo że ponieważ BR jest równóm 4 — <, 
ilość z światła która nasz ekram, położony w R, odbierze od B 
będzie wyznaczoną przez proporcya 


bęz=(d— 2)? :4, -zkąd c= 
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więc zrównanie zagadnienia jest 


b 
[1] = z 


L (d—2)* 


Idzie więc o rozwiązanie tego zrównania. Lecz, zamiast przywie- 
dzenia go do formy zwyczajnćj, uważmy że można zniżyć je bez- 
pośrednio do pićrwszego stopnia, wyciągając pierwiastek kwadra- 
towy z jego obu członków : otrzymamy tym sposobem 


e z 
W ję VA 
[r PJ — Ł 
zkąd się łatwo wyciągnie 
2 z= AN" 
Va = Yb 


Będziemy teraz roztrząsali tę formułę, i rozróżnimy, w tym celu, 
trzy przypadki główne, to jest: a>, a=b, a<b. 

PIERWSZY PRZYPADEK. a > b, Pićrwsza wartość na « wymaga aby 
ekram znajdował się między punktami A i B, i bliżćj drugiego jak 


biórwszego ; gdyż jest rzeczą oczywistą że ilość = "TW mnićj 
ł 80; gdyź J a oczy Vavi’ JSzą 


: 1 SH. Mię : 
od jedności a większą od 3: W rzeczy samćj, mianownik jest wię- 
kszym jak licznik, lecz jest mniejszym jak tenże licznik wzięty dwa 
razy, ponieważ a >%; więc wartość na v jest < d, i > 3 d. To 
właśnie powinno mieć miejsce, gdyż aby ekram, położony między A 
i B, był równo oświecony przez te dwa światła, potrzeba oczywiście 
aby się znajdował bliżćj słabszego a dalćj od bardzićj błyszczącego. 

Co się tyczy drugićj wartości na z, jest ona większą od 4, 


gdyż i > 1; tak więc znajduje się drugie położenie ekramu 


AJAY 
Va—y 


na przedłużeniu AB, w pewnym punkcie R’. 
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DRUGI PRZYPADEK. 2 = b. Pićrwsza wartość na æ przywodzi się 
do $, i jest widoczném, że w obecném przypuszczeniu, ekram który 
będzie położonym w środku przedziału AB, musi być równo oświe- 
conym przez dwa światła, 

Druga wartość na z staje się nieskończoną dla a= b. Lecz jeżeli, 
zamiast wziąć nagle a =b, przypuścimy że natężenie punktu świe- 
cącego 13, naprzód mniejsze od a, powiększa się coraz bardzićj, druga 
wartość na x wzrastać będzie, i widzimy że dając dla b wartość 
niższą od a tak mało jak.tylko sami zechcemy, to wartość na < 
będzie mogła stać się większą jak wszelka. ilość dana, tak że gdy 
przyjdzie b=a, nie będziemy mieli więcćj położenia możebnego 
do oznaczenia dla ekramu na przedłużeniu AB; i w rzeczy samćj, 
we wszystkich tych położeniach, będzie on zawsze bliżćj od B jak 
od A, a przeto będzie nierówno oświeconym przez te dwa światła. 

Gdyby jednocześnie z przypuszczeniem a =b, było także d = 0, 


ZE ? 3 p 0 
pićrwsza wartość na „© sprowadziłaby się do zera, a druga do z; 


lecz, ponieważ nie ma wtedy czynnika spólnego obu wyrazóm 


dya } 
ułamku 1 , potrzeba, dla wytłumaczenia tego ostatniego 
4 — 
wypadku, zrobić przypuszczenia a = b, i d= 0 w zrównaniu za- 
gadnienia, Otrzymamy tym sposobem że to zrównanie przywodzi się 
do tosamości 


iże następnie 6 jest tu wyraźnym symbolem nieoznaczoności ; 


z tego więc iż © może przyjmować wszelkie wartości możebne, po- 
winniśmy wnosić że, w jakiemkolwiek położeniu umieścimy ekram, 
będzie on zawsze równo oświecony przez dwa światła. 

TRZECI PRZYPADEK. a © b. Tu piórwsza wartość na z jest jeszcze 
mniejszą jak d i jest ona nawęt < 5» jak to prawdziwie być po- 


winno. Co się tyczy drugićj, jest ona odjemną, co wskazuje że od- 
ległość ekramu od punktu A powinna być odniesioną, nie już na 


http://rcin.org.pl 


ROZWIĄZANIE ZAGADNIEŃ STOPNI WYŻSZYCH NAD PIERWSZY. 393 


prawo punktu A w kierunku AB, lecz na lewo tego punktu i w kie- 
runku przeciwnym. Ta wartość odjemna na z pochodzi z fałszywego 
przypuszczenia zrobionego co do położenia punktu R', przy wyra- 
żeniu zagadnienia za pomocą zrównania; gdyż otrzymalibyśmy toż 
samo zrównanie [1], biorąc AR' za nieznaną. Przypuśćmy w rzeczy 
samćj że ekram powinien być umieszczony w R”, i oznaczmy AR” 
przez z; ilości światła które ten ekram odbierze od punktów A i B 


będa względnie 2 


zi (dz): , tak że zrównanie zagadnienia bę- 


dzie wówczas 


a, b 
s dF 


i to jest właśnie czém się staje zrównanie [1], gdy w niém zamie- 
nimy x na — z. 

333. II. ROZWIĄZANIE BERTRANDA, OBECNIE ŻYJĄCEGO GEOMETRY. 
Znaleźć, na linii PQ, punkt X równo oświe- 
cony przez dwa światła A i B, których na- 
tężeniami są i ii. Daje się AP=a, BQ =b, 
i PQ=d; AP i PQ sa prostopadłómi spu- 
szczonćmi z punktów A iB na linia PQ. 

Do rozwiązania tego zagadnienia, należy 
sobie przypomnieć że natężenie światła jest 
w stosunku odwrotnym kwadratu z odległości 
punktu oświeconego od punktu świecącego; tak że światło, mocy ż, 


Fig. 11. 


świć ik A: 
oswiéca, na odległość x, z natężeniem P 
Powinno więc być : 


z" 
2 2? 


AX BX 


ł 1 


albo, oznaczając PX przez z, a, zatém, QX przez (d — z): 


4 


B i 
[1] er E r e 
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albo, znoszące mianowniki : 
[2] (B -+ (d — si = (a? H i. 


ROZTRZASANIE. Nie wchodząc w szczegóły rozwiązania tego zró- 
wnania drugiego stopnia, i warunki możebności zagadnienia, sta- 
rajmy się wytłumaczyć rozwiązania odjemne które to zrównanie 
mieć może. Jeżeli oznaczymy przez (— a) rozwiązanie odjemne, to 
rozwiązanie to powinno sprawdzić zrównanie [1] ; powinno więc być: 


4 


3 = 
j PFT PFU 


Jest to właśnie zrównanie które wypadałoby przyjąć gdyby, szu- 
kając punktu X po lewéj stronie P, została oznaczoną przez «æ jego 
odległość nieznana od punktu P. Rozwiązanie odjemne dostarczy 
więc rozwiązania zagadnienia danego, byleby mierzono długość 
które to rozwiązanie daje na lewo punktu P, to jest w kierunku 
przeciwnym temu który odpowiada rozwiązaniom dodatnym. 


334. MI. ROZWIAZANIE P. SONNET'A. Znaleźć na linii prostćj XY, 
łaczącćj dwa punkta świecące A i B, punkt odbierający od każdego 
z nich tęż sama iłość światła. 

(Przypuszcza się że jest znaną zasada fizyki następująca : ilość 
światła odbieranego jest w stosunku odwrotnym kwadratu z odle- 
głości od punktu świćcącego.) 


Weźmy za nieznaną odległość AC punktu szukanego od jednego 
z dwóch punktów świecących, i oznaczmy ją przez ©; niech będzie d 
odległość AB dwóch świateł. Przedstawmy przez oœ ilość światła 
którąby odbierał pewien punkt położony na 1 metr odległości od 
punktu A, a przez $* odpowiednia ilość światła która odbierałby 
punkt położony na 1 metr odległości od punktu B. 

Jeżeli / oznacza na chwile ilość światła która punkt szukany C 
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odbiera od punktu A, powinno być, wedle zasady przytoczonćj : 
a? 


E A E EA Ti l= 


Rozumując tak samo, znajdziemy że ilość światła którą punkt 
szukany odbiera od punktu B jest 


g2 
(d — c)? j 


Te dwie ilości światła rzucone na punkt szukany Œ powinny być 
równe wedle wysłowienia, musi więc być zrównanie : 


4 2 
[1] zi = 7p 


Możnaby było traktować je sposobem zwyczajnym, i radzimy to 
éwiczenie dla uczni, lecz prościéj jest zauważyć że dwie strony są 
kwadratami zupełnemi, można więc wyciągnąć z nieh pierwiastek, 
co daje dwa zrównania pierwszego stopnia 


a 
[2] zi dæ g 


Biore znak -|- przed drugim członkiem, otrzymany, po zniesie- 
niu mianowników, 


ad 2 az = Ba, zkąd z =d— 5 EG) 


Biorąc znak — przed drugim członkiem, otrzymamy, tymże samym 
sposobem, 


ad — ar — gr, zkąd z” =d i’ 


wartości rzeczywiste które należy roztrząsać, 
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ROZTRZASANIE. 1° Przypuśćmy naprzód pierwsze światło większej 
mocy jak drugie, albo « > 6. W tym przypadku wartości 2” i z” 
są obiedwie dodatnómi. 

Weźmy naprzód pod uwagę wartość z'. Ponieważ « +6 jest wię- 


kszém jak a, wyrażenie T p jest mniejszém jak 1; wartość z” jest 


a 
więc mniejszą jak d, i odpowiada punktowi zawartemu między punk- 
tami świecącemi A i B. Co większa, ponieważ « -+ 8 jest mniejszćóm 


ŁA zy sp © 
z g jest mniejszém jak Ja albo 


jak a+a albo 2a, wyrażenie 
jak z; tak więc w” jest mniejszćm jak połowa d. Punkt odpowie- 


dni C jest więc bliżćj punktu B jak punktu A. 
Weźmy dalej pod uwagę wartość z”. Ponieważ a — £ jest mniej- 


szém jak «, wyrażenie jest większćm jak 1; tak więc z” jest 


a 
a—B 
większćm jak d, i odpowiada punktowi C’, położonemu po tamtćj 
stronie punktu świecącego B który posiada słabsze natężenie. Poj- 
muje się, w rzeczy samćj że można będzie znaleźć z téj strony 
punkt, dla któregoby różnica natężenia dwóch świateł została wy- 
nagrodzoną przez różnicę odległości od punktu oświeconego. 

2° Przypuśćmy że natężenie drugiego światła zwiększa się stopniowo 
i że przeto 5 powiększa sie przybliżając się tym sposobem do a, 
wartość na z’ będzie zmniejszać się stopniowo, a wartość na «” 
powiększać się równocześnie. Tak więc punkt © będzie się przybli- 
żał do środka AB, a punkt C’ będzie się oddalał coraz więcćj od 
światła B. 

Jeżeli przypuścimy teraz a =B, albo dwa światła równego na- 
tężenia, będzie z” = to a „to jest że punkt G znajdzie się 
wtenczas w środku AB, a że punkt C’ będzie się oddalał do odle- 
głości nieskończonćj na prawo punktu B. Przyjmuje się, w rzeczy 
samćj, że dla wynagrodzenia różnicy natężenia dwóch świateł, po- 
trzeba oddalić punkt C’ tem bardzićj, im ta różnica jest mniejszą, 
i że jeżeli nakoniec staje się ona zerem, to dopiero w odległości 
nieskończonćj różnica odpowiednia odległościóm staje się niedo- 
strzeżoną. 

30 Przypuśćmy że b, nieprzestajac wzrastać, staje się większćem 
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jak æ, albo że światło B jest bardzićj natężonćm jak światło A. 
Wartość x pozostaje dodatną i mniejszą jak d, to jest, odpowiada 
zawsze punktowi zawartemu między Ai B. Lecz, ponieważ ß jest 
większóm jak «, wynika ztąd że a -+ ß jest większóm jak 2a, a zatóm 
a 


że, SE Ej 


imniejszćm jak Z, to jest punkt C jest wówczas bliżćj światła A jak 


jest mniejszóm jak z albo jak 3; tak więc <” jest 


światła B. 

Co się tyczy wartości z”, ta staje się odjemną, a ponieważ uwa- 
żaliśmy jako dodatne, odległości liczone po prawćj stronie panktu A, 
potrzeba będzie, dla uogólnienia formuł, uważać jako odjemne 
wartości liczone po lewćj stronie tego punktu, Wartość odjemna 
znaleziona na z” będzie więc odpowiadała pewnemu punktowi C”, 
położonemu po lewćj stronie punktu świecącego A mającego 
mniejsze natężenie, i to w odległości od lego punktu, tém większćj, 
im różnica bezwzględna 5 — « będzie mniejszą. 

Lo Gdyby teraz natężenie światła B zmniejszać się zaczęło, tak 
iżby się powróciło do przypuszczenia Ë = a, otrzymywałoby się na z” 
wartości odjemne coraz większe, i nakoniec pewną wartość nie- 
skończoną którą należałoby uważać jako odjemną, ponieważ ta 
wartość byłaby granicą do którćj dąży pewna ilość odjemna, coraz 
większa w swćj wartości bezwzględnej. Tak więc, dla Ek =a roz- 
wiązanie nieskończone odpowiada pewnemu punktowi który mo- 
żemy przypuścić jako położony zarówno po prawćj albo po lewej 
stronie dwóch świateł, co istotnie lak być powinno. 

Nie należy ztąd wnosić że zrównanie drugiego stopnia posiada, 
w tym przypadku, trzy pierwiastki, to zrównanie ma tylko dwa; 
lecz do wartości nieskończonćj może być przywiązanym znak + 
albo znak — , podług tego jak będziemy ją uważali jako granicę 
ilości wzrastających dodatnych, lub też ilości wzrastających w swej 
wartości bezwzględnćj, lecz odjemnych. 

5° Jeżeli zrobimy jednocześnie dwa przypuszczenia « = f i d= 0, 
to jest jeżeli przypuścimy że dwa światła posiadają toż samo natę- 
żenie, i są nadto położone w tymże samym punkcie A, otrzymamy. 
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Pierwsza wartość daje punkt A; co być powinno gdyż punkt C, 
który jest w środku AB dla «=B, zlewa się wówczas w jedno z A i B. 

Druga jest nieoznaczona; i, w rzeczy samćj, na jakićmkolwiek 
punkcie linii prostej XY,. położymy wtenczas punkt oświecony. 
odbierze on zawsze od dwóch punktów świecących tęż samą ilość 
światła. 

6° Jeżeli, w niczem nie zmieniając ilości stałćj d, zrobimy, jedno- 
cześnie, dwa przypuszczenia a = 0 i = 0, otrzymamy dla z” i s” 
dwie wartości nieoznaczone. I rzeczywiście, jeżeli dwa światła są 
zgaszone, punkt jakikolwiek położony bądź pomiędzy A i B, bądź 
z téj albo z tamtej strony, odbiera od każdego z tych punktów ilość 
światła zero a zatém ilość równą. 


335. IV. PIEKNE ROZWIAZANIE I PROSTE WYKREŚLENIE CLATRAUT'A. 
Znaleźć na prostój XY łączącćj dwa punkta śgfiecące A i B, punkt 
który jest równo oświecony. 

Niech będą : AC = z odległość punktu szukanego © od punklu 
świecącego A; aż ilość światła któraby odbierał od A pewien 
punkt położony o 1 metr odległości od tegoż punktu świecącego ; 
62 ilość światła którąby odbierał od B pewien punkt położony 
o 1 metr odległości od tegoż punktu świecącego. 

Ponieważ odbierana ilość światła jest w stosunku odwrotnym 
kwadratu z odległości, punkt © odbierze od punktu A ilość światła 
równą 


aż 
z’ 


a od punktu B ilość światła wyrażoną przez 


2 
TETI 


d będąc odległością AB rozdzielającą te dwa punkta świecące. 
Zrównanie zagadnienia jest więc : 
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albo 
EE 5 
£ = d—r 
WYKREŚLENIE. Wynieśmy z punktu A prostopadłą do AB a ró- 
wną a, z punktu zaś B dwie prosto- 
padłe, jedną w górze, druga pod spo- 
dem, obie równe 6; proste A'B’, A'B” 
przetną XY wC i C, które będa 
punktami szukanemi; gdyż mamy 


Fig. 12. 


AA” BE 
AG = BG albo - 

AOI wa w taż E 

ATB N Eade N 


To proste wykreślenie pokazuje że są dwa punkta C iC które 
zadosyć czynią pytaniu; jeden C jest zawartym między A iB ipo- 
łożony bliżćj światła słabszego ; drugi C’ jest po tamtćj stronie tego 
ostatniego światła. Gdy dwa światła mają toż samo natężenie, 
jedno z rozwiązań staje się nieskończonćm, i nie pozostaje na linii 
prostćj XY jak tylko jeden punkt równo oświecony ; środek AB jest 
tym punktem. Wszystkie te rezultata są oczywistemi a priori wedle 
wysłowienia; można także wyprowadzić je ze zrównania. 

Wojciech Girard (1629) dał pierwsze wytłumaczenie rozwiązań od- 
jemnych ; geometrya Deskarta ukazała się po raz pierwszy w 1637 r. 


WPROWADZENIE NIEZNANYCH POSIŁKOWYCH DLA UPROSZCZENIA ZAGADNIEŃ. 


336. Niektóre zagadnienia znakomicie uproszczonćmi być mogą 
przez zręczny wybór nieznanćj. Oto przykład temu rodzajowi za- 
gadnień odpowiadający : 

Znaleźć cztery liczby stanowiące proporcyą, znając summę śre- 
dnich 2s, summę skrajnych 2s', i summe kwadratów z eztćrech wyra- 
zów lq?. 

Weźmy za nieznaną wieloczyn œ ze średnich; a że ich summą 
jest 2s, są one (285) pierwiastkami zrównania, 


2? — 2sz -|- r =0, 
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a zatém, sa równómi : 


s--Vs*— 2, s—y\yê— z. 


Ponieważ wieloczyn ze skrajnych jest równy wieloczynowi ze 
średnich, zobaczymy, tymże samym sposobem, że skrajnemi są : 


PAYBÓRU WEAFEŁ 
Tworząc summę kwadratów z tych eztórech wyrażeń, otrzy- 
mamy : 
hs? -+ ls? — LZ; 
zrównaniem zagadnienia jest więc : 


hs? -H ls? — ho = bg. 


Wyciągniemy ztąd wartość na x, a tém samém, znajdziemy 
cztéry wyrazy proporcyi, któremi są, po zupełnćm wykonaniu ra- 
chunku : 


s -H Vq? —s*, 8 +y wR s2, s — yg? ze” s'2, sg — Vq— s2, 


UwaGa. Naturalnie jest, wziąć za nieznaną wieloczyn ze średnich, 
bo ten wieloczyn, dla każdćj proporcyi, przyjmuje tylko jedną 
wartość. Gdybyśmy chcieli, na przykład, wyznaczyć jeden z wyra- 
zów średnich, powinnibyśmy znaleźć je obydwa przez tenże sam 
rachunek; gdyż nic ich nie rozróżnia w wysłowieniu. Zrównanie 
więc musi być przynajmnićj stopnia drugiego. 

Aby zagadnienie było możebnóm, potrzeba żeby było : 


2R<Q, S<. 
337. Damy jeszcze drugie rozwiązanie zagadnienia następującego : 


Znaleźć proporcya, znając summę ls jéj wyrazów, summę hq? ich 
kwadratów, i summe hc? ich sześcianów. 
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Weźmy za nieznane : różnicę 4x między summą skrajnych a sum- 
mą średnich, i wieloczyn y ze skrajnych; oznaczmy przez a,b,c, d, 
cztéry wyrazy proporcyi; otrzymamy : 


a d > b = hs 
7 | +d+ecph=ls, 


a- d— (c+ b) = hz. 


í a-+-d =28s 42r 
Wyciąga się ztąd : [2] | A za 8 


A ponieważ mamy : [3] ad=y, bc=y, 
wyprowadzimy więc (285) dla a, b, c, d, wartości : 
| a=s +2 +6 F Fy. 
) d=s4+21— Ve Fs —y, 
| b =s — x 4- y (s — 2}? — y, 


OaS 
c =s — xt — \(s — 1}? — y. 


[6] 


Summa cztórech kwadratów jest, jak to da się łatwo obrachować : 
8(8*-|- 1”) — ly; 
a sum ma cztćrech sześcianów jest : 
t6s(s? + 347) — L2sy; 
„ co dostarcza zrównania : 
8(s? 42) — by = hg’, 
16s(8* + 30) — L2sy = Le; 
albo, dzieląc przez 4 obie strony każdego z nich, i przenosząc : 


243— y= g — 23, 
[5] ( 


ł 12sz2 — 3sy = © — hs’. 
4 Y 
1.—26 
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Rozwiązując te dwa zrównania, znajdziemy : 


03 — 3975 L 953 E — 6q7s +- 883, 
[6] mo SZR d ZER; 


i, podstawiając wartości na w i na y w formułach [4], otrzymamy 
cztéry wyrazy proporcyi. 


GWICZENIA. 


I. Pewien podróżny wyjeżdża z punktu B, udając się do punktu C; 
w tymże samym czasie drugi podróżny wyjeżdża z punktu © dążąc do B. 
Każdy z nich postępuje z prędkością stałą. Te dwie prędkości mają stosunek 
«taki, że pićrwszy przybywa do © we cztćry godzin po ich spotkaniu się, i że 
drugi przybywa do B w dziewięć godzin po témże dwócii podróżnych spotka- 
niu. Pytanie jaki jest stosunek ich prędkości ? 

Jeżeli oznaczymy przez œ i przez y dwie prędkości, przez d odległość EC, 
a przez z odległość punktu spotkania od B, znajdziemy zrównania : 


d—z d—z 


IE EARP eA E ATE T 
© y w U 
w 3 
zkąd : Szał 


II. Mamy koło, promienia R, i punkt O na średnicy. Znaleźć linia prostą P, 
prostopadłą do tćj średnicy, i taką żeby poprowadziwszy, przez punkt O, 
sieczna przecinająca koło w dwóch punktach A, B, i oznaczając przez p iq 
odległości punktów A i B od linii prostćj P, summa ż + s była niezależną 
od kierunku siecznéj AB. a 

Oznaczając przez œ odległość środka od linii prostćj nieznanćj, przez d 
odległość środka od punktu O, i przez m styczną kąta utworzonego przez 
kierunek siecznćj z kierunkiem średnicy danćj, znajdziemy że p iq są pier- 
wiastkami zrównania : 


A +m?) — 2f x 4 mew — J) lz + o? + me — dj"RE=0. 
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Zkąd wyciąga się wartość na 5 -+ : ; i znajduje się że, dla spełnienia wa- 


runków wysłowienia, potrzeba żeby było : 


e % 


R? 
m=d, albo c = c ią 


TAE wo RZE A 2d 
Stosunkiem stałym jest : B= " pićrwszym przypadku, a Bot’ 


w drugim. 


IH. Znaleźć, na linii środków, dwóch kół położonych jedno w drugićm, punkt 
taki, żeby jego odległości od dwóch punktów w których koła są przecięte przez 
tęż sama prostopadłą P do linii środków, były w stosunku stałym. 

Oznaczając przez Ri r promienie dwóch kół, przez d odległość środków , 
przez æ odległość środka malego koła od linii prostćj P, i przez œ odległość 
tegoż samego środka od punktu szukanego (który przypuścimy bardzićj odda- 
lonym od środka koła wielkiego), znajduje się, dla kwadratu stosunku z od- 
ległości : 


R? — (a + d)? -4 (x — 1)*, 


a dla wartości na æ odpowiadającćj pytaniu, 


_ RZ — 2 — d2-= V(R p rd) (R+ r—d) (R — rd) (R—r— d), 
NUNES" 3 PINARE 0 MG Róża, 


uz 


Stosunkiem stałym jest wówczas 42, 
A 


Wytłamaczy się rozwiązania odjemne, 


IV. Znając summę s? powierzchni dwóch prostokątów, summę a ich pod- 
staw, i powierzchnie p? i 42 dwóch prostokątów które miałyby podstawę 
jednego a wysokość drugiego , znaleźć te prostokąty. 

Oznaczając przez œ i y podstawę i wysokość pićrwszego prostokąta, przez u 
i v podstawę i wysokość drugiego, znajduje się : 

M a (s*+ 2p2 = Vs — hpu) iw s? + 2p2E Vst — ip? 


as? + p? + q7) = 3 


u = 
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V. Znaleźć postęp ilorazowy, znając summę S; jego wyrazów, summę S, ich 
kwadratów, i.sammę S; ich sześcianów. 

Nieznanćmi są pićrwszy wyraz «, stosunek y i liczba wyrazów z ; stosuje 
się więc naprzód formułę dająca summę wyrazów postępu ilorazowego, którą 
dowiedziemy w jednym z rozdziałów następujących. Po czćm dojdzie się, po 
kilku przekształceniach, do zrównań : 


25,0 + (S? = S>)y = S? + Sy, 
35,0? +- 85 Pu(y — 1)+-5,(y — 1+ Sy? +y +1) =0, 
które dają w i y. Potém zrównanie : 


OEDEŁ: 


Sı 
y = 
Y $ 


daje y*, a tém samém z. 


VI. Znaleźć cztéry liczby, w postępie ilorazowym, znając ich summę a, i 
summę ich kwadratów b*, 
Oznaczając przez œ pićrwszy wyraz, a przez y stosunek, stosuje się tęż 


samą formułę ; i otrzymuje się, po kilku przekształceniach, zrównania : 
4 


(aè — b?jyi — 2b?y3 — 2b?y? — 20y + (a? — b?) = 0, w = TFF Fy” 


z których piérwsze rozwiązuje się jak drugie ze zrównań 4°, numeru 309, 
1 
dzieląc przez y?, i kładąc : y + F =z 


Vi Znaleźć liczbę złożoną z dwóch cyfer, taką żeby ta liczba podzielona 
przez wieloczyn z tych dwóch cyfer, dała na iloraz 51; i żeby, odciągając od 
nićj 9, otrzymało się liczbę przewróconą. 

Liczbą szukaną jest 32. 

VIL. Znaleźć liczbę z trzech cyfer złożona, w którćjby cyfra środkowa była 
średnia proporcyonalną między dwoma skrajnómi ; taką nadto aby miała się 
do sammy swych cyfer jak 124 do 7, i aby powiększona o 594 dała na summę, 
liczbę złożoną z tych samych, lecz w odwróconym porządku napisanych cyfer. 

Odpowiedź. Ta liczba jest 248. 


IX. Znaleźć pięć liczb, w postępie różnicowym, znając ich summę 5a i ich 
wieloczyn p*. 

Znajduje się że wyraz środkowy jest równym a, i że stosunek y jest danym 
przez zrównanie : 


hayi — Bay? + a —- pó = 0, 
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X. Znaleźć cztóry liczby, w postępie różnicowym, znając ich summę 4a i 


: 1 
summę ich stosunków odwrotnych $: 
) 


Przedstawiając cztóry wyrazy przez c©—3y, cy, ® +Y, © + BI, 
znajduje się że w = a, i że y jest daném przez zrównanie : 


yi + 10a(2b — ay? + at — hab = 0. 


XI. Poprowadzić z punktu A, do koła C, sieczną długości danćj /, i wyka- 
zać warunki możebności. Daje się odległość a punktu A od środka, iR promień 
koła. 

Oznaczając przez y prostopadłą spuszczoną z końca siecznćj na średnicę 
przechodzącą przez punkt A, a przez œ odległość spodka tćj prostopadłej od 
środka, znajduje się : 


R2 2— P 
PBE GORE. $ 


2a 


2 „(ar Rtl) (a R—P (l + R— a) ((-+a—R) 
ha? 


Warankami możebności są : jeżeli punkt A jest zewnętrznym kla, 
PZA l>a=R; 
a, jeżeli ten punki jest wewnętrznym, 
l<R=ha, l>R—=a. 


XII. Wićmy że, mając dane : punkt A i koło, którego środek jest w O 
którego prómieniefm jest R, zowie się biegunową punktu A, prostopadła 
do OA, poprowadzona przez punkt X tćj prostćj, tak wybrany żeby było 
OX X OA = R?. To przypuściwszy, mając dane, dwa koła, promieni R i R/, 
chcemy wiedzieć czy punkt M wzięty na ich płaszczyznie może mieć tęż samą 
biegunową w jednóm i w drugićm kole. 

Potrzeba, na to, żeby dwa koła nie przecinały się; a, jeżeli ten warunek 
jest spełnionym, to oznaczając przez d odległość środków, znajduje się dla 
odległości bieguna od środka koła R, 


R" d2-+-R2— R? + VR + R' Hd) (R+R' — d) (R =R' + d) (R — R'—d) 
ji 2d ; 


XIII. Mając sferę dana, promienia R, zamierzamy sobie przeciąć ją przez 
płaszczyznę taką, ażeby najmnićjszy z dwóch odcinków sferycznych tym spo- 
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sobem otrzymanych był do ostrokręgu tćjże samćj podstawy, mającego za 
wierzchołek środek sfery, w stosunku stałym m. 
Znajduje się że wysokość odcinka jest dana przez formuły : 


LĄ 4 a 3(m ++ 1) — V(m F 1) (m + 9) 
c= 0, W=R PĘTLE - JNKWĘ . 

XIV. Toż samo zagadnienie, przypuszczając że stożek miałby za wierzcho- 
tek koniec średnicy prostopadłćj do podstawy spólnćj, położonćj w największym 
odcinku, daje : 


m +- 3 — V8m + 9 
WE, uz=R Sz A 
XV. Mając daną sferę promienia R, chcemy przeciąć ja przez płaszczyznę 
taką, aby najmniejsza z dwóch stref tym sposobem otrzymanych była do po- 
wierzchni bocznćj ostrokręgu tejże samćj podstawy, a mającego za wierzcho- 
lek środek sfery, w stosunku stałym. 
Znajduje się, dla wysokości strefy : 


XVI. Toż samo zagadnienie, przypuszczając że stożek miałby za wierzcho- 
ek koniec średnicy prostopadłćj do podstawy spólnćj, położonćj w największym 
odcinku, daje : 


Im? $n 2 
i, a SLE Vi Es 
m? 
XVII. Podzielić trapez, którego podstawami są ai b, na trzy częsci pro- 
porcyonalne do m, n, p, liniami równoległemi do podstaw. 
Oznaczając przez © i przez y długości dwóch równoległych, znajduje się : 


TB (n + p)a? + mb? 2— pa? + (m + nb? y 
07 m+-n+p > CE m --n--p . 


XVIII. Obwód koła, promienia R, posiada własność odbijania ciał uderzają- 
cych go, pod kątem odbicia równym katowi wpadnięcia. Przypuszcza się że 
bila elastyczna, sprowadzona do punktu materyalnego, jest położona wewnątrz 
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koła, w punkcie A, odległości a od środka, Pytanie, w jakim kierunku należy 
wypuścić bilę, ażeby ta, odbiwszy się dwa razy w B iw C, musiała przejść 
przez punkt swego wyjścia A. 

Dowodzi się że trójkąt ABC jest równoramienrym ; i, oznaczając przez a 
odległość podstawy od środka, znajduje się : 


„ _ RVE+ 86 — R) 
=. 


Roztrząsnąć i wykreślić tó rozwiązanie. 

XIX. Wpisać w koło, promienia R, trójkąt równoramienny, znając summę « 
ego podstawy i wysokości. 

Oznaczając przez œ połowę podstawy, a przez 4 wysokość, znajduje się : 


CZ) += VAR? -F 3aR — a? y= FAR + 4R? F 2aR — a? 
= SMER gy, SWikl<łTSYGW WIPO" o « 


Roztrząsnąć i wykreślić te rozwiązania : wykazać, jakie są warunki może- 
bności, i w jakich przypadkach istnieje jedno a w jakich dwa rozwiązania. 

XX. Mając dany czworobok ABCD, zamierzamy sobie zbudować drugi 
czworobok A/B/C'D', któregoby boki były odpowiednio równoległemi do boków 
pierwszego, równo oddałonemi od tychże, tym sposobem żeby powierzchnia 
zawarta między obwodami dwóch wielokątów była równowarta kwadra- 
towi m2. 

Przypuśćmy że czworobok A'B'C'D' obwija ABCD ; jeśli oznaczymy przez p 
_ obwód czworoboku danego, przez s sammę dostycznych połowy katów tego 
czworoboku, a przez «© odległość boków równoległych, to znajdziemy zrów- 
nanie : 


sz? - 2px — m? =0. 


Roztrzasnąć to rozwiązanie. Rozebrać czy pierwiastek odjemny może się 
wytłumaczyć, przypuszczając że czworobok A/B'C'D' jest wewnętrznym wzglę- 
dem czworoboku ABCD. 

XXI. Poprowadzić, przez punkt A, wzięty w kole promienia R, dwie proste 
prostokątne AB, AG, zakończone na okręgu koła, i takie żeby, łuk przejęty 
między niemi miał cięciwę równą a. 

Jeżeli oznaczymy przez d odległość punktu A od środka, przez © i przez y 
długości AB, AG, to znajdziemy : 


a(R? — d) 
a? + y? = a?, Gy = Vii i : 


Roztrząsnąć warunki możebności zagadnienia. 
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XXII. Mając dane koło promienia R, i inne koło promienia =, styczne 


wewnętrznie do pićrwszego, zamierzmy sobie zakreślić trzecie koło, styczne, 

jednocześnie, do dwóch innych i do średnicy łączącćj środki kół danych : 
Oznaczając przez æ promień koła szukanego, a przez y odległość środka 

pićrwszego koła od punktu zetknięcia średnicy i koła nieznanego, znajduje się : 


—_ him — na 5 3—m 


A T (m+1È „>= mF R; 


29 ZŁ A y =— R 


Roztrząsnąć i wykreślić rozwiązania. 


XXIII. Wyrachować ramiona «©, y, kąta prostego, przeciwprostokatna z 
i wysokość odpowiednia v trójkąta prosiokątnego, znając obwód 2p, i sum- 
mę a przeciwprostokatnćj i wysokości, 

Znajduje się : 


-_ Pa Vpt s „a= %p-V(2p + a)? sr, 
E n W W dk BARDE ZK 4 


w ,2p—a +Vo2p+ a)2— 8p =) 2a? +-16ap — 2(6p--a) Vep ++ a)? — 87°, 
„WJ i 


XXIV. Wyrachować trzy boki a, y, z, trójkąta, wiedząc że objętości na- ` 
kreślone przez trójkąt, obracający się około każdego z nich, sa równowarte 
objętościom trzech sfer, promieni a, f, y. ` 


Znajduje się związki : asg = By = Pz; 


a, następnie : 


G+5+5)(G+ a AIR -5)(5+5— .3) 


i dwie inne formuły odpowiednie dla 4° i =*. 


XXV. Wpisać w sferę promienia R, walec, któregoby objętość była równo- 
wartą summie odcinków sferycznych mających tęż samą z nim podstawę. 
Oznaczając przez © promień podstawy walca, a przez y wysokość jednego 
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z odcinków, znajduje się : 


2 
19 a= YB, y 


_RGB-V3) . 
2 


2 o= 0; y =0. 


Wykreślić rozwiązania. 


XXVI. Mając dane koło promienia R, prowadzi się, przez punkt C jego 
płaszczyzny, stycznę do tego koła, i obraca się, jednocześnie, około średnicy 
przechodzącćj przez punkt C, styczna i pół-okręgu koła. Chcemy wyznaczyć 
punkt C, w taki sposób żeby powierzchnia ostrokręgu, i strefy, tćjże samćj 
podstawy, którą ostrogrąg obwija, były w stosunku danym p. 

Jeżeli oznaczymy przez «© odległość punktu C od środka, a przez y odległość 
środka od spólnćj podstawy, to znajdziemy : 


40 © =(9p—41)R, y= 


20 == R, y =R; 


Roztrzasnać te rozwiazanie 
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NIEKTÓRE PYTANIA DOTYCZĄCE NAJWIĘKSZOŚCI 
L NAJMNIEJSZOŚCI. 


ROZTRZĄSANIE TYCH KWESTYJ ZA POMOCĄ PROSTYCH ZASAD ALGEBRY 
ELEMENTARNEJ. 


338, Wartość pewnego wyrażenia algebraicznego na x zależy 
od liczby która się kładzie na miejscu zmiennćj x, i może się 
zdarzyć że, gdy © wzrasta powoli zacząwszy od pewnćj iiczby, 
wyrażenie staje stę jużto wzrastajacćm, jużto ubywającóm ; 
każde przejście z jednego do drugiego kierunku jest wtedy nazna- 
czone przez pewien stan zwany największością, jeżeli wyrażenie 
przestaje się zwiększać a zaczyna zmniejszać, albo przez pewien 
stan zwany najmniejszościa, jeżeli wyrażenie przestaje się zmniejszać 
a zaczyna zwiększać, Te stany krytyczne są kolejno zmieniającemi 
się, i pewne wyrażenie może posiadać jednocześnie kilka najwięk- 
szości i kilka najmniejszości. Podług tego, pewna wartość najwięk- 
szości nie potrzebuje koniecznie przewyższać wszelkich wartośći 
wziętego pod uwagę wyrażenia; dosyć jest, byle ona przewyższała 
wartości które ją poprzedzają i te które po nićj następują bezpośre- 
dnio. Podobnaż obserwacya służy także dla najmniejszości. 

Na przykład : podczas gdy punkt ruchomy M przebiega linią 
ABCDFG w kierunku strzały, 
jego rzut m na oś OX oddala 
się od punktu stałego O tej 
prostej ; odległość punktu ru- 
chomego od OX jest pewna 
wielkość Mm która zależy od 
przestrzeni zmiennćj z = 0m 
rozdzielającćj jego rzut od 
punktu O; ta odległość jest największością dla © = Ob, Od, Of, 
a najmniejszością dla z = Oc, Oe. 


Fig 13 
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Widzimy, wreszcie, że nie zmienia się wartość na x która robi pe- 
wne wyrażenie największościa lub najmniejszościa gdy pomnożymy 
albo podzielimy to wyrażenie przez czynnik niezależny od x ; albowiem 
to na jedno wychodzi jak gdybyśmy chcieli powiększyć albo zmniej- 
szyć w stosunku stałym odległości różnych punktów krzywćj 
ABCDEFG od prostćj stałćj OX. Ta uwaga jest bardzo użyteczną : 
przed szukaniem w jakich okolicznościach wyrażenie dane jest 
największościa lub najmniejszością, potrzeba zawsze uwolnić to 
wyrażenie od czynników stałych które ono w sobie zamyka. 

Algebra elementarna uważa poszukiwanie wartości największości 
lub najmniejszości, jako przypadek szczególny pytania zależącego 
na wyznaczeniu wyrażeniu danemu możebności nabycia pod 
pewnómi warunkami wartości jakićjkolwiek. Robi się zwykle 
to wyrażenie równćm jakiejkolwiek ilości nieoznaczonćj y ; i jeżeli 
wynika z roztrząsania zrównania tym sposobem otrzymanego że æ 
nie jest rzeczywistćm dla wszelkich wartości na y, jeśli znajdziemy, 
na przykład, że 


x jest urojonćm dla Y<ŁAQ, 
rzeczywistćm y F Ę 
urojonćm y ż ý 
rzeczywistćm y Š d 


potrzeba wnosić że wartości b, d,... są największościami ilości y, 
zaś wartości a, c,... przedstawiaja najmniejszości tejże ilości. 

Ztąd wnieść wypada to prawidło praktyczne : Zróbmy równem 
ilości y wyrażenie dane, uwolniwszy je naprzód od jego czynników 
stałych; wyraźmy że zrównanie na x tym sposobem otrzymane ma 
pierwiastki rzeczywiste ; te warunki zmuszą ilość y do pozostania mię- 
dzy pewnemi granicami które będą wyraźnie majwiększościami i naj- 
mniejszościami szukanemi. 

Oto kilka przykładów tego sposobu, którego zastosowanie już wi- 
dzieliśmy w rozdziale poprzedzającym. 
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NAJMNIEJSZA OBJĘTOŚĆ OSTROKREGU OPISANEGO NA SFERZE. 


339. Niech będzie AB średnicą stałą sfery ; poprowadźmy przez 
punkt A płaszczyznę styczną do sfe- 
ry i na przedłużeniu średnicy AB 
weźmy punkt jakikolwiek S za 
wierzchołek ostrokręgu opisanego. 
Jeżeli wierzchołek S$ przybliża się 
do punktu B, ostrokrąg, rozsze- 
rzając się coraz bardzićj przy pod- 
stawie, powiększa się nieograni- 
czenie : jeżeli przeciwnie wierzcho- 
łek 5 oddala się od punktu B, 
ostrokrąg, przedłużając się coraz bardzićj, i mając zawsze swą 
podstawę większą od wielkiego koła sfery, powiększa się także nie- 
ograniczenie. Tak więc, gdy przesuwać będziemy wierzchołek § 
na przedłużeniu średnicy począwszy od punktu B, widzimy że ostro- 
krąg opisany, naprzód nieskończenie wielki, zaczyna się zmniejszać 
aby potóm mógł się powiększać znowu i stać się nieograniczenie 
wielkim ; przejdzie więc on przez wartość mniejszą jak wszelkie 
inne, to jest przez najmniejszość. 

Oznaczmy przez © wysokość a przez z promień podstawy ostro- 
kręgu opisanego na sferze promienia » ; objętość tego ostrokręgu ma 
za wyrażenie 


-£ „w 
3 „T3 


Trójkąty podobne SAC, SOD dają proporcyą 


T s 
Ve =F 


zkąd się wyciąga 


URE 


A 
z = h; 
g—% 


1 
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Podług tego, objętość którćj najmniejszości szukamy, jest : 


me x? 
5 c=» 


Stosując się do przepisu, połóżmy 


a? 


Bzz © zkąd 2*—yg | dry =0. 


Aby to zrównanie miało swe pierwiastki rzeczywistemi, potrzeba 
żeby y było większóm jak 8r ; więc y biorąc wartość 8r staje naj- 
mniejszością ; a gdy podstawimy za y tę wartość, wtedy otrzymamy 


Więc ostrokręg opisany na sferze ma objętość najmniejszą mo- 
żebną, gdy jego wysokość jest dwa razy większa od średnicy sfery, 


Wtedy najmniejszość objętości tego ostrokręgu, równa z . 8r 
s tzyli gam, jest dwa razy większą od objętości sfery. 


BUDOWA KOMÓREK WOSKOWYCH W KTÓRYCH PSZCZOŁY MIÓD SKŁADAJĄ. 


- 340. Mając dany graniastosłup prosty 
którego podstawą jest sześciokąt fo- 
remny, weźmy na przedłużeniu osi 00' 
graniastosłupa (fig. 15) punkt dowol- 
ny S; przez ten punkt i trzy boki 
trójkąta równobocznego ACE, otrzy- 
manego łącząc eo drugi wierzchołki 
podstawy wyższćj, poprowadźmy trzy 
płaszczyzny, które odetną od graniasto- 
słupa danego trzy czworościany BACG, 
DCEH, FAEK, zastąpmy te ostalnię 
przez czworościan SACE położony 
po nad graniastosłupem ; otrzymamy 
tym sposobem bryłę przedstawioną 
przez figurę 16, która się kończye 
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w swćj części wyższćj pewnym rodzajem sześciokąta spaczonego, 
służącego za oparcie trzech kwadratów ukośnych zbiegających się 
przy wierzchołku S. 

Łatwo jest dostrzedz że objętość bryły tymi sposobem utworzonej 
pozostanie stałą, dla jakiegokolwiek- 
bądź położenia punktu S na przedłu- 
żeniu osi graniastosłupu. W rzeczy 
samćj, dwa kwadraty ukośne SAGC i 
OABC (fig. 15) mają przekątną spólną 
AC, dwie więc inne przekątne SG i OB 
przejdą przez tenże sam punkt L, śro- 
dek AC; trójkąty prostokątne LBG, 
LOS, są równe, i dają BG = OŚ, Wy- 
nika ztąd że czworościan GABC odcięty 
od graniastosłupu, i czworościan przy- 
dany SAOC, są równe, jako mające 
podstawy równe, ABC, AOC, jakoleż 
wysokości BG i 0S także równe. Tak 
więc summa trzech części odciętych 
od graniastosłupa równa się piramidzie 
przydanćj SACE. 


Idzie rzecz teraz o znalezienie wysokości punktu S któryby uezynił 
najmniejszością, powierzchnia tego: dziesięctościanu. 

Weźmy za jedność połowę boku AB sześciokąta; oznaczmy 
przez k wysokość graniastosłupa, a przez z wysokość nieznaną 
wierzchołka S po nad płaszczyznę podstawy wyższéj. Mamy 

» 1 = SE, =- 
AL=34ABV5= y3, SL=VS0 10L = V7 Fi, 


a ponieważ powierzchnia uważana składa się z sześciu trapezów 
AA'B'G i z sześciu trójkątów równych SAG, ilość do zrobienia naj- 
mniejszością ma za wyrażenie 
1 
zAB(AA' -+ GB') + AL x ŚL, 
albo 
24 -00 V3 VZ 1. 
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Robiąc je równem 24 -+ y, otrzymamy kolejno 
3(23 H14) = (£ y}, 24? — dyr +3 —yż=0. 
Warunkiem rzeczywistości pierwiastków jest 
y? — 2(3—y2)>0, albo y>yż2; 


powierzchnia przypuszcza więc najmniejszą wartosć PORĘ, i ta 
najmniejszość ma miejsce dla 


albo 05= SŻ . 


Więc, powierzchnia żądanego dziesięciościanu będzie najmniejszościa, 
Jeśli różnica dwóch krawędzi po sobie następujących AX', GB' jest 
czwartą częścią przekalnćj kwadratu wystawionego na boku a padstawy. 

Dziesięciościan, o którym mowa, przewrócony stanowi budowę 
komórek woskowych w których pszezoły miód składają ; pisarze 
franeuzcy zowią go zwykle pszczelnym alweolem (alvćole des abeilles). 

Trzy kąty płaskie kąta bryłowego G, w dziesięciościanie danym, 
są między sobą równe ; ich wartość spólna jest około 109% 28/16" ; 
trzy kąty dwójścienne tego trójścądjnu są także między sobą równe ; 
każdy z nich zawiera 120 stopni. 

Pszezoły budują swe komórki podług powyżćj wskazanego planu. 
Wejście alweolu stanowi sześciokąt foremny A'B'C'D'E'F" (fig. 16) : 
dno zaś, czyli spód jego, jest utworzonym z połączenia trzech ma- 
łych powierzchni płaskich tak do siebie nachylonych ażeby tym 
sposobem ótrzymana powierzchnia była najmniejszą możebną. Przy 
wykonaniu tćj budowy pszczoły oczywiście mają na widoku oszczę- 
dność wosku. Komórki są położone jedne obok drugich w podwój- 
nych rzędach, mają swe otwory obrócone na zewnątrz, a zaś dna 
stykają się z sobą tak dokładnie, że nie istnieje żaden przedział 
wolny pomiędzy nićmi i że każde przepierzenie służy dla dwóch ` 
komórek sąsiednich. 

Teraz jeszcze kilka słów o pszczołach i ich pracy. Pomiędzy 
pszczołami napotykamy indiwidua trojakiego rodzaju : samców czyli 
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trutni, samice i pszczoły bezpłciowe czyli robocze, których liczba 
jest największa. Pszczoły robocze zbićrają sok słodki z kwiatów 
roślin, przyjmują go do żołądka i następnie wyrzucają z siebie do 
komórek. Komórki budują z wosku, który pszczoły wyrabiają 
z pyłku kwiatowego we własnym żołądku. Komórki ustawione 
parami w dziesięciościany symetryczne tworzą płaskie plastry wi- 
szące pionowo. Oprócz miodu i wosku pszczoły przygotowują jeszcze 
żywność dla gąasiennic, która się składa z pośledniejszego wosku i 
miodu. Przyrządzają one jeszcze rodzaj żywicy, zwanćj zasklepem 
albo pierzką, którą wszystkie szpary starannie zalepiają. 

Kiedy pszczoły robocze przybywają do ula próżnego, niebawem 
zaczynają swe prace od szczytu, i w ogóle od środka tego szczytu, 
zwłaszcza jeśli się znajduje jakakolwiek wydatność, bądź to przy- 
padkowa, bądź też umyślnie na to przygotowana. Tamto one za- 
wieszają pierwszy ciąg alweoli albo małych komórek, wkrótce 
drugi ich ciag przeciwnych przykłada się obok pićrwszego i tworzy 
plaster miodu albo placek wosku; wiele innych plastrów przychodzą 
się potóm gromadzić jedne obok drugich, zachowując w swym 
ogólnym składzie kierunek pionowy, a pomiędzy sobą równoległość 
doskonałą. 

Nie będzie więc od rzeczy przed zakończeniem jeszcze raz powie- 
dzieć : komórki pszczół, są to dziesięciościany o powierzchni naj- 
mniejszćj podobne do tego którego dokładne przedstawiliśmy wy- 
kreślenie na figurze 16; sześciokąt foremny otwićra wejście alweolu; 
miód składa się na dnie i w jego wnętrzu; pszczoły buduja naprzód 
kwadraty ukośne, potóm ściany trapezowe. Wyobraźmy teraz sobie 
płaszczyznę napełnioną sześciokątami foremnemi, i zbudujmy na 
każdym sześciokącie odpowiednia mu komórkę, wierzchołki ich 
będą się znajdowały na płaszczyznie równoległćj do pićrwszćj. 
Nakoniec, połóżmy tę figurę na innćj jój podobnćj i równćj, tak 
aby ich wierzchołki do siebie przystały, będziemy mieli ogół komó- 
rek noszących nazwisko płastru miodu. Ul składa się z pewnćj liczby 
plastrów zawieszonych w różnych płaszczyznach pionowych, tak 
aby dwie pszczoły mogły przejść jednocześnie pomiędzy dwoma 
plastrami po sobie następującemi. 

Tak więc : 1° nachylenie trzech kwadratów ukośnych które two- 
rzą dno komórki jest takie, że powierzchnia tym sposobem otrzy- 
mana staje się najmniejszą możebną; 2° trójkąt równoboczny, 
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kwadrat i sześciokąt foremny są jedyne wielościany foremne które, 
wzięte osobno, mogłyby zapełnić przestrzeń płaską nie zostawiając 
próżni, a z tych trzech wielokątów, sześciokąt dla tćjże samćj 
powierzchni ma najmniejszy obwód. Jest więc tym sposobem 
wprowadzona podwójna oszczędność wosku. 

Wykreślenie geometryczne komórki, zauważane przez Pappusa, 
geometry IV*” wieku przed Jezusem Chrystusem, zostało zbadane 
sposobem dokładnym naprzód przez Filipa Maraldt'ego z Obser- 
watoryam (1712), pot*m przez Rćaumur'a, który przedstawił pyta- 
nie najmniejszości pod uwagę Samuela Kænig'a i Maclaurin'a, Temu 
ostatniemu geometrze należy się pićrwsze ścisłe teoretyczne rozwią- 
zanie. Koenig nie znalazł jak tylko 109° 26', zamiast 409° 28' 16” dla 
kata kwadratu ukośnego. 


341. Mówi się że ilość x jest zmienna niezależną, kiedy można jéj 
nadać dowolnie wartości jakiekolwiek. Wyrażenie algebraiczne y 
zowie się funkcya zmiennćj x, kiedy to wyrażenie zależy od zmien- 
néj tym sposobem, że, dla każdćj wartości na „w, funkcya przyjmuje 
wartość jedyną i oznaczoną. 

342. ZAGADNIENIE J. Znaleźć między jakiemi granicami może się 
zmieniać trójmian ax? + ba -+ ©. 

Zróbmy naprzód ten trójmian równym m, kładąc : 


[1] aa? + ba ++ e= m. 
Rozwiązując to zrównanie, znajdujemy : 


CA 
— b + V — hac + ham 
2a 


2] SE 
Aby zagadnienie było możebnóm, potrzeba żeby było : 
bè — hac + ham > 0, 
albo [3] ham > hac — Ù. 
Lecz dla wyciągnięcia z tćj nierówności granicy którą m nie po- 


winno przekroczyć, potrzeba rozróżnić dwa przypadki : 


l — 27 
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10 Jezeli a jest dodatném, można dzielić dwa członki przez ha (206); 
co daje : 


hae — b 

[4] Ei i Tila 

Tak więc, w tym przypadku, trójmian może przyjąć wartość większa 

hac — b? = : sm ; 10 

od — hia > może nawet dosięgnąć téj granicy, która jest jego war- 
tościa najmniejszą. i 

2° Jeżeli a jest odjemném, dzieląc nierówność |3] przez ha, zmie- 
nia się jéj kierunek (206); i wtenczas będzie : 


hac — b* 


[5] "a ha 


Tak więc, w tym przypadku, £rójmian moze przyjąć wszelka war- 
j hac — b? ; TP > S 
tość niższa od te RET =? może nawet dosięgnąć tćj granicy, która jest 
jego wartością największa. 

W obu przypadkach, wartość największości lub najmniejszości 
funkcyi m niszczy radykal : a tém samém, wartość odpowiednia 
NE SAB: Pp: b 
zmiennćj niezależnćj æ jest — TA 

Można teraz zbadać łatwo zmiany trójmiańu. Widzieliśmy w rze- 
czy samej (283), że trójmian może zawsze być położonym pod 
kształtem : 


' bYŻ , Lac—b* 
(eta) + 
Otóż, gdy x przecliodzi, stopniowo czyli stopniami ciągłemi, 


by 
od — æ do + », wyraz (z -L 2) „ zawsze dodatny, jest zrazu--oo, 


zmniejsza się następnie, potóm niszczy się dla z =— ża potém 


wzrasta aż do + œœ: jego najmniejszością jest zero. Ilość między 
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nawiasami, jako nie rótiițca się od wyrazu uważanego, jak tylko 
hac — b? 
przez ilość stałą ar” o równa się naprzód -- oc, zmniejsza się, 


3 n ninaa AEE I b 7 
dosięga swéj najmniejszości z , kiedy c =— 3,3 POtém 
wzrasta nieograniczenie ze wzrostem z. A, gdy ją pomnożymy 
przez a dla otrzymania trójmianu, wieloczyn ulega zmianom które 
są w tymże samym kierunku, jeżeli a>0, w kierunku zaś prze- 
ciwnym, jeżeli a < 0. 

Więc, jeżeli a jest dodatnćm, trójmian wychodzi z -E oo, zmniejsza 
hac — b? 
ha 
Jeżeli a jest odjemném, tenże trójmian wychodzi z — œ, wzrasta aż 


FAAET, „. hac — b? i 
do pewnéj największości -a i potém ubywa aż do — œ . 


się aż do pewnéj najmniejszości , potem wzrasta aż do -- œœ. 


342. ZAGADNIENIE IL. Znaleźć między jakiómi granicami może zmie- 
niać się ułamek, 


ag? + be -+e 


Zróbmy naprzód to wyrażenie równóm m, w skutku czego po- 
łóżmy : 


KK +e 
l4] e e 5% 


Ztad się wyciąga : 


(a — a'm)a? + (b — b'm)e — (c — c'm) = 0; 


zkąd : 
„ —_ — (b— bm) = Y(b— bm)? — h(a — a'm) (c — cm) , 
EM RWE MWK 


albo, porządkując względem m pod radykalem : [2] 


_—(6—W'm)==y(W*—ha'c')m—2(66 —2ac' — 2ca' )m-|-(6*—=bat) i 
ga 2(a = a'm) 
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Aby zagadnienie było możebnóm, potrzeba wybrać taką wartość 
dla m, ażeby ilość położona pod radykalem nie była odjemną, to 
jest żeby było : 


[3] (62 — La'c')m* — 2(46' — Zac — 2ca')m -+ (b? — hac) = 0. 


Przedstawiają się do rozróżnienia trzy przypadki. 

19 (Y? — ha'e) jest dodatnóm. W tym przypadku, jeżeli pier- 
wiastki trójmianu, który tworzy pierwszy członek nierówności [3], 
są rzeczywiste i nierówne, trójmian będzie dodatnym (295), to jest 
tegoż samego znaku jak jego pierwszy wyraz, dla wszelkich war- 
tości m mniejszych od najmniejszego albo większych od najwięk- 
, SZego pierwiastku ; tenże trójmian będzie odjemnym dla wszelkich 
wartości m zawartych między tćmi pierwiastkami. Nie można więc 
będzie dawać dla m jak tylko dwa szeregi wartości, jeden obej- 
imujący wszystkie liczby od — œ aż do najmniejszego pierwiastku 
który będzie największościa, drugi obejmujący wszystkie liczby od 
największego pierwiastku, który będzie najmniejszością, aż do —- >. 

Jeżeli, przeciwnie, pierwiastki trójmianu są rzeczywiste i równe, 
albo urojone, trójmian zachowa (296, 297), dla wszelkićj wartości m, 
znak swego pióćrwszego wyrazu : jest więc on zawsze dodatnym, 
i m może przyjmować wszelkie wartości bez wyjątku. Nie ma, 
w tym przypadku, ani największości ani najmniejszości, 

2° (6% — ha't’) jest odjemnóm. W tym przypadku, pierwiastki 
trójmianu nie są nigdy urojonćmi : gdyż, jeśliby one takićmi być 
mogły, trójmian byłby odjemnym dla wszelkićj wartości przypisy- 
wanćj dla m. Następnie wartości odpowiednie tak na m jak i na z 
nie byłyby nigdy rzeczywistóćmi jednocześnie. Otóż ten wniosek jest 
nie do przypuszczenia; gdyż, podług kształtu zrównania [1], wszelka 
wartość rzeczywista, przypisywana dla z, dostarczy dla m pewną 
wartość rzeczywistą odpowiednią. Pierwiastki są więc rzeczywistćmi. 
Lecz nie mogą one być równćmi : gdyż, jeśliby niemi były, trójmian 
byłby odjemnym dla wszelkićj wartości na m, wyjąwszy tylko 
jednćj (296), któraby go zniszczyła : wartości odpowiednie na m i 
na æ nie byłyby więc zarazem rzeczywistómi jak tylko w tym jednym 
przypadku; wniosek równie przypuścić się nie dający, podług 
kształtu zrównania [1], ilekroć razy, jak to się tu przypuszcza, uła- 
mek [1] nie jest niezależnym od z. 
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Pierwiastki trójmianu są więc rzeczywistćmi i nierównemi. Trój- 
mian będzie więc dodatnym, to jest znaku przeciwnego swemu 
pierwszemu wyrazowi, dla wszelkićj wartości na m zawartćj mię- 
dzy pierwiastkami ; będzie on odjemnym dla wszelkićj innćj war- 
tości. Nie będzie więc można przypisywać dla m, jak tylko wartości 
zawarte między najmniejszym pierwiastkiem który będzie najmniej - 
szością, i największym który będzie największością. 

3° (b'?— ha'e) jest zerem. W tym przypadku, ilość położona pod 
radykalem jest pierwszego stopnia w m : rozwiązuje się wtedy 
nierówność [3] jak to było powiedzianćm (206). Wićmy że się znaj- 
duje największość lub najmniejszość, wedle tego jak spółczynnik m 
jest odjemnym lub dodatnym. 

Streszczając się, widzimy że, aby wyrażenie [1] było największo- 
ścia lub najmniejszościa, dosyć jest i potrzeba żeby pierwiastki trój- 
mianu, który tworzy piórwszy członek nierówności [3], były rzeczy- 
wistćmi i nierównemi : te pierwiastki są same przez się największościa 
i najmniejszościa, i wartości odpowiednie na x sa dostarczone przez 
formułę, 


_ — (6— bm) 
= (a=am)" 


w którćj zastępuje się m przez te pierwiastki, 


„2 è è 
CELE c: a . Gdy mamy do oznacze- 
nia zmiany którym ulega ułamek drugiego stopnia, kiedy «© wzrasta 
od — œ do + œ, zaczyna się rachować, podług sposobu poprze- 
dzającego, największość i najmniejszość, które ten ułamek przypu- 
szcza, i wartości odpowiednie na x. Potém równa się kolejno zeru 
lieznik i mianownik wyrażenia, dla otrzymania wartości na z które 
robią je zerem albo nieskończoną wartością. Nakoniec oznacza się 
(243) wartości szczególne ułamku, odpowiednie dla z = = œ, 
i dla w =0. Robi się wtenczas tablica wartości zmiennćj tym spo- 
sobem otrzymanych, urządzając je porządkiem wielkości, i kładzie 
się naprzeciw nich wartości odpowiednie funkcyi. Łatwo jest ztąd 
wyprowadzić zmiany o które nam idzie. 


343. ZMIANY WYRAŻENIA 
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Weźmy na przykład ułamek : 


o aset? 
Y= A— 2 —8) 


Ponieważ (6* — Lac) jest dodatnóm, wpada się w pierwszy przy- 
padek; równając ułamek m, znajduje się że pierwiastkami trój- 
mianu są : 


3 — 242 „3+2, 
6 p m =——; 


m = 


m' jest największością, m” jest najmniejszością. Wartości odpowie- 
dne na z są: 


. a = 10 — 6y, z” = 10 + 6Ż. 
Wartości z, które niszczą ułamek, są pierwiastkami zrównania : 
a? — 31 --2—=0; 


są niemi 1 i 2. Wartości, które robią go nieskończonym, są pier- 
wiastkami zrównania : 


1? — 2x -- 8 = 0; 
są niemi — 2 i 4. Nakoniec, dla s = = so, ułamek przyjmuje 


r e 1 
wartość 1; a dla z =0, tenże równa się — z” 


Tworzy się więc tablica następująca : 
z=— >, —2, 0, 4, 10 —6Y2, 2, b, 10-+-6Y2, + 2 


1 3—42 3 + 2y2 
y=+1, +; —5, 0, Seraya W Boją V DZA. 


ROZTRZASANIE. Kiedy «© wzrasta od — oc do —2, funkcya, która 
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jest dodatną, gdyż jéj cztery czynniki są odjemnémi, wzrasta od --1 
aż do --oco. Zmienia ona wtedy znak, gdyż czynnik (x -- 2) staje 
dodatnym, i przechodzi nagle od -- © do — >œ; polem, gdy z 
nieprzestaje wzrastać od — 2 aż do 0, od 0 do 1, i od 1 ażdo. 
3 — 2v2 
E ać 
Poczawszy ztąd, kiedy x powiększa się aż do 2, i od 2 aż do 4, 
funkcya zmiejsza się aż do — œo. Potóm przechodzi ona nagle 
od — œ do oco; gdyż cztery czynniki są wtedy dodatnómi ; 

3+y2 


zmniejsza się potém aż do najmniejszości TEDY. i, gdy nakoniec 


10 — 6y2, wyrażenie rośnie od — oo aż do największości 


«© wzrasta aż do -->o, funkcya powiększa się od najmniejszości 
aż do +1. 
Uwaga. Wykaz powyższy ułatwia pracę początkującym. 


344. ZAGADNIENIE III. Dwie zmienne x ty sa związane jednocześnie 
przez zrównanie drugiego stopnia : 


[1] ay? +- bay + ca? E dy -+ ec + f=0; 


znaleźć wartości ostateczne któreby mogła przybrać jedna znich, x na 
przykład, 
Jeżeli się rozwiąże zrównanie względem y, będzie : 


tg Zdaj, 
z; 2a , 


albo, kładąc : 


b = hac=m, bd — ae =n, L — haf =p, 


— br —d = ym? + nr +p 


[3] y == Ja 


Aby y było rzeczywistém, potrzeba aby « zostało tak wybraném 
żeby było : 


[4] ma? + nx +p > 03 
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i widzieliśmy (301), jakim sposobem można, w różnych przypad- 
kach, wyciągnąć z nierówności [4] granice między któremi war- 
tość x powinna być lub nie powinna być zawartą. 


TWIERDZENIA OGÓLNE. 


345. TWIERDZENIE I. Największość wieloczynu dwóch czynników 
zmiennych x i y, których summa jest stałą ma miejsce kiedy czynniki 
sa równe, 

W rzeczy samćj, tożsamość 


(e + y? — (£ —y)* = hey 


pokazuje że w razie gdy xz -} y jest stałóm, wieloczyn zy będzie 
oczywiście największym kiedy «© — y będzie zerem, to jest kiedy «© 
będzie równćm y. 

Odwrotnie, summa dwóch liczb których wieloczyn xy jest stałym, 
jest najmniejszością kiedy te liczby sa równe. 

Gdyż tożsamość poprzedzająca, położona pod kształtem 


(c +y? = bsy + (c — y’, 


pokazuje że, gdy wieloczyn zy jest stałym, najmniejsza wartość 
summy z -+ y odpowiada dla s — y = 0, to jest dla s = y. 

346. TWIERDZENIE IL. Najwiekszość wieloczynu xyzuv...., z N czynni- 
ków dodatnych, których summa jest stała, ma miejsce kiedy wszystkie 
te czynniki są równe między sobą. 

Niech będzie, w rzeczy samćj, 


abed. ...kl 
wieloczym przedstawiający tę największość szukaną. Jeśliby dwa 
czynniki jakiekolwiek b i c były nierównćmi, zastępując je przez 


ich średnią arytmetyczną 


b+c 
3 D) 2 
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otrzymalibyśmy nowy wieloczyn 


be be ? 
a—g 3 SRE 


którego czynniki miałyby tęż samą summę jak czynniki pierwszego, 
lecz który byłby większym jak pierwszy, ponieważ 


bte elte 
2 2 


jest większém jak bc. 

347. DRUGIE DOWODZENIE. Podzielić liczbę dana a na n części, 
którychby wieloczyn był największym możebnym. 

Ponieważ każda część jest mniejszą jak a, ich wieloczyn nie może 
dosięgnąć a” : może więc stać się największością. Rozłóżmy liczbę 
a na n części dodatnych jakichkolwiek, £, y, z,.... u, £, w ten spo- 
sób że 


[1] z+y+zę.« +u+t=a 
ich wieloczyn jest : 
[2] Dji... Uf, 


Otóż, przypuśćmy że dwa czynniki x i y nie są równémi, i za- 


z--y 
2 


stapmy je, jeden i drugi, w wieloczynie, przez pół sammy , 


otrzymamy wieloczyn : 
-i eZee Ut. 


Ponieważ summa dwóch pierwszych czynników nie była zmienną, 
ten wieloczyn zadosyć jeszcze czyni warunkowi [1]. Lecz, ponieważ 
te czynniki stały się równemi, mamy (345) : 


zy SZ, 
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a, następnie, 
s+y, +y 


[3] cyz....ul < ASUFZA SRSTUŁ: 


Wieloczyn [2] nie jest więc największością. Tak więc, wieloczyn 
czynników dodatnych, zmiennych dowolnie, lecz których summa 
jest stałą, nie może być największością, kiedy te czynniki nie są 
równemi. A ponieważ największość istnieje, potrzeba ztąd wnosić 
że wieloczyn jest największym możebnym, kiedy wszystkie jego czynniki 
sa równemi. 

348, SCHOLIA. Twierdzenie nie przestaje istnieć jeszcze kiedy 
wszystkie czynniki są odjemnóćmi i gdy ich liczba jest parzysta ; 
gdyż wieloczyn 


ad, ...kl 


jest jeszcze dodatnym, a, tém samém, nierówność 


be be 
"BZ 


pociąga za sobą 


RZ LK > abed .... kl. 


Jeżeli wszystkie czynniki są odjemnemi i znajdują się w liczbie nie- 
parzystćj, wieloczyn 


adf...,kl 
jest odjemnym, i nierówność 


bc be 
= > be 


pociaga za sobą 


aS te ; "EE a A abcdf....kl, 


to jest że wtedy znajdujemy najmniejszość, 
sę 
| f 
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349. TWIERDZENIE UI. Wiełoczyn ilukolwiek czynników dodatnych 
których summa jest stałą, i z których każdy jest podniesionym do 
pewnćj potęgi całkowitćj, jest największościa kiedy czynniki są pro- 
porcyonalnćmi do ich wykładników, jeśli wszelako to jest możebnem. 
W rzeczy samćj, niech będzie na przykład wieloczyn 
zmy"zP — P; 


z warunkiem 


c--y-+z=a 


Możemy napisać ten wieloczyn pod kształtem 


P= ap oN G X m”n»pP. 


Usunąwszy ostatni czynnik stały m™n”pr, zwrócimy uwagę na- 
szą jedynie na wyrażenie zmienne 


() 6 6? 


które można napisać 


Jest to, jak widzimy, wieloczyn złożony z (m 4 n + p) czynni- 
ków, z których m są równómi z , n równémi 4 „i p równémi z3 


summa wszystkich tych czynników jest 


m z + ny +p> albo ryz albo a. 


p 


Więc, największość będzie miała miejsce gdy te czynniki będa 
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równe między sobą; a zatćm, jeżeli żaden związek między nićmi 
temu się nie sprzeciwi, potrzeba żeby było 


»|S 
| 


SI 
|" 


Co było do dowodzenia. 


350. Możnaby to jeszcze tym sposobem wyprowadzić : 
Wieloczyn 


jest, w rzeczy samćj, największościa w tychże samych okoliczno- 
ściach, jak wyrażenie 


u RABA 


ay! 1... | 


lecz to wyrażenie może być uważane jako wieloczyn z a HE + y... 
czynników 


Y 
a n P a aa 
gaz Y y Z% £ 
ze Z , ę” 6” ..... , y” 7? ..... 3 


których summa 
a Heg Hri albo c+y+z-L..... 


jest stałą; musi więc być ono największością kiedy te czynniki będą 
równe między sobą, to jest gdy będziemy mieli 


Ej 
5-3 RA E m Ar - wrOJE a 
a 6 y |" a+óty+.. a+E+y+.. 
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oznaczając przez a summę ; zkąd się wyciąga 


o RT a 


-SE Pf 
SETETE 


— = dy 
ak; 


350. Niektórzy autorowie na miejscu tego twierdzenia podają 
rozwiązanie zagadnienia następującego : 

Podzielić liczbę a na dwie części x, y, takie żeby wieloczyn xry1 był 
największością : p i q bedac liczbami całkowitómi danćmi. 

Największość szukana odpowiada dla tychże samych wartości 
względem z i y, jak największość wieloczynu 


JAAA 
C) H z 
gdyż to wyrażenie nie jest czém inném jak tylko ilorazem z podzie- 


lenia wieloczynu danego przez liczbę stałą pqi. Otóż ten nowy 
wieloczyn może być uważany jako złożony z (p -+ q) czynników, 


których summa, 
z y 
p= +, albo z-ky, 
Pzktz FY 


jest stałą i równą a. Jeśli więc jest podobném zrobić wszystkie te 
czynniki równémi, ten warunek dostarczy (347) największości wie- 
loczynu. Otóż dosyć, na to, położyć : 


. 
, 


„o IS 


ka 
p 
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jeżeli ten warunek przypuścić się daje, to przywiedzeni jesteśmy do 
tego twierdzenia : 

Aby podzielić liczbę a na dwie części xiy takie żeby wyraże- 
nie xpy1 byto największością, potrzeba podzielić a na części propor- 
cyonalne wykładnikom p iq. 

Dowiodłoby się podobnież, że, aby podzielić a na n części 
L, Yy Zy. uf, takich żeby wieloczyn zsy*e*..... u?t? był naj- 
większością, potrzeba zadosyć uczynić warunkóm, 
=W= =| 

A = 

351. TWIERDZENIE IV. Jeżeli, majac daną ilość X, inna ilość Y jest 
największością w pewnych okolicznościach, to odwrotnie, jezeli Y będzie 
daném, X będzie najmniejszością w tychże samych okolicznościach ; 
byleby wartość największości zmniejszyła się kiedy wartość dana X 
zmniejsza stę. 

W rzeczy samćj, oznaczmy przez A wartość daną X, przez B 
wartość największości odpowiednią Y, a przez A' liczbę jakąkol- 
wiek mniejszą od A; z założenia, największość Y odpowiednia 
dla X = A' jest mniejszą od B. Więc X jest przynajmnićj rów- 
ném A kiedy Y jest równém B. 

ScHOLIA, To twierdzenie obejmuje w sobie odwrotne propo- 
zycye Il i III. 

Najmniejszość summy ilukolwiek liczb dodatnych, których wieloczyn 
jest stałym ma miejsce, kiedy te liczby są równćmi. 

Najmniejszość summy ilukolwiek liczb dodatnych X, y, y.s., które 
robią wyrażenie : 


stałóm, ma miejsce dla 


ZASTOSOWANIA TWIERDZENIA I. 


352. Wynika bezpośrednio z propozycyi 1, że prostokąt xy, ob- 
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wodu danego X(x + y), jest największością kiedy jego wymiary są 
równémi, to jest kiedy prostokąt staje się kwadratem. A tem samém, 
ze wszystkich prostokątów tejże apc powierzchni kwadrat ma naj- 
mniejszy obwód. 

Podobnież, między trójkatami prostokatnemi w których summa x + y 
boków kąta prostego jest stała, powierzchnia trójkata równoramien- 
nego z xy Jest największością; a ze wszystkich trójkątów prostokąt- 
nych tejże samćj powierzchni, w trójkącie równoramiennym summa 
boków kąta prostego jest najmniejszą. 

353. Między wszystkiemi trójkatami tćjże samćj podstawy a i tegoż 
samego obwodu 2p, trójkąt równoranienny jest największością. 

Formuła 


S= Vplp — a) (p — b) (p — c) 


pokazuje, w rzeczy samej, że, pi p — a będąc stałćmi, S jest naj- 
większością dla -7 


p=b=p—c, 


to jest dla b= c, ponieważ czynniki p — % i p— c mają summę 
stałą 


2p — b — c=a-++b--c=bh—c=a. 


Odwrotnie, jeżeli podstawa trójkąta którego wierzchotek jest stałym, 
posuwa się nie zmieniając długości na linii prostćj danćj, obwód trój- 
kąta jest najmniejszością, kiedy trójkąt jest równoramiennym, to jest 
kiedy wierzchołek stały wyznacza swoim rzutem środek podstawy. 


354. Na jednéj prostej AA' są położone dwa punkta stałe aib; 
na drugićj prostej BB' posuwa się odcinek cd długości stałćj ; chcemy 
wiedzieć położenie odcinka, cd które odpowiada najmniejszości poż 
wierzchni piramidy abcd. i 

Przypomnijmy sobie naprzód dwie zasady często używane w ma- 
tematyce elementarnej : 

l? Nazywa się kątem linii prostćj i płaszczyzny, kąt najmniejszy 
który ta prosta czyni ze swoim rzutem na płaszczyznie ; 
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2 Rzut linii prostćj na płaszczyznę jest równy wieloczynowi 
jéj długości przez dostawę kąta który tworzy ta prosta z płaszczyzną 
rzutów. 

To przypuściwszy wróćmy teraz do naszego zadania : 

Powierzchnie acd, bed są stałómi ; idzie więc o zrobienie 

najmniejszością summy powierzchni 

Fig.17 cab, dab, albo też summy prosto- 

padłych spuszczonych z c i d ma AA. 
Wyobraźmy sobie rzut figury wy- 
konany na płasyczyznie PQ normalnćj 
doAA'; odległość c'd', rzut odcinka 
cd, jest stałą; gdyż, na mocy po- 
wyżćj przytoczonćj zasady, mamy : 


Pd kg” SDY; 4 . * 
cd =cd dos (cd , cd) ; a ponieważ, 
w drugim członku tego wyrażenia, pierwszy czynnik, odcinek c, jest 


stałym, drugi czynnik, dos (cd, Od), zależy od kąta linii prostćj i pła- 
szczyzny, który także jest stałym, a więc odległość cd musi być 
zarówno stałą. Z drugićj strony ed”, ec' są równe prostopadłym spu- 
szczonym z c id na AA; otóż, wedle zagadnienia, poprzedzającego, 
oe -Hed' jest najmniejszością, kiedy środek č odległości cd jest 
spodkiem prostopadłćj spuszczonćj z punktu e na c'd'; wtenczas er 
jest rzutem najkrótszéj odległości prostych stałych AA’, BB. Więc 
powierzchnia piramidy abed jest najmniejszością, kiedy środek cd 
jest punktem w którym najkrótsza odległość między AA' i BB 
spotyka BB. 

355, Przeciąć czworościan ABCD płaszczyzną równoległą do dwóch 
krawędzi przeciwległych AC, BD, tak żeby przecięcie EFGH miało 
powierzchnią największą możebną. 

Ponieważ płaszczyzna sieczna ma być równo- 
legła do dwóch krawędzi przeciwległych AG i 
BD, przecięcie EFGH jest równoległobokiem, 
w którym kąt jest stały jako równy kątowi 
krawędzi AC i BD. Ztąd wynika że największość 
powierzchni tego równoległoboku, będzie miała 
miejsce jednocześnie z największością po- 
wierzchni próstokąta którego dwoma wymiarami 
są GH i GF. ; 


Fig. 18 
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Owóż HG _ BG i GF __ GC. 
i AG BC BD BC” 
E HG „GF = PP. x BG. 6C. 


u 


Teraz zauważmy że czynnik pierwszy Suan jest stałym, a 
BC 

summa dwóch czynników zmiennych BG i GC równa się kra- 
wędzi CB. Więc wieloczyn BG.GC jest największością gdy le 
czynniki zmienne, są równemi. Ztąd wnosimy że w czworościanie 
płaszczyzna równoległa do dwóch krawędzi przeciwległych wyznacza 
przecięcie będące największościa gdy jest równooddalona od tych 
krawędzi. 


356. Wpisać w trójkąt, którego podstawą jest b a wysokościa h, 
prostokąt któregoby powierzchnia była największościa. 

Dla wpisania prostokąta w trójkąt, prowadzi się jakakolwiek 
równoległa do podstawy, i z punktów w których ta równoległa 
przecina dwa inne boki, spuszcza się prostopadłe na podstawę. 
Otóż, łatwo pojąć, że, jeżeli równoległa jest poprowadzona w blis- 
kości wierzchołka, powierzchnia prostokąta jest bardzo małą; że 
ta powierzchnia powiększa się aż do pewnćj granicy, w miarę jak 
równoległa oddala się od wierzchołka; lecz że zmniejsza się ona 
późnićj aż do zera, kiedy równoległa zbliża się nieograniczenie do 
podstawy. Powierzchnia ma więc największość. 

Oznaczmy przez « wysokość a przez y podstawą prostokąta 
(odpowiednio równoległe do wysokości i do podstawy trójkąta) ; 
i starajmy się zrobić powierzchnią równą ilości danćj m, kładąc: 


[1] ty = Mi: 


Geometrya dostarcza łalwo, między dwoma zmiennem w i y, 
związku, 


2] 
1. —28 
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który dozwoli wyrugować y ze zrównania [1]. Znajdziemy tym spo- 
sobem : 


Śrik = 4 
[3] 2 = M. 


Zamiast rozwiązywać to zrównanie, i roztrząsać warunki którym 
powinno zadosyć czynić m, żeby « było rzeczywistóm, można 
zauważyć że największość wyrażenia [3] ma miejsce jednocześnie 
z największością wieloczynu z(h — <), który od niego różni się 


tylko przez czynnik stały A Otóż dwa czynniki x i (h — 2) mają 
summę stałą A: więc, jeżeli jest podobna zrobić je równemi, 
otrzyma się tym sposobem największość szukana. Otóż, dla zro- 


bienia tych czynników równómi, potrzeba położyć æ = z: a, tém 


b ; : ? 
samem y= z. Te wartości przyjąć się dają. Więc, aby wpisać 


w trójkąt prostokąt największy, potrzeba poprowadzić rownoległą od 
podstawy przez połowę wysokości, Wreszcie powierzchnia tego pro- 


i bh ; : PY 
stokąta jest : cy = T Jest więc ona połową powierzchni trójkąta. 


357, Opisać na sferze danćj, promienia R, ostrokrag któregoby 
abjętość była najmniejszą możebną. 

Dlaopisania ostrokręgu jakiegokolwiek na sferze, uważa się wielkie 
koło ; kreśli się jednę z jego średnic, potem styczną w jednym 
z końców tćj średnicy, i styczną jakakolwiek która się przedłuża 
aż do pierwszćj, z jednćj strony, i aż do średnicy, z drugićj. Potém 
obraca się około średnicy pół obwodu koła i trójkąt otrzymany 
przez te trzy linie proste; ten trójkąt tworzy ostrokrąg. 

Otóż łatwo widzimy że, kiedy styczna ruchoma jest prawie ró- 
wnoległą do osi, objętość ostrokręgu, którego wysokość jest bardzo 
wielką, jest sama przez się niezmiernie wielką; że w miarę jak 
styczna nachyla się, objętość zmniejsza się aż do pewnćj granicy ; 
i że wzrasta późnićj nieograniczenie, kiedy styczna ruchoma dąży 
do położenia równoległego ze styczną stałą, gdyż wtenczas podstawa 
wzrasta nieograniczenie. Objętość ma więc najmniejszość. 

Dla otrzymania jéj, oznaczmy przez x wysokośc ostrokręgu, 
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a przez y promień jego podstawy, i zróbmy jego objętość równą 
pewnej ilości danćj m, kładąc : 


TYL = m. 


U, 3 
Geometrya dostarcza łatwo, między zmiennemi s i y związku, 


V E: 2 


R" yr — 2R) 


albo [2] y 


który dozwoli wyrugować y ze zrównania [1]. Znajdujemy tym 
sposobem : 


l g 
[3] z rR? 2 — J ==. A 


Możnaby było rozwiązać to zrównanie, i roztrząsać warunki może- 
bności zagadnienia : wyciągnęłaby się ztąd najmniéjszość ilości m. 


Lecz prościéj jest zauważyć, że, czynnik „=R* jako stały, da się 


znieść, i że najmniejszość wyrażenia [3] ma miejsce jednocześnie 
pa 


A . ME zl D + T 
jak najmniejszość wyrażenia ——zg . 


Otóż najmniejszość tego osta- 


1 —2R 


ETE 


tniego odpowiada największości wyrażenia wywróconego 


Wreszcie, mamy jednako : 


> 


z 


SR z — — 


T 


4 


u — R L (a 28) — s a) 


FE s 1 3 
z czego widzimy, że usunawszy czynnik stały ZR > wieloczyn 


2R 2R i an 
(a — >) składa się z dwóch czyaników którvch summa jest 
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stałą i równą 1. Ten wieloczyn będzie więc największością, gdy 
oba czynniki będą równe 3 » to jest gdy będzie się miało w =LR. 
Ta wartość na x przyjąć się da, gdyż z może się zmieniać od 2R 
aż do nieskończoności. 

Tak więc ostrokrag najmniejszy, opisany na sferze, ma wysokość 
podwójną średnicy sfery. Jego objętośc, wyprowadzona z wyraże- 
ZA 3 > > : 
nia [3], równa się 3 zR? , jest podwójna objętości sfery. Jego pod- 
stawa ny? wyciągnięta ze zrównania [2], jest równa ŻrR?, czyli 
podwójna powierzchni wielkiego koła. Nakoniec, jego powierzchnia 
cała nyy Fy? + my?, jest równą ŚrR*; czyli podwójną po- 

wierzchni sfery. 

358. PRAWIDŁO OGÓLNE. Przykłady, które świeżo rozwiązaliśmy, 
wystarczają dla pokazania jak się postępuje, w algebrze elementar- 
nćj, przy wyszukiwaniu największości i najmnićjszości pewnych 
funkcyj drugiego stopnia, które zależą tylko od jednćj zmien- 
néj niezależnćj. Śledzi się naprzód, o ile tylko podobna, pochód 
funkcyt, dla rozpoznania istnienia największości lub najmniejszości. 
Wybiera się potćm pewne zmienne dostarczone przez pytanie, i wyraża 
się funkcya za pomaca tych zmiennych. Potóm równa się wyrażenie 
otrzymane tlości m, i pisze się zrównania, których dostarczy wysło- 
wienie, pomiędzy różnómi zmiennćmi. Te zrównania pozwola wyzna- 
czyć zmienną niezależną w funkcyi m: a roztrząsanie warunków 
możebności zagadnienia da poznać granice które dostarczą, jeśli to ma 
miejsce, największość i najmniejszość wyrażenia. 


ZASTOSOWANIA TWIERDZENIA II. 


359. Ze wszystkich równoległościanów prostokatnych tejże samćj 
powierzchni sześcian ma największą objętość. 
W rzeczy samćj, oznaczając przez «c, y, z, trzy krawędzie, po- 
wierzchnia i objętość równoległościanu mają za wyrażenie 
2(zy -+ gz + 4z) i zyz. 


Otóż cyz jest największością jednocześnie ze swym kwadratem 
z?y?z*, który jest wieloczynem trzech czynników cy, £z, yz, 
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których summa jest dana; ten wieloczyn nabędzie więc najwięk- 
szą wartość dla 


ry = gz = yz, albo z=y=z. 


360. Największość powierzchni trapezu równoramiennego ABCD, 
którego mała podstawa AB=a, i długość 
spólna e dwóch boków BC, AD nierównoległych Fig 19 
pozostają stałemi. . 


: ; : [HAR y D 
Niech będzie «© większa podstawa CD; 5 UG T 
powierzchnia trapezu ma za wyrażenie ` |> | 4 
B A 


x+ z — a\? 1 
- si Ve -57° z= ALG + a(s + 2e — aj(2c + a — 2). 
Otóż to wyrażenie jest największością jednocześnie z wieloczynem 


za «c--a zr+2e—a ?%--a—c 
dy WSB as rzy Pr BR" 


w którym a, 6, y są liczbami dowolnćmi. Jeżeli więc wyznaczymy 
a, 6, y, tak aby spółczynnik æ stał się zerem w summie cztórech 
czynników poprzedzających, to jest tak żeby było 


wieloczyn (1) będzie największością kiedy czynniki będą równemi, 
to jest gdy będziemy mieli 


ż +21 Mz Ra 
Wyrugowanie -> Z» A między trzema zrównaniami poprze- 
a v 
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dzającemi daje zrównanie 
(2) a? — ac — 2% =0 


którego pierwiastek dodatny 


Za 
S+V pH 


przedstawia największą z dwóch podstaw trapezu szukaną. Gdy 
cztery boki trapezu będą wyznaczone, będzie łatwo wykreślić go 
i wyrazić jego powierzchnią w funkcyi danych a i c. 

Można wreszcie zauważyć że zrównanie (2), położone pod kształtem 


7 — Q 


—2 
——=ć albo CD xDE=AD, 


z. 
dowodzi że trójkąt CAD jest prostokątnym w A; CD jest więc 
średnica koła opisanego na trapezie. 

Dla c =a, mamy r =2a; boki BC, AB, AD, sa równómi 
promieniowi koła opisanego na trapezie, i każdy z katów DAB, ABC 
zawiera 120 stopni. W tym razie trapez największy staje się pół 
sześciokątem foremnym. 

Ten zręczny sposób zależący na pomnożeniu lub podzieleniu 
przez liczby dowolne które się potém wyznaczą, tak aby czynniki 
mające wchodzić w skład największości wieloczynu miały zawsze 
summię stałą, został wskazanym przez p. Grillet (Nouvelles Annales). 


ZASTOSOWANIA TWIERDZENIA lll. 


361. Największy równoramienny trójkąt wpisany w koło. 

Niech będa r» promień koła, 2x podstawa trójkąta, y jego 
wysokość. Powierzchnia wy trójkąta będzie największością w tychże 
samych okolicznościach jak i kwadrat a%y?; wreszcie, pół pod- 
sławy jest średnio proporcyonalną między wysokością i przewyżkąa 
średnicy nad ta wysokością, mamy więc : 


1? = y(2r — y), 
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a tém samém, 
sy = (2r — yy’. 


Summa (2r — y)+ y jest stałą, wynika więc z twierdzenia III 
że wyrażenie poprzedzające jest największością dla 


=, y= %w=mM. 
5 z" w =r 


Trójkąt jest wtedy równobocznym. 

362. Największość powierzchni bocznej ostrokręgu wpisanego w sferę. 

Oznaczając przez r promień sfery, przez y wysokość ostrokręgu 
a przez x promień podstawy, mamy zrobić największością wyra- 
żenie mz yz} y?, w którem zmienne z i y są jeszcze połą- 
czone z sobą za pomocą związku 


a? = (2r — yy. 


To wyrażenie jest największością jednocześnie ze swym kwa- 
dratem 


re Hy)? = a?r(2r — yjy?; 


otoż wieloczyn (27 —y)y* nabędzie na mocy twierdzenia III, naj- 
większą wartość dla 


LEY aN y SEL) 
ĘZ=R albo y=z" 


363. Wpisać, w sferę promienia danego R, walec któregoby obje- 

tość była największością. 

Kiedy promień podstawy walca jest bardzo małym, objętość ma 
pewną bardzo małą wartość. Ta wartość powiększa się, w miarę 
„ jak promień wzrasta. Lecz to wzrastanie ma pewną granicę; gdyż, 

kiedy promień staje się nieomal równym R, wysokość staje się 
bardzo małą, a tém samém objętość jest prawie zerem, 
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Oznaczmy przez « promień podstawy, a przez 2y wysokość 
jednego z walców wpisanych ; jego objętość V będzie miała za 
wyrażenie Żra*%y. Wreszcie geometrya daje, między æ i y, związek : 


[1] 24y =R*. 
Ztad wynika, rugując z, 
[2] V = 2ry(R? — y7). 


Otóż największość tego wyrażenia odpowiada téjże samćj war- 
tości na y, jak największość wieloczynu y(R* — 4?) Lecz ten 
wieloczyn nie jest drugiego stopnia; a więc nie jest podobna zasto- 
sować sposób zwyczajny (358) dla wyszukania jego największości. 

Nie można także rozłożyć wyrażenie na czynniki, pisząc je : 
y(R --y)(R—y), albo, robiąc je podwójnćm y(R--y) (2R — 2y); 
gdyż, chociaż trzy czynniki miałyby wtenczas summę stałą i rów- 
ną 3R, nie byłoby jednak podobna zrobić je równćmi między sobą. 
Lecz, jeżeli podniesiemy wieloczyn do kwadratu, co daje y*(R=—y*>, 
spostrzeżemy że można uważać y* jako zmienna, i że summa dwóch 
czynników y? i (R? — *y*) jest stałą i równa R*. A zatém, na 
mocy twierdzenia III, jeżeli można wybrać dla y wartość zadosyć 
czyniąca proporcyi : 


y_ R— y? 
[3] Ja Bł. 


Ta wartość odpowiadać będzie największości szukanej. Otóż ze 
zrównania [3], wyciągniemy : 


m7 
dzaj r: 
a tém samém, uS 2R? k 


Te wartości na c i na y przypuścić się dają; gdyż są one 
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rzeczywiste i niższe od promienia R. Objętość największego walca 
3 
ma więc za wartość : V = = A 
3 y3 
364. Jest niekiedy korzystnie przywieźć wyszukanie najmniejszo- 
ści pewnćj funkcyi do wyszukania największości funkcyi odwrotnćj. 


PRZYKŁAD. Opisać na sferze promienia R, ostrokrag którego pod- 
stawa leży na płaszczyznie środkowéj, to jest na płaszczyznie przecho- 
dzącćj przez środek sfery, i któregoby objętość była najmniejszościa. 

Oznaczmy przez z i przez y promień podstawy i wysokość 
jednego z ostrokręgów opisanych. Jego objętość V jest równą 


> waży. Wreszcie geometrya daje łatwo związek : 


pe R% 2 
U A y? — H3 
Wyrażenie objętości jest więc : 
URZ y3 
Vae aR <=: 
[2] 3 zR y — RZ 


Ponieważ czynnik s zR? jest stałym, dosyć w celu wyznaczenia 
y3 
y>— R? > 
ostatni odpowiada oczywiście największości ułamku odwróco- 


najmniejszości zastanowić się nad ułamkiem Otóż, ten 


2 — R? 2 — RZ2 
nego y j R , albo największości jego kwadratu ma - 


A, ponieważ mamy jednako : 


z 


GA = (z) =5 (1 -5f = 2 (' u =) 


y" PEN Y y” 


sa.3 A r 4 » r 
widzimy że, usunawszy czynnik stały — , summa dwóch czynni- 
R? ? y 


ków 5 i (1 — 7) jest stała; jeżeli więc można wybrać dla y 
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wartość dostarczoną przez związek (350) : 
R 1 ( R 
3) “=l A 
y? a R2 


ta wartość odpowiadać będzie największości ułamku - ag to 


jest najmniejszości wywróconego ułamku 


RP 
yy — R 

Otóż wyciąga się ze zrównania [3], y? =3R*:a tém samém, 
zrównanie [1] daje: z? = z Te wartości na z i na y, jako 
większe od R, przypuścić się dają; a zatém, objętość najmniejsza 
ostrokręgu opisanego ma za wartość : 


rR? V3 : 
2 


WZ 


365. Na tekturze ABCDE mającćj kształt wielokąta foremnego, 
rysuje się drugi wielokąt foremny A'B'C'D'E' podobny pióćrwszemu, 
podobnie ustawiony i mający z nim boki równoległe ; z wierzchołków 

A', B', C', D', E' prowadzi się prostopadle na boki 
A piérwszego wielokąta, i wycina się małe czworoboki 


ZN które sa zacieniowane na figurze tu załączonćj. 
ad á Bó » Wyznaczyć apotemę nowego wielokąta pod wa- 
47%, runkiem żeby pudełko mające za dno ten wielokąt, 

bl a za ściany boczne prostokąty pozostałe, było 
objętości największej mozebnćj, 

Oznaczając przez z apotemę OI a przez y wysokość IK pu- 
dełka, widzimy łatwo że summa <- y jest stałą jakoteż równą OK, 
a zaś objętość jest proporcyonalną do zy; ta objętość będzie 
więc największą możebną, kiedy będziemy mieli 


WAY „Es = 
37 albo c =z OK a y =4 OK. 
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NAJWIĘKSZOŚCI LUB NAJMNIEJSZOŚCI NIEKTÓRYCH FUNKCYJ WIELU 


ZMIENNYCH NIEZALEŻNYCH. 


366. ZAGADNIENIE I. Znaleźć między jakićmi granicami może się 
zmieniać wielomian : 


[1] Ay? Bzy + Ce? Dy + Er+-F, 


kiedy zmienne x i y przyjmują wszelkie wartości możebne. 
Zróbmy ten wielomian równym ilości danćj m, kładąc : 


Ay? + Bzy + Cr? Dy + Er-+F=m. 


Jeżeli weźmiemy y jako nieznaną, wyciąga się z tego zrównania : 


—(Bz--D)-=Y(B—ŁACJ2"-2(BD—2AE)c--(D*—LAF)--HAm 
Bjen EFA O 


Otóż, aby pewna wartość, naznaczona dla m, była zgodną z war- 
tościami rzeczywistemi na z i na y, potrzeba aby, dla tćj war- 
tości na m, można było mieć, wybierając «© należycie : 


[3]  (B*—4AC)2*2(BD— 2AB)c+- D*—HAF--LAm > 0. 


Rozróżnijmy trzy przypadki : 

10 (B* — 4AC) jest dodatnóm. W tym przypadku, jakiemkolwiek 
by było m, nierówność [3] jest zawsze możebną; gdyż można 
zawsze wybrać dla © nieskończoną ilość wartości takich, że trój- 
mian, który tworzy pierwszy członek nierówności, przyjmie znak 
swego pierwszego wyrazu (298). 

2” (B? — 4AC) jest odjemnóm. W tym przypadku, nierówność [3] 
jest możebną, jeżeli pierwiastki trójmianu są rzeczywistómi; gdyż 
dając na æ wartości zawarte między tómi pierwiastkami, zrobimy 
trójmian znaku przeciwnego z jego pierwszym wyrazem. Lecz ta 
nierówność nie jest możebną jak tylko pod tym warunkiem; gdyż, 
jeśliby pierwiastki były urojone, trójmian zachowałby, dla wszel- 
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kićj wartości przypisywanćj na x, znak swego pierwszego wyrazu, 
byłby więc ciągle odjemnym (297). 

Tak więc powinno się, w tym przypadku, wybierać m w taki spo- 
sób, żeby pierwiastki trójmianu były rzeczywistćmi. Otóż, ten wa- 
runek jest wyrażonym (274) przez nierówność 


fa]  (BD—2AE)? — (B? — 4AC) (D? — 4AF |-4Am) > 0. 


Ponieważ ta nierówność jest pierwszego stopnia w m, można 
wyprowadzić (206) granicę tćj ilości : tém samém będzie miała miej- 
sce, największość lub najmniejszość, jeżeli ta granica przypuścić 
się daje. 

Otóż, ta granica na m niszczy pierwszy członek nierówności [4] ; 
robi więc równómi pierwiastki trójmianu [3]. W skutku czego, 
ten trójmian może napisać się : (B? — ŁAC) (z — «')*, oznaczając 
przez «' wartość pierwiastku podwójnego. Wynika ztąd że war- 
tość [2] na y staje się, w tém przypuszczeniu, 


= — (Bx + D) = (z — 2/)YR*— ŁAC , 
KEG RY 2A á 
a, ponieważ (B? — 4AC) jest odjemném, y nie jest rzeczywistém 
jak tylko dla z = z". 

Potrzeba więc nadać dla z tę wartość; co wymaga żeby y przy- 
jęło wartość odpowiednia 


: Bz' + D 
Aara, a 


Te wartości na z ina y przypuścić się dają : dostarczą więc 
one największość lub najmniejszość na m. 

3 (B? — 4AQ)=0. W tym przypadku, nierówność [3] jest 
pićrwszego stopnia w «© : jakąkolwiekby wartość przypisywano 
dla m, sprawdzenie tćj nierówności jest zawsze podobném, wy- 
bierając © odpowiednio. Nie ma tu, tém samém, ani największo- 
ści ani najmnićjszości. 

Jeżeliby, wszelako, (BD — 2AE) było zerem jednocześnie 
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z (B+ — 4AC), nierówność [3| sprowadziłaby się do 
D? — LAF + hAm > 0; 
a ztąd dałaby się wyciągnąć granica na m: 


o płoną EL Só mę PE, 


podług tego jak A byłoby dodatnóm lub odjemném. Wielomian 
miałby więc najmnićjszość w pierwszym przypadku, największość 
w drugim. 

Łatwo rozciągnąć tę teoryą do przypadku w którym mamy wię- 
cćj jak dwie zmienne niezależne. 

Zastosujemy ją do przykładu nasiępującego : 


367. ZAGADNIENIE II. Znaleźć najmniejszość wyrażenia x*-Ey*-|- 2, 
wiedząc że xX, y, z, są związane przrz zrównanie, 


[A] ax + by 4 ez =d. 
Połóżmy : 2? +- y? |- 2? = m. 


Możemy wyrugować jedną ze zmiennych, z, na przykład. Gdyż 
wyciąga się ze zrównania [1], 


_ d— as — by. 
= uk ki ZK , ] 
a tém samém, æ? -+ y? H5 =h -J 


albo [2] (a? -+ cha? -+ Zabzy -+ (b -+ Py? — adu 
— Wdy + d — em = 0. 


Rozwiązując zrównanie [2] względem y, znajduje się, po nie- 
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których uproeszczeniach : 


_ Md—ae) t y— (e4 PF eade — FH (FEc)m, 


B]y BĘ 2 


Ponieważ spółczynnik æ? w trójmianie położonym pod radyka- 
lem, jest odjemny, potrzeba wybierać wartość na m, w taki sposób 
aby pierwiastki tego trójmianu były rzeczywistćmi ; co wymaga 
żeby było : 


ad? + (a? 1-63 +- c) (— eH +2] m) > 0, 
albo — (b + AP 4 (aż L PH >) (63 L cym > 03 
albo, dzieląc przez (5* -- c*), i przenosząc : 


d 
">FE FE 


Jeżeli więc można nadać dla m wartość 


d? 
m = epep e EJ 


to będzie ona najmniejszością szukaną. 
Otóż, dla tćj wartości na m, trójmian, położony pod radykalem, 


staje się : 


3 


ad 
-6+8+0fe— spe): 


Tóm samém, wartość [3] na y jest : 


M — an) + e[s -pyare C FEFA 
ESE A A EA DAA oN 
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Ta wartość jest rzeczywistą jedynie dla : 


i staje się naówczas : 


A tém samém : 


AS RJ 
=Q2+Bic' 


Te wartości przypuścić się dają; a zatóm, one tylko czynią 
a? + y? -+ 2* najmniejszością. 


ĆWICZENIA. 


I. Jaki jest najmnićjszy między wszystkiemi kwadratami które można wpi- 
sać w kwadrat dany, tak ażeby każdy bok zawićrał w sobie jeden wierzchołek ? 

Znajduje się kwadrat mający za wierzchołki środki boków kwadratu 
danego. 


I. Przypuściwszy że trójkąt równoramienny, wpisany w koło promienia R, 
obraca się około swćj podstawy, chcemy wiedzieć największość objętości na- 
kreślonćj. 

Znajduje się, stosując twierdzenie III (349), że wysokość trójkąta obracają- 
5 50zR%Y5 


cego się musi być równą ję Wartość największa objętości jest 
y 3 J 51 


III. Który ze wszystkich ostrokręgów prostych tejże samćj objętości 5 aż, 


ma powierzchnią boczną najmniejszą ? 
Stosuje się propozycya odwrotna twierdzenia III (351) ; i znajduje się za wy- 
2 
sokość, y = ay 2, a za promień podstawy, «* =z—* 


y2 
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1V. Jaki ze wszysikich ostrokręgów prostych tejże samćj powierzchni bocz- 
néj ma”, ma objętość największą ? 
Stosuje się twierdzenie IHI (349); i znajduje się że promień podstawy 


©=_1_, iże wysokość y=a/Ę 
v3 y3 


V. Który z równoległościanów prostokątnych równćj objętości, ma po- 
wierzchnia najmniejsza możebną ? 
Stosuje się propozycya odwrotna twierdzenia II (354). 


VI. Jaka jest strefa sferyczna, o jednćj podstawie, zawićrająca największa 
objętość pomiędzy strefami mającemi tęż samą powierzchnią za? ; i na od- 
wrót, jaka jest strefa najmniejszćj powierzchni, pomiędzy strefami zawićra- 
jacemi tę samą objętość ma ? 

Stosuje się twierdzenie II (349); i znajduje się że wysokość i promień pod- 


stawy strefy największćj objętości, są, oba, równemi 3 : odcinek najwię- 
y2 
kszości jest więc pół sferą. 
Znajduje się także pół sferę dla najmniejszości, stosując do drugićj części 
ćwiczenia twierdzenie IV (351). 


VII. Jaki z pomiędzy wszystkich walców tćjże samćj objętości V, wpisany 
jest w najmniejszą sferę ? 
Opićrając się na formułach numeru 363, i na schołii twierdzenia IV (351), 


ET 


znajduje się że promień sfery najmniejszćj jest równy vr Wynika 


- , a, dla wysokości, 


ztąd, dla promienia podstawy walca, r= 4 T 
7 


VIII. Weźmy tekturę kwadrątowa ABCD któréj bokiem jest a, i na czterech 
jéj rogach wytnijmy kwadraty równe które są zacieniowane na 
ZIE ya figurze tu załączonćj. Oznaczyć bok tych kwadratów, pod wa- 
par P | runkiem żeby pudełko, któreby miało za dno mnpq a za ściany 
a boczne prostokąty pozostałe mające wszystkie tę samą wysokość, 

D bylo największćj objętości. 


Znajduje się że bok kwadratu zacieniowanego jest 5> a największość obję- 
2a3 
tości 27" 


http://rcin.org.pl 


PYTANIA DOTYCZĄCE NAJMNIEJSZOŚCI 1 NAJWIEKSZOŚCI. 149 
IX. Weźmy na linii prostéj punkta równooddalone, oznaczone namera- 
mi 1, 2,8,... n. Znaleźć, po prawéj ich stronie, punkt taki, aby summa kwa- 
dratów z 'jego odległości od punktów danych, rozmnożonych przez odpowiedni 
numer porządkowy punktu, była najmniejszością. 
Aby rozwiązać to pytanie, potrzeba wiedzieć że samma n pierwszych liczb 
n(n + 1) nin + 1) (2n + 1) 
2 6 Ą 


jest równą , że summa ich kwadratów jest 


k 4 n(n + 1)? P > 
summa ich sześcianów > * Oznaczając przez æ odległość dwóch 


punktów po sobie następujących, a przez w odleglość punktu szukanego od 
pierwszego punklu, wyraża się przez œ summa wskazana, a stosując sposób 


€ 


ogólny (358), znajduje się z = : (n — 1)a. 


X. Odpowiedzieć na podobneż pytanie, w przypuszczeniu że punkta są 


nin + 1) A 


oznaczone numerami 1, 3, 6, 40,... J 


Tenże sam sposób prowadzi do w = ; (n — 1)a. 


XI. Walec kołowy prosty, jest zakończony przez dwie półsfery mające za 
promień, promień podstawy walca. Powierzchnia cała jest dana i równa 4ra. 
Chcemy wiedzieć największość objętości bryly. 


Oznacza się przez 2x wysokość walca, a przez y promień jego podstawy ; 
stosuje się twierdzenie LI (349). Jeżeli dwie pólsfery są na zewnątrz walca, 
znajduje się: w=0, y=a; walec sprowadza się do sfery. Jeżeli pół- 


sfery są wewnętrzne, znajduje się: œ = -= 7» y= 


XII. Znaleźć największość powierzchni trójkąta prostokątnego, wiedząc że 
summa przeciwprostokątnćj i wysokości odpowiednićj jest równą a. 


2 
Znajduje się największość powierzchni równa 5: Przeciwprostokątną 


esl Ts a wysokością 3: Dwa boki kata prostego sa równémi a , 


XIII. W którym, ze wszystkich trójkątów prostokątnych tegoż samego ob- 
wodu 2p, summa dwóch boków kąta prostego i wysokości spuszczonćj na prze- 
ciwprostokątną jest największością ? 


Znajduje się, stosując sposób ogólny, że trójkąt jest równoramiennym; że jego 
przeciwprostokąatna jest równą aply? — 1), jego wysokość p V2 -— 1), 
a każdy bok kąta prostego p(2 — V2). 

1. — 29 


http://rcin.org.pl 


450 ROZDZIAŁ XIX. 

XIV. Wpisać, w koło promienia r, trapez któregoby boki nierównoległe 
były równćmi a, i któregoby powierzchnia była największością. 

Znajduje się że największość trapezu jest prostokątem, którego podstawy 
są równemi yir? =y 


XV. Wpisać, w sferę promienia R, ostrokręg któregoby powierzchnia cała 
była największością. 

Stosując sposób wskazany przez p. Grillet (360), znajduje się że wysokość 
R(23 — V17), 


ostrokręgu jest równą 16 


XVI. Opisuje się na sferze promienia R, pień pyramidy foremnćj, którćj 
podstawami są ośmiokąty foremne. Chcemy wiedzieć najmniejszość objętości 
pnia, kiedy się zmienia nachylenie « ścian bocznych na wielką podstawę. 

Znajduje się, za wyrażenie objętości, 


y= 602 SUR (£ ! 1); 


3 wsl èa 


w przypadku najmniejszości, a = =, V= 16(Y2 — 1)R3- 


2 , 

XVII. Mała powierzchnia biała jest położona poziomo na stole, i oświecona 
przez lampę, któréj odległość od téj powierzchni, oceniona jéj rzutem pozio- 
mym, jest stałą i równą d. Do jakićj wysokości œ powinien się podnieść pło- 
mień, ażeby oświecenie powierzchni było największćm ? 

Wiemy że natężenie światła, jakie odbićra powierzchnia, jest proporcyonalne 
do wstawy nachylenia promieni, i odwrotnie próporcyonalne do kwadratu 
z odległości światła od punktu oświeconego powierzchni. Jeżeli oznaczymy 
przez æ nachylenie, znajduje się, na przypadek największości, stosując sposób 
podany w twierdzeniu III (349) : 


styu s E; zkąd = -> 
y2 


Należy wykreślić rozwiązanie. 


XVIII. Znaleźć najmniejszość wartości EA 


tys a” kiedy a zmienia się od 0% 


do 309, 
Kładąc : sty a= m, i zasiępując sty3a przez jéj wartość w z, znajduje się, 
sposób zwyczajny (358), największość (17 — 12 Ve) > którą odrzucić na- 
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leży, gdyż odpowiada dla œ = V2 + 1; potóm najmniejszość (17 ++ 12 V2) 
która przyjąć należy, i która odpowiada dla c = Va — 1, tojest dla a= S 

XIX. Dwa ciała, mass m i m/, ożywione, w tymże samym kierunku, pręd- 
kościami v i v/, uderzają jedno o drugie. Znaleźć prędkość spólną «©, która 
te ciała przyjmą po uderzeniu, pod warunkiem żeby summa wieloczynów 
otrzymanych, mnożąc każdą massę przez kwadrat ze zmienionćj prędkości, 
była najmniejszą możebną. 

Ilość którćj najmniejszości szukamy jest trójmianem drugiego stopnia w «, 
i, stosując do tego trójmianu prawidło (342), znajduje się : 


z mv- m'o 
— m--m' 


XX. Jeżeli mamy «© -+ y =a, to prawidło (350), które dostarcza najwię- 
kszość 1Pyq, rozciąga się do przypadku w którym p i q są ułamkowćmi : 


ponieważ można zawsze położyć : p= r > JF G dosyć zauważyć że 
wówczas aPy! =ý Pył. 

XX1. Mamy zrównanie : 
Aa2|-AVy? + A'22-- 2Byz + 2B'z + 2B" wy +20 2'y + 20! z D = 0; 


chcemy wiedzieć ostateczne granice wartości które może przyjąć jedna z trzech 


zmiennych, œ na przykład. 
Przyjmie się pochód odpowiedni postępowaniu numeru ŚLĄ. 


XXIL Znaleźć najmniejszość a? +- y? + 2+ uż, wiedząc że mamy : 
ax 4- by r cz + du = k. 
Pochód odpowiedni postępowaniu numeru 867. 


æ — b 
XXIII. Znaleźć największość wyrażenia Eta" . 


Stosując twierdzenie I, znajduje się : 


2ab (w + a) (a — b) _ (a +b)? 
w= =T i ea =" nab . 


SĘ ae JU 
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PALECOWAU DL, 
XXIV. Znaleźć najmniejszość -< ad, 


v ape 
Znajduje się œ= 0; i najmniejszość jesi 2. 


XXV. Mamy zrównanie : 


Azi-+-Byt+-0z! +- 2Da?y? -+ Eaz- OFyŻz? + Ma? H Ny H Pzp Q = 0 


chcemy wiedzieć między jakiemi granicami może zmieniać się x? -+ y? 
Kładzie się a*-py*-+z* =m; 


wskazaną w numerze 366. 


, 


, 


ruguje się z, i postępuje się droga 


XXVI. Między jakiemi granicami może się zmieniać wyrażenie 
(cy)? + (y 3? + (5 — 80) + 20 — y +- 2 +10, 


kiedy «w, y, z, przyjmują wszelkie wartości możebne ? 


Robi się wyrażenie dane równćm m ; i postępuje się droga wskazaną w nu- 
merze 366. 


XXVII. W trzech zrównaniach z dwiema nieznanemi : 


axz+ by =d, au-++by=d, ala+by=d" 
istnieje nieskończona liczba czynników 2, /, }", takich, że pomnożywszy 


pierwsze zrównanie przez à, drugie przez %, a trzecie przez »", potćm, 
dodając rezultata, otrzymuje się zrównanie kształtu, 


x= dh. 4- dw ++ dm". 


Znaleźć czynniki à, X, A” które, spełniając ten warunek, robią summę 
3 + 42-133 najmniejsza możebną. 


Kładąc : 32 HA? 2 m; 
mamy warunki : ax -|- a += PZU =, 
bA- bf! 4- BA! = 0, 
i slosuje się sposób ogólny (358). 
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XXVIII. Dwie liczby dodatne zmienne ©, y, są takiemi, że ich różnica jest 


liczbą dodatna a. Chcemy wiedzieć czy wyrażenie 


ym może mieć najwię- 
kszość lub najmnieiszość, m i n będąc liczbami dodatnemi danemi. 


Jeżeli mamy : © < y, m< n, znajduje się (350) największość, kiedy y 


Jeżeli mamy : « >y, m >n, znajduje się najmniejszość, kiedy — = 


Lecz jeżeli mamy: x< y, m>n; albo x >y, m<n, nie ma ani 
największości ani najmniejszości. 


i 


XXIX. Summa «© + y jest danai równą 2a; między jakićmi granicami 
może się zmieniać wyrażenie Œ% +- y3? 


Jeżeli a jest dodatném, wyrażenie jest najmniejszością, kiedy © i y sa 
równemi między sobą. 
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O POSTĘPACH. 


O POSTĘPACH ARYTMETYCZNYCH ALBO RÓŻNICOWYCH. 


368. DEFINICYE. Postęp arytmetyczny albo różnicowy jest to szereg 
liczb takich, że każda z nich przewyższa liczbę poprzedzającą lub 
od nićj jest przewyższoną o pewną ilość stałą, która nazywa się 
stosunkiem postępu. 

Kiedy wyrazy powiększają się od pierwszego zaczawszy, postęp 
jest rosnący ; jest on malejacy, gdy jego wyrazy postępują zmniej- 
szając się. 

Dla wskazania że liczby stanowią część postępu, pisze się jedne 
wciąż drugich, przedzielając je punktem, i poprzedzając zna- 
kiem +. 


PRZYKŁADY. Szeregi 


RASA 1902520075 


= L48.45.42,39.36. 33.30...., 


stanowią dwa postępy różnicowe, jeden rosnący, drugi malejący : 
stosunkami ich odpowiedniemi są 4 i 3. 

Żniesie się łatwo uznane przez nas na początku rozróżnienie 
między postępami, rosnącym i malejącym, jeżeli nadal dobrowolnie 
przyjmiemy : że stosunek w postępie różmicowym jest przewyżką ja- 
kiegokolwiek wyrazu nad wyrazem poprzedzajacym. Jeżeli postęp jest 
malejący, ta przewyżka jest odjemną. Na przykład, drugi z dwóch 
postępów wskazanych ma za stosunek — 5. 

W ogólności, oznaczywszy wyrazy postępu różnicowego przez 
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litery a, b, c,....1,k,l,....., stosunek dodatny lub odjemny 
przez r, liczbę zaś wyrażającą miejsce wyrazu / przez n, będziemy 
mieli : 


[1] AW LECZE POCWYLO EE 


369. WARTOŚĆ WYRAZU ZAJMUJĄCEGO W POSTĘPIE MIEJSCE n. Na 
mocy określenia, każdy wyraz, w postępie rosnącym, tworzy się 
dodając stosunek do wyrazu poprzedzającego. Drugi jest więc 
równym a-+-r, trzeci a+ 2r, czwarty a-|-3r,.... nakoniec, 
wyraz nity jest równym a--(n— 1)r. Więc wyraz jakikolwiek 
tworzy się dodajae do pierwszego stosunek tyle razy wzięty ile jest 
wyrazów przed nim. Co właśnie zwykle się wyraża za pomocą wzoru: 


[2] l =a + (n — fr. 


Ta formuła stosuje się do przypadku w którym postęp jest 
malejącym, byleby tylko litera » przedstawiała liczbę odjemnąa (368). 


hL70. Wnioski. Formuła [2], wyrażająca związek czterech liczb 
a, l, r, n, dozwoli oznaczyć jedną z nich, gdy trzy inne są dane : 
dosyć na to rozwiązać zrównanie względem ilości nieznanćj. Dostar- 
czy więc ona rozwiązania czterech zagadnień łatwych do wysłowie- 
nia, które w formułach tak się wyrażają : 


Wi) Ga aral a= l — (n — fir, 
[3] j l—a l— 
l r= n =1 +} —, 


374. WSTAWIENIE ŚREDNICH ARYTMETYCZNYCH. Wstawić m średnich 
arytmetycznych między dwie liczby dane a i b, jest to utworzyć 
postęp, którego a i b są wyrazami skrajnemi, pośredniemi zaś wy- 
razy szukane w ilości m. 

Wystarczy oczywiście, dla rozwiązania tego pytania, znaleźć 
stosunek postępu; gdyż, dodając go do pierwszego wyrazu, znajdzie 
się drugi; dodając go do drugiego, znajdzie się trzeci; i tak dalój. 
Otóż znamy, w postępie szukanym, pierwszy wyraz a, ostatni b, 
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i liczbę wyrazów (m -} 2). Przeto we wzorze |2] położywszy (m +2 
za n, otrzymamy : 


_l=a 


[4] "= mkl ; 


PRZYKŁAD. Wstawić 10 średnich między 5 i 38. Stosunkiem jest : 
A e "czyli 3; 
a więc postępem szukanym jest oczywiście : 
= 5.8.41.14.17.20.28.26.29.32.35. 38. 
372. ZAGADNIENIE. Otrzymać warunek, aby trzy liczby dane a, b, ©, 


stanowiły część tego samego postępu. 


Przypuśćmy te liczby uporządkowane według ich wielkości : 
będą one rozłączone, w postępie nieznanym, wyrazami pośredniemi, 
które mogą być uważane jako średnie wstawione między a i 4, 
i między 6 i c. Przeto, jeżeli oznaczymy te ilości srednich przez 

b—a 


(m — 1) i przez (n— 1), stosunek musi być równym (371) — — 


c — 


i ; potrzeba więc żeby było: 


[5] P> BIE 


m n 


Takim jest warunek szukany ; potrzeba więc aby istniały dwie liczby 
całkowite m in, proporcyonalne do róznie (b — a) i (e — b). 

Ten warunek jest zawsze spełnionym, kiedy liczby a, b, ©, sa 
wymiernómi : gdyż, jeżeli liczby (b — a) i (c — b) są ułamkowemi, 
wystarczy sprowadzić je do jednakowego mianownika, i wziąć m i n 
równemi licznikóm. Pomnożywszy oba rezultaty przez tęż samą 
liczbę całkowitą jakąkolwiek, otrzymamy inne wartości dla m i n; 
tak że zagadnienie ma, w tym przypadku, nieskończoną ilość roz- 
wiązań, 
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373. TWIERDZENIE. Jeżeli pomiędzy dwa wyrazy po sobie następu- 
jace postępu różnicowego, wstawimy tęż samą liczbę średnich arytme- 
tycznych, postępy częściowe tym sposobem otrzymane tworzą jedyny 
i ten sam postęp. 

W rzeczy samćj, ponieważ wstawiamy tęż samą liczbę średnich 
arytmetycznych między dwa wyrazy po sobie następujące, i ponie- 
waż różnica tych dwóch wyrazów jest stałą, stosunek jest tenże 
sam we wszystkich postępach częściowych; a gdy ostatni wyraz 
każdego z nich, jest zarazem pierwszym następującego, to postępy 
te częściowe wiążąc się z sobą tym sposobem tworzą oczywiście 
jedyny i tenże sam postęp. 


374. TWIERDZENIE. W kożdym postępie różnicowym ograniczonym, 
summa wyrazów równooddalonych od skrajnych jest stała i równa 
summie wyrazów skrajnych. 

Niech będzie, w rzeczy samej, postęp : 


ER A R LI, ror EJ OW 6 


drugi wyraz b jest równym a+-7, a przedostatni k jest równym 
l —r; więc ich summa 5-Hk=a-+-2. Ogólnie, wyraz c, ma- 
Jacy p wyrazów przed nim, jest równym (369) a + pr, a wyraz y, 
mający p wyrazów po nim, jest równym / — pr; więc ich summa 
x- y jest równa a- l. 

UwaGa. Kiedy postęp zawiera liczbę nieparzystą wyrazów, znaj- 
duje się w środku wyraz równooddalony od dwóch skrajnych. Ten 
wyraz wzięty dwa razy równa się summie skrajnych. 

Tym sposobem w postępie 


+ 2.5.8.11.14.47 20. 


wyrazy 2 120, 5147, 8 i44, dają,tęż samą summę 22, klóra jest 
równą wyrazowi środkowemu 11, wziętemu dwa razy. 


375. SUMMA WYRAZÓW POSTĘPU. Oznaczmy przez S summę wy- 
razów postępu zaczynającego się od a, kończącego na /, i w którym 
n jest liczbą wyrazów. Mamy : 


) =a+-6--0-Hd-+-....-Hti-rk-+l 
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Owóż, biorac wyrazy postępu w porządku odwrotnym, mamy 
także : 


S pale £ o OE „1 r Yb d Eet baa; 


Dodając stronami, otrzymamy : 
S= (aH) HOH HeH H. Hite Hk b) lHa. 


Lecz wszystkie sammy, zamknięte w nawiasach, są równémi (374) 
summie skrajnych (a + /) ; wreszcie ich liczba jest liczbą wyrazów 
postępu. Mamy więc : 


28 = (a + Dn; 
zkąd: [6] par TOP. 


Zatóm, summa wyrazów postępu różnicowego jest połową wieloczynu 
summy skrajnych przez ilość wyrazów postępu. 
z ; 5--38)x 12 
PRZYKŁAD. Summa 12st« wyrazów postępu (371) jest Pa" 
albo 258. 


UwaGA. Gdyby się znało tylko pióćrwszy wyraz a, stosunek r, 
i liczbę n wyrazów, potrzebaby było, dla zastosowania formuły 
poprzedzającćj, zacząć od wyrachowania ostatniego wyrazu /, za 
pomocą formuły [2]. Podstawiając jego wartość we wzorze [6] otrzy- 
mamy : 


7] -qa f 2a + (n — 1)r]n 
e E T 


Ta formuła przedstawia się niekiedy pod kształlem : 


S= mV, 


376. ZASTOSOWANIA. 1° Znaleźć summę n liczb początkowych 
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całkowitych, 


1--2--3+....--n. 


Ponieważ te liczby tworzą postęp którego stosunkiem jest 1, ich 
summa jest : 


[8] SR" abo B= O" 


i 2 
Więc, dla otrzymania summy n liczb początkowych całkowitych, 


mnoży się ostatni wyraz przez następujący po nim bezpośrednio, i dzie- 
ląc ich wieloczyn przez 2. 


2 Znaleźć summę n liczb początkowych nieparzystych, 


4 -- 8 +55h 7.2] 


Te liczby tworzą postęp którego stosunkiem jest 2 ; stosując for- 
mułę [7] znajduje się : 


(9) sz URTU, E A E 


Zatém summa n liczb poczatkowych nieparzystych jest równa kwadra- 
towi z n. 


3° Znaleźć liczbę wyrazów postępu różnicowego, znając pierw szy 
wyraz, stosunek, i summę wyrazów. 
Nazwijmy s summę wyrazów ; formuła 


p=nq a RZA, 


daje, dla oznaczenia n, zrównanie drugiego stopnia 
rn? + (2n — rn — 28 =0. 


Ponieważ ostatni wyraz jest odjemnym, więc dwa pierwiastki są 
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zawsze rzeczywistćmi i mają znaki przeciwne. Należy odrzucić 
pierwiastek odjemny ; aby pierwiastek dodatny dał się przypuścić, 
potrzeba żeby był całkowitym. 

h° Znaleźć pięć liczb w postępie różnicowym, znając summę 
wyrazów i summę ich kwadratów. 

Nazwijmy a i ġ& dwie sammy dane; oznaczmy przez z wyraz 
środkowy a przez y stosunek. Różne wyrazy postępu można będzie 
napisać 


+ ©— Ży. g—y.v.c--y.t--2y, 
i znajdzie się dwa zrównania 
St = 4 
5a? + 104? = b. 
377. ZAGADNIENIA. Formuły [2] i [6] stanowią dwa związki mię- 
dzy pięcioma ilościami a, /, r, n, S, związki które dozwolą ozna- 


czyć dwie z tych ilości, kiedy trzy inne są dane. Zkąd dziesięć 
zagadnień do rozwiązania : 


4° Mając dane a, /, r, oznaczyć n, S; 


2° v a, l, n, » r, 8; 
MI » ad, S » nans; 
ho 4E) QT» M» » IRC 
5o » ŁC? » bn; 
6° » a, n, S, » l. rs; 
7° » OL » a, 8; 
8” » OB: » a, n; 
9° » l, m, S » di 
400 » Gy My; » AN 
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Pomiędzy témi zagadnieniami, piąte i ósme są drugiego stopnia ; 
ośm innych są pićrwszego stopnia. 


O FOSTEPACH GEOMETRYCZNYCH ALBO ILORAZOWYCH. 


378. DEFINICYE. Postęp geometryczny albo ilorazowy jest to sze- 
reg liczb, w którym każda liczba równa się poprzedzającćj pomno- 
żonćj przez pewną liczbę stałą, która nazywa się stosunkiem postępu, 

Kiedy stosunek jest większy od jedności, wyrazy powiększają się 
kolejno, a postęp jest rosnący; kiedy stosunek jest mniejszy od 
jedności, wyrazy zmniejszają się, i postęp jest malejący. 

Dla wskazania że liczby stanowia część postępu ilorazowego, 
pisze się je wciąż jedne drugich, przedzielając dwoma punktami, 
i poprzedzając je znakiem :: . 


PRZYKŁADY. Sreregi 
+: h312:236:108; 3243927 3...., 


+: 528 : 264 3132: 66 338 163: ...., 


stanowią dwa postępy ilorazowe, jeden rosnący, a drugi malejący ; 
A | 3 
stosunkami ich są 3 i 3 
W ogólności, oznaczywszy wyrazy postępu ilorazowego przez 
litery a, b, e, d, ...si, k, ł,...., stosunek przez 4, a miejsce wy- 
razu / przez n. Będziemy mieli : 


[A] PNY EU IKE OSO JAA A 24 FANERE 


379. WARTOŚĆ WYRAZU ZAJMUJĄCEGO W POSTĘPIE MIEISCE n. We- 
dług określenia, każdy wyraz postępu ilorazowego tworzy się mno- 
żąc poprzedzający przez stosunek. Drugi jest więc równym ag, 
trzeci aq?, czwarty 44%, ...., i ogólnie, n% jest równym aq""". 
Więc wyraz jakikolwiek równa się pierwszemu pomnożonemu pizoz 
potęgę stosunku, która oznacza ile jest wyrazów poprzedzających. Co 
właśnie zwykle się wyraża za pomocą wzoru `“ 


[2] k= dg "!. 
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380. Wnioski. Formuła [2], jako wyrażająca związek między 
czterema liczbami, a, /, g, n, dozwoli oznaczyć jedną z nich, gdy 
trzy inne są dane. Znajdzie się łatwo, rozwiązując zrównanie [2] 
względem każdćj z czterech ilości 


l 
| Fene G= ma > 
5] waa 
a l log! — loga 
| GT TE á ngalit logq 


Ostatnia formuła przypuszcza że znanemi są własności zasadnicze 
logarytmów. 


381. TWIERDZENIE. Jeżeli postęp jest rosnący, można przedłużyć go 
dostatecznie, żeby jego wyrazy wyszły za wszelką granicę daną, 

W rzeczy samćj, jeśli weźmiemy pod uwagę trzy wyrazy po sobie 
następujące i, k, l, postępu [1], mamy, z określenia, 


k=tq, l=kq; 
a, przez odciąganie, 
lk = (k — iq. 


Otóż stosunek g przewyższa jedność; więc różnica (/— k) jest 
większą od różnicy (k—1). Więc przewyżka jakiegokolwiek wyrazu 
nad poprzedzajacym idzie wzrastając. Otóż, gdyby ta przewyżka 
pozostała stałą, jak w postępie różnicowym, możnaby było, doda- 
jac ja do pierwszego wyrazu a, dostateczną liczbę razy, otrzymać 
rezultat tak wielki jak się tylko podoba. Będzie więc to miało 
miejsce, a fortiori, jeżeli, jak to już należycie rozpoznaliśmy, ta 
przewyżka pojdzie wzrastając. 


382. TWIERDZENIE. Jeżeli postęp jest malejący, można przedłużyć 
go dostatecznie, żeby jego wyrazy zeszły poniżćj wszelkićj granicy. 
W rzeczy samćj, jeżeli postęp [1] ma stosunek g mniejszy od 


1 1 1 


s m 4,4 : 
jedności, wyrazy a 17 5306056 23 a tworzą inny 
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Kioja a s z: 
postęp ilorazowy, którego BERUUER 7 jest większy od jedności ; 


ponieważ, z równości 


b=a xq, c=bXd;, == CZEGR.- 
d 3 i 1 
wyciąga SIĘ: z =z X 


Wynika więc, z twierdzenia poprzedzającego, że ułamki $ > $? + 
mogą stać się tak wielkiemi jak się tylko podoba ; a tém samém, 
ich mianowniki z, k, /, mogą stać się tak małemi jak się tylko 
podoba. Co było do dowodzenia. 


382 bis. WNIOSEK. Z dwóch ostatnich twierdzeń ogólnych wprost 
i naturalnie wypływają następujące dwa ważne tychże twierdzeń 
przypadki szczególne : 


1* Potęgi całkowite i dodatne liczby większćj od jedności, są coraz 
większe i wzrastają po za wszelka granicę ; 


2* Potęgi całkowite i dodatne liczby mniejszćj od jedności stają się 
coraz mniejsze i zbliżają się nieskończenie do zera, to jest mają za gra- 
nicę zero, 


383. WSTAWIENIE ŚREDNICH GEOMETRYCZNYCH. Wstawić m średnich 
geometrycznych albo ilorazowych między dwie liczby dane a i 4, 
jest to utworzyć postęp, którego a i b są wyrazami skrajnemi, wy- 
razami zaś pośredniemi, wyrazy szukane w ilości m. 

Wystarczy oczywiście, dla rozwiązania tego pytania, znaleźć sto- 
sunek postępu; gdyż, mnożąc pierwszy wyraz przez stosunek, 
otrzyma się drugi ; mnożąc drugi przez stosunek, otrzyma się trzeci, 
i tak dalćj. Otóż, znamy, w tym postępie, pierwszy wyraz a, osta- 
tni b, i liczbę wyrazów (m -j-2). Przeto we wzorze [2] za n po- 
łożywszy (m -} 2), znajdziemy : 


[u =V: 
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PRZYKŁAD. Wstawić 3 średnie proporcyonalne między 7 i 112. 
Stosunkiem jest : 


a więc postępem szukanym jest oczywiście : 
= 1544 : 28006 2 142. 


384. TWIERDZENIE. Jeżeli wstawimy, między dwa wyrazy po 
sobie następujące postępu ilorazowego, tęż samą liczbę m średnich 
ilorazowych, otrzymamy postęp jedyny, którego stosunkiem jest 
pierwiastek, skazówki (m -|- 1), ze stosunku pierwotnego. 

W rzeczy samćj, stosunki różnych postępów częściowych są (383). 


KŻ PAW. 


m+ 


są więc one wszystkie równe Vg- Wreszcie ostatni wyraz każ- 
dego jest pierwszym następującego. Można więc uważać je jako 
tworzące jeden tylko postęp. 


385. ZAGADNIENIE. Oznaczyć warunek, aby trzy liczby a, b, c, 
wchodziły w skład tegoż samego pastępu. 

Jeżeli, przypuściwszy że a jest pierwszym wyrazem, oznaczymy 
przez (m +1) i przez (n-|- 1) miejsca nieznane liczb bi c mamy (379): 


b = aq", e= ags 


q będące stosunkiem nieznanym. Jeżeli podniesiemy pierwsze zró- 
wnanie do potęgi n, a drugie do potęgi m, będziemy mieli : 


br = ngm, œ = a™g™" X 
zkąd, rugując y : 
hr (m by» fe m 
[5 G=m> albo £) = (Z) 3 
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Takim jest warunek szukany. Ten warunek uprości się, jeżeli 
przypuścimy że a, b, c są wymiernćmi : gdyż natenczas, sprowa- 


; SAT „Z ; i BUAN 
dzając stosunki A do ich najprostszego wyrażenia, i ozna- 


-k Sn $ 
czająe przez EJ i ; ułamki nie wiedlne równoważne, mamy : 
jąc p k 7 przy y 


Otóż, te ułamki, jako nieprzywiedlne, nie mogą być równemi, 
chyba w razie : 


9 = k”, AE pes 


co wymaga, naprzód, żeby g i k były złożone z tych samych czyn- 
ników pierwszych, zarówno jak % i ¿;a,potém, żeby wykładniki 
tegoż samego czynnika, w g ik, jak niemnićj wk i I, były w sto- 


m „> f A 
sunku stałym = Jeżeli te warunki są spełnione, oznaczą one sto- 


m ; : ć s 
sunek z” lecz pozostawią zawsze m i n_nieoznaczonemi ; tak 


że a, b, c będą mogły brać udział w nieskończonćj liczbie po- 
stępów. 


386. ZASTOSOWANIE. Jakie sa liczby wymierne, które moga stano- 
wić część postępu ilorazowego, mającego za wyrazy 1 110? 
Oznaczmy przez 3 jedną z liczb szukanych; powinniśmy mieć, 


według tego co poprzedza : 
BY LL 10)", albo Es 107. 
(gb = r 


m i n będąe liczbami całkowitemi. Otóż ponieważ drugi członek 

jest całkowitym, więc pierwszy musi być nim także; a gdy | jest 

nieprzywiedlnćm z założenia, potrzeba żeby było : q =1, a, tem 
1. —30 
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samém, p" =10r. Lecz, aby ta ostatnia równość miała miejsce, 
potrzeba aby p zamykało tylko czynniki pićrwsze 2 i 5 z 10, to jest 
żeby było : p= 27 x 5%; więc 2%" x 5% — 9" X 5n, a zatćm 
«m = Bm =n, czyli a= ß = =. Tym sposobem wykładniki 
2 i 5, w p, powinny być równemi; albo innemi słowy, p po- 
winno być potęgą z 10. 


Potęgi z 10 są więc jedynemi liczbami wymiernemi mogącemi 
wejść w skład postępu ilorazowego, w którym 4 i 10 stanowią część, 
jest są wyrazami. 


387. TWIERDZENIE. W każdym postępie ilorazowym, wieloczyn 
dwóch wyrazów równo oddalonych od skrajnych jest stały i równy 
wieloczynowi wyrazów skrajnych. 


Niech będzie, w rzeczy samej, postęp ograniczony : 


FR A A „5 20LE R: Ż7 


drugi wyraz b jest równym ag, przedostatni k jest równym A 


więc ich wieloczyn bk = al. Ogólnie, wyraz z mający p wyrazów 
przed sobą, jest równym g”; a wyraz y, mający p wyrazów po 


sobie, jest równym m ; więc ich wieloczyn cy = al. 
UwaGA. Kiedy postęp zawićra liczbę nieparzystą wyrazów, znaj- 
duje się w środku wyraz równo oddalony od skrajnych. Kwadrat 


z tego wyrazu równa się wieloczynowi skrajnych. 
Tym sposobem w postępie 


+ 2:6:18:54:162: 486 : 1458, 
wyrazy 2 i 1458, 6 i 486, 18i 162 dają tenże sam wieloczyn 2916, 


który jest kwadratem z wyrazu środkowego 5h. 


588. WIELOCZYŃ WYRAZÓW POSTĘPU. Oznaczywszy przez P wielo- 
“czyn wyrazów postępu zaczynającego się od a, kończącego na /, 
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w którym n jest liczbą wyrazów. Mamy : 
P=akcd..... ikl, 


Nie zmieni się ten wieloczyn wywracając porządek czynników, co 
daje : 


P= /h.....dcba. 

Jeżeli rozmnożymy te dwa wieloczyny równe jeden przez drugi, 
grupując dwójkami czynniki zajmujące w obu wieloczynach toż 
samo miejsce, znajdziemy : 

P2? — (al) (bk) (ct) ..... (ic) (kb) (la). 

Otóż wszystkie wieloczyny, zamknięte w nawiasach, są równe- 
mi (387) wieloczynowi skrajnych al. Wreszcie ich liczba jest liczba 
wyrazów postępu; więc 

P? = (a/)*; 
zkąd : 
[6] P = y{al)". 
Zatém, wieloczyn wyrazów postępu jest równy pierwiastkowi kwa- 


dratowemu z wieloczynu wyrazów skrajnych podniesienego do potęgi 
oznaczonćj liczba wyrazów. 


Uwaga. Zastępując / przez jego wartość 
l = aq"=", 


otrzymuje się inna formuła 


EH 
P =y =a * a 
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która nie wymaga wyciągania pierwiastku kwadratowego ; gdyż 
wykładnik n(n— 1), jako wieloczyn dwóch liczb całkowitych po 
sobie następujących, jest zawsze parzysty. 


389. SUMMA WYRAZÓW POSTĘPU ILORAZOWEGO. Nazwawszy S sum- 
mę wyrazów postępu ilorazowego, będziemy mieli : 


S=a-Hb-+-cHd+.....i kl 
Obie strony tćj równości pomnożywszy przez 4, będzie : 
Sq = ag +- bq +e +49 .--.- + iq + ką + 14. 


Lecz, z założenia, ag = b, bg =c, cą = d, . .. , ig =k, kq=l; 
więc równość poprzedzająca staje się : 


Sq=b-Lc-Hd+..... ENAWAN 


Jeżeli przypuścimy g > 1, i odciągniemy S od Sq, otrzymamy 
oczywiście, znosząc wyrazy które się niszczą : 


Sq—S=ly—a, albo S(4—1)=l4—a; 
zkąd: 


+_lq—a 
[7] Arah 


Zatém, summa wyrazów postępu rosnącego ilorazowego znajduje się, 
mnożąc ostatni wyraz przez stosunek, adciągając od wieloczynu pićr- 
wiry wyraz, i dzieląc różnicę przez przewyżkę stosunku nad jednością. 


Jeżeli przypuścimy g < 1, to nie będziemy mogli odciągnąć S 
od Sg; odciąga się natenczas Sq od S, co daje : 
S -- Sq=a— 14, aibo S(l—q9=a— lq; 
zkąd : 
i8] oae i 


Eo 


http://rcin.org.pl 


O POSTĘPACH. 169 

Zatém, summa wyrazów postępu malejącego znajduje się, odciągając 

od pierwszego wyrazu wieloczyn z ostatniego przez stosunek, i dzieląc 
różnicę przez przewyżkę jedności nad stosunkiem. 


Lecz umowy przyjęte nad liczhami odjemnemi, robią tę drugą 
formę równoważną pićrwszćj. 


Uwaga. Gdyby się znało tylko pićrwszy wyraz a, stosunek 4, i 
liczbę n wyrazów, potrzebaby było, dla zrobienia użytku z formuł 
poprzedzających, zacząć od wyrachowania ostatniego wyrazu / za 
pomocą formuły [2]. Podstawiając jego wartość w formułach [7] 
i [8], otrzymamy : 


__aq"—a A _ a—aq" 
[9] S= -iar AU, s= [10]. 


390. GRANICA SUMMY WYRAZÓW POSTĘPU MALEJĄCEGO. Formuła /3], 
dajaca summę wyrazów postępu malejącego, może się napisać : 


1=9 1—74 
Otóż jeżeli liczba wyrazów wzrasta nieograniczenie, wyraże- 


nie , zależące jedynie od pićrwszego wyrazu i od stosunku, 


a 
pasg 


zachowa stale tęż samą wartość ; lecz wieloczyn / r 1 ży złożony 


z czynnika / malejącego nieograniczenie (382), i z czynnika = 

aż 

który pozostaje stałym, może stać się tak małym jak się tylko po- 
a 

1—9 


doba. Przeto summa wyrazów, zawsze mniejsza od „ może się 


różnić od Ta tak mało jak się tylko podoba, jeżeli liczba 


wyrazów jest dostatecznie wielką : innemi słowy, i a r jes gra- 


nicą do któréj dąży summa, gdy liczba wyrazów wzrasta nieogra- 
niczenie. Oznaczając tą granicę przez s, mamy: 


14) s=. 


http://rcin.org.pl 


470 ROZDZIAŁ XX. 

591. ZASTOSOWANIE. Wzór ostatni może posłużyć do znalezienia 
ułamku zwyczajnego, z którego powstał ułamek peryodyczny prosty, 
gdyż można go uważać za summę wyrazów postępu ilorazowego 
malejącego. 

Weźmy, na przykład, ułamek peryodyczny prosty 


0,3535353535..... 


Peryody tego ułamku idąc od lewćj do prawćj ręki, tworzą po- 
stęp ilorazowy malejący do nieskończoności; 
35 ZEE: 


EEEN z 


"100 * 10000 * 1000000 * 10000000 7* 77" 


którego stosunkiem jest ar Według ostatniego wzoru [11], gra- 


nicą summy tego postępu równa się 


35 
MUS , albo 35, 
A 4 99 

TOÔ 


Tym sposobem przyszliśmy do prawidła podanego w arylmetyce 
według którego, bierze się za licznik peryod, a za mianownik i t. d. 


SIMMA KWADRATÓW I SZEŚCIANÓW LICZB IDĄCYCH PO SOBIE 
W NATURALNYM PORZĄDKU. 
392, Formuła dajaca summę kwadratów z n liczb początkują- 


cych jest często użyteczną. Dla znalezienia jćj, należy dodać ko- 
iumnami pionowemi tosamości następujące : 


8 — (4 +- 1982513 3.42 3.1 +1, 
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33 = (2 1P =B H3. 23.21, 
K= (3 13 =3 3.32 3.3 H1, 
53 = (4 -+1P=6 H3. H3. AHA, 


GREKA *4 


n3 = (n—1-+1)3=(n — 1) + 3(n — 1)? 4 3(n —1)+ 1, 
(n--1)5=(n 1 P= n 3n* + 3n +1. 


Wykonywając wskazane powyżćj dodawania, i znosząc po 
obu stronach summę spólną liczb mających potęgi podobne 
(8-28 33 L...... En), otrzymamy związek 

(n +1) =3(17 + 2-32 --,.,. .--n?) 

+ 36 + 2 +3... Hnt 
mPp... ny 8 se pati; 
zkad 6(1*-- 2*+-3* H.. „> n2)=2(n H1) — Sn(n-|-1)—2(n-|-1), 

albo 64*-2 --32+-.. . +e) =(n+ 1) 2(n +1)? — 3n— 2) 
= (n1) (2n*Hn)=n(n--1)(2n--1), 


i nakoniec 4242-432... + BEBO j 


393. Tworząc tymże samym sposobem czwarte potęgi z liczb 
1,2,3,.....,(n--1), znalazłoby się, dla sammy sześcianów, 


a) PEPESE. Ham 2H. 
Zamiast wchodzenia w szczegóły tego działania, które nie przed- 
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stawia wreszcie żadnćj trudności, wskażemy sposób bardzo często 
używany w algebrze dla rozpoznania ścisłości formuły takićj jak (1), 
a która była dana bez dowodzenia. 

Podstawia się naprzód za n liczby najprostsze 1, 2, 3. Znajduje 
się tym sposobem 


da n=l, RE; "|= (> 


da n=2 |" |=(7)=" =P+B 
, i O) j , 


dB" n= S |] = (Z) =30=8- 2 -- 33 


Formuła jest więc prawdziwą dla n = 1, 2,3. Będzie wtedy 
dowiedzionćm że ta formuła jest ogólną, jeżeli się okaże że przy- 
puszczając ja dokładną dla wartości jakiejkolwiek na n, będzie 
nią jeszcze dla wartości bezpośrednio wyższćj : albowiem gdy for- 
mula jest prawdziwą dla n = 3, wnosi się że prawdziwę być musi 
dla n=4, potém dla n=5....., i tak dalćj, aż do takićj wartości 
na n jak się tylko podoba. 

Idzie więc o pokazanie że związek (1) pociąga za sobą 


(2 E T L T E E A E R T = [eeta |. 


albo, odciągając (1) od (2), że mamy 
wire esse [a 
Otóż drugi członek może się napisać | 
(=H nt) mae m] = (HE)? (tm a) = a 1); 


tak że formuła jest sprawdzoną. 
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STOSY KUL. 


394. Stosy kul ułożone są z poziomych warstw w ten sposób, 
że kule wyższćj warstwy leżą po nad próżnemi miejscami utworzo- 
nemi przez zetknięcie się kul niższćj warstwy ; wszystkie kule sty-. 
kają się z sobą i są tego samego kalibru, czyli równych promieni. 

W arsenałach urządza się kule stosami, które są trojakiego ga- 
tunku : 


Stos trójkątny ma kształt piramidy trójkątnej którćj wierzchołek 
zajmuje kula leżąca na (4 + 2) innych, które opierają się na 
(1 + 2 + 3) kulach,..... ; tak że warstwa pozioma rzędu k, poczy- 
nając od wierzchołka, 


LT CWA +b) = 5 k(k+1)= He 
Summa kul stosu mającego n warstw jest więc 
=j UHH HHHPH. Pn, 
albo 


ar Ma n(n + 1) (2n +1) 
= a" LAEE Cato). 


Ta summa będzie więc 


n(n + 1) (2n 4- 1) (n+ 1) 
12 AS 


SEI Taa 
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albo aae Di dap albo jeszcze sopot U : 


albo nakoniec q= ant? 
ETZ) 


STOS CZWOROKĄTNY. Każda warstwa jest kwadratem którego bok 


zawićra w sobie tyle kul ile znajduje się jedności w rzędzie tćjże 
warstwy liczonym poczynając od wierzchołka. 


OO 
O OO O00 
Summa kul stosu złożonego z n warstw jest więc 


(SLEPP PH He ED MEN, 


STOS PROSTOKĄTNY. Wierzchołek jest rzędem pojedynczym kul 
o p--1 kulach, leżącym na dwóch rzędach o p + 2 kulach, które 
opierają się na trzech rzędach o p + 3 kulach,..., stosownie do figur 
następujących : 


00000000 822838888 8232020088 5 


Summa kul stosu złożonego z n warstw jest więc 


QQQQADDDOC 
OOO OO LOOX 000 
©00,00,00,00,00 


R=p+1+24P+2)+37+3)+... +np+m 
=p + 2-3 -+-.-.--n) 134 2--3*-|-... |-n* 
(n + 1) (n + 1) (2n +- 1) 

LC TA a > 


nn +1) (3p+- 2n -- 1) 
Ei R O 
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395. Kładąc trzy formuły poprzedzające pod kształtem 


n(n — 1) 


M 1 
T= X zł0+1+1), 


gied TE n- 1), 


—1 4 E a FET" 
r= le lx Gtit tatt 


widzimy że, w. stosie jakimkolwiek, liczba kul jest równa liczbie kul 
ściany trójkątnćj pomnożonćj przez trzecią część summy trzech kra- 
wędzi równoległych, które są na zewnatrz tej ściany. 

Liczba kul zawarta w stosie ściętym, równa się liczbie całego 
stosu, zmiejszonćj liczbą kuf zawartych w stosie, którego podstawa 
jest warstwa górną stosu ściętego. 


ĆWICZENIA. 


I. Jakie sa postępy różnicowe, w których summa dwóch wyrazów jakichkol- 
wiek wchodzi do składu postępu ? 
Są niemi te, których pićrwszy wyraz jest mnożnikiem stosunku. 


lI, Jakie są postępy ilorazowe, w których wieloczyn dwóch wyrazów jakich- 
kolwiek wchodzi w skład postępu ? 
Sa niemi te, w których pićrwszy wyraz jest potęga stosunku. 


III. Jeżeli, w ciągu liczb danych, każda jest połowa summy dwóch liczb 
które ją między sobą zamykają, te liczby tworzą postęp różnicowy. Jeżeli każda 
jest średnią proporcyonalna między dwiema.liczbami które ja między soba 
zawićrają, te liczby tworzą postęp ilorazowy. 

Przywodzi się bezpośrednio to wysłowienie do definicyj (368 i 378). 


IV. W jakich postępach różnicowych istnieje stosunek, niezależny od n, 
między sammą n pićrwszych wyrazów a summa n następujących ? 
W tych, w których stosunek jest podwójnym pićrwszym wyrazem, 
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Ys Ve, V5 i V7 mogą-li wchodzić w skład tegoż samego postępu 
różnicowego albo ilorazowego ? 
Nie. Opierać się należy w przywiedzenia dowodów na numerach 372 i 385. 


VI. Jeżeli weźmiemy ciag liczb nieparzystych 4, 3, 5, 7,..... i rozdzielimy 
na grupy, z których piórwsza miałaby jeden wyraz, druga dwa wyrazy, trze- 
cia trzy, i t. d., summa wyrazów tćjże samćj grupy jest sześcianem z jéj liczby 
wyrazów. 

Tworzy się pićrwszy i ostatni wyraz ntéj grupy, potrzeba będzie poićm 
zastosować formułę [6] numeru 375 : otrzyma się n* dla sammy. 


VIL. Jeżeli się weźmie pod uwagę ciąg 1, 2,4, 6, 8, 10.....; summa n 
pićrwszych wyrazów jest nieparzystą ; a, gdy się doda do liczby tak otrzyma- 
néj, (n — 1) liczb nieparzystych które po nićj następują, znajduje się sześcian. 

Otrzymuje się w rezultacie n3, traktując ostatnie ćwiczenie tymże samym 
sposobem jak poprzedzające. 


VIII. W postępie geometrycznym sześciowyrazowym, różnica wyrazów 
skrajnych przewyższa pięć razy różnicę wyrazów średnich. 

Wyrazi się stosunek dwóch różnie w funkcyi stosunku, i znajdzie się że 
najmniejszością stosunku jest 5. 


IX. Jeżeli się doda, wyraz po wyrazie, dwa postępy geometryczne nie mające 
tegoż samego stosunku, rezultaty nie tworzą postępu ; lecz każdy wyraz tćj 
summy wyciągnie się z dwóch poprzedzających, mnożąc je przez liczby stałe, 
i dodając wieloczyny. , 

Znajduje się łatwo że mnożnikami są : summa stosunków dla wyrazu po- 
przedzającego, a wieloczyn stosunków, ze zmienionym znakiem, dla wyrazu 
położonego przed wyrazem poprzedzającym. 


X. Tworzymy szereg wyrazów takich, że każdy jest połową sammy poprze- 
dzających ; znając dwa pićrwsze wyrazy a, b tego szeregu, znaleźć do jakićj 
granicy zbliża się jego summa, kiedy liczba wyrazów wzrasta. 


Granica ta jest: a + A 


XI. Niech będzie jakakolwiek linia AB, C jéj środek, D środek linii CB, 


| Ti Bi GG, ZZA AT, 
A G  EGE D B 


E środek linii DC, F środek linii ED, G środek linii FE, i tak dalćj 
nieograniczenie ; znaleźć do jakićj granicy punkta C, D, E, F, G, zbliżają się 
coraz bardzićj, kiedy ich liczba coraz większą się staje. 

Punktem tym jest trzecia część AB, poczawszy od punktu B. 
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Mi. Znaleźć granicę summy ułamków 


>,8 
z SĘ 


2 Ki 6 
48 16 


1 
ST Fag Peo 


ych liczniki tworzą postęp różnicowy, a mianowniki postęp ilorazowy. 
Rozkłada się ten szereg na pewną ilość postępów geometrycznych maleją- 
cych, i znajduje się że granicą jest 2. 


XIII. Mając ciąg liczb : 


1, 3, 6, 10, 15, 21, i t d., 


takich, że różnica dwóch wyrazów po sobie następujących powiększa się 
ciągle o jedność ; znaleźć summę z n pićrwszych wyrazów tego ciągu. 

Znajduje się że nty wyraz jest równym wta , a summa tDmtY . 

XIV. Jeżeli, w postępie różnicowym, trzy wyrazy po sobie następujące są 
liczbami pićrwszćmi, stosunek jego jest podzielnym przez 6, byleby pićrwszy 
z tych wyrazów nie był 3. Jeżeli się znajduje takich liczb 5, stosunek jest po- 
dzielnym przez 3_, byleby pićrwszy z tych wyrazów nie był 5; a, jeżeli się 
znajduje takich liczb 7, tenże stosunek jest podzielnym przez 240, byleby 
pićrwszy z tych wyrazów nie był 7. 

Dowodzi się, za pomocą własności liczb pićrwszych, że stosunek jest po- 
dzielnym, w pićrwszym przypadku, przez 2 X 3; w drugim, przez 2 X3X5; 
w trzecim, przez 2 X8X5X7. 


XV. W postępie ilorazowym, w którym liczba wyrazów jest nieparzystą, 
summa kwadratów z wyrazów jest równą summie wyrazów, pomnożonćj przez 
przewyżkę sammy wyrazów zajmujących miejsce nieparzyste nad summą wyra- 
zów zajmujących miejsce parzyste. 

Tworzy się różne sammy wskazane, i sprawdza się łatwo równości wskazane, 


XVI. W postępie różnicowym, którego wyrazy są całkowitćmi, jeżeli p jest 
liczbą pićrwszą ze stosunkiem, dzieląc p wyrazów po sobie następujących 
przez p, otrzyma się na reszty wszystkie liczby 0, 1, 2,3,. .. (p — 1). 

Dowodzi się że dwie reszty nie mogą być między sobą równe. 


XVII. Wyrugować y między dwoma zrównaniami : 
am + amiy p am-ty? ||... Rym = aM, 


ym Hom yH atm —sy1-+>. A +" = bm, 
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Znajduje się, za pomocą niektórych podejść rachunkowych, 


(a?m + b2m) — mym p 
Ve rap "i 


i podstawia się wartość tę w jedno z danych zrównań. 4 
ie 


XVIII. Mając trójkąt dany, utwórzmy drugi trójkąt którego bokami są lin 
łączące wierzchołki ze środkami boków przeciwnych pićrwszego ; tymże samym 
sposobem utwórzmy trzeci trójkąt z drugiego, i tak dalćj nieograniczenie. 
Jaka jest granica sammy powierzchni wszystkich tych trójkątów ? 

Ta granica równa się cztéry razy powierzchni trójkąta danego. 
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TEORYA ELEMENTARNA LOGARYTMÓW. 


DEFINICYE LOGARYTMÓW. 


396. DEriNIcYA. Jeżeli weźmiemy pod rozwagę dwa postępy, 
jeden ilorazowy, którego pićrwszym wyrazem jest jedność, drugi 
różnicowy zaczynający się od zera, to wyrazy drugiego nazywają 
się łogarytmami (z greckiego logos stosunek i arithmos liczba) wyra- 
zów zajmujących toż samo miejsce w pićrwszym. 

I tak, niech będą dwa postępy : 


tj | r ULĘNNYO LĄ 0r:2082;. ESA O T 4003 0518 


0 45 26. ROLE O SM SZ 1:33 ANa iaai « PR. esiis 


mr jest logarytmem q”, 


UwaGa. Logarytm liczby uważanćj osobno jest całkiem dowol- 
nym. Gdyby chciano wiedzieć jaki jest logarytm 3%, to pytanie nie 
miałoby żadnego znaczenia, dopókiby nie zgodzono się na wybór 
postępów, określających układ logarytmów o którym jest mowa. 

We wszystkich układach, logarytmem 1 jest 0. 


397. ROZCIĄGNIENIE OKREŚLENIA. Według definicyi poprzedzającćj, 
kiedy się wybierze dwa postępy określające układ logarytmów, 
zdaje się że liczby, nie wchodzące w skład postępu ilorazowego, 
nie mają logarytmów; zobaczymy w jaki sposób, rozciągając to 
określenie, zostaje się przywiedzionym do uważania każdćj liczby 
większćj od jedności jako mającój swój logarytm. 

Wyobraźmy sobie że się wstawia między dwoma wyrazami każ- 
dego z postępów [1] tęż samą liczbę średnich; otrzymamy (373, 384) 
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dwa nowe postępy, zaczynające się jeden od 1, drugi od 0, i w któ- 
rych wyrazy odpowiednie postępów pierwotnych odpowiedzą sobie 
jeszcze. Powićmy więc że wyrazy świeżo wprowadzone, do postępu 
różnicowego, są logarytmami wyrazów zajmujących toż samo 
miejsce, wprowadzonych do postępu ilorazowego. Ñ 


398. TWIERDZENIE. Aby to rozciągnienie określenia dało się przy- 
puścić, potrzeba dowieść że, jeżeli, wstawiając różne liczby śred- 
nich, otrzymamy tęż samą liczbę, dwoma sposobami różnņémi, w po- 
stępie ilorazowym, znajdziemy dla nićj, dwoma sposobami, tenże 
sam logarytm. 

Przypuśćmy naprzód że wstawia się (p —1) średnich między 
wyrazy po sobie następującemi postępów [1], stosunkiem postępu 
ilorazowego będzie (383) y q; a stosunkiem postępu różnicowego 


będzie (374) 2. 
(371) F 
Tym sposobem wyraz, zajmujący miejsce (k-44), w pićrwszym, 
będzie (7 q)* ; a wyraz odpowiedni, w drugim, będzie T, 


Przypuśćmy teraz że się wstawia, między wyrazy po sobie nastę- 
pujące postępów [1], inną liczbę (p'— 1) średnich, wyraz, zaj- 
mujący miejsce (k' -H 4), w pierwszym, będzie ({/9)", a wyraz 


odpowiedni, w drugim, będzie k' > ; 
Chcemy dowieść że, jeżeli mamy : 
[2] (va) =(V9)': 


będziemy mieli także : 


kę =, 
albo k = A 
p p 


Jeżeli, w rzeczy samćj, podniesiemy obie strony równości [2] do 
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potęgi py/, otrzymamy : 


Wa)" = (Ya), 


albo q” =qP; 

f 

a ta ostatnia równość pociąga za sobą oczywiście : 
kp! = kp, 

albo EIS, 
p p 


Więc, jeżeli można wprowadzić tęż sama liczbę, dwoma sposobami 
różnemi, w postęp ilorazowy, znajdzie się też dla nićj, dwoma sposo- 
bami, tenże sam logarytm. 


399. TWIERDZENIE. Jeżeli otrzymujemy logarytmy wstawiając 
pewna liczbę średnich między wyrazy po sobie następujące dwóch 
postępów, a potóm inne logarytmy wstawiając inna liczbę średnich, 
to te różne logarytmy mogą być uważane jako wchodzące w skład jedy- 
nego i tegoż samego układu. 


Aby to dowieść, uważmy że, jeżeli, między wyrazami po sobie 
następujacemi postępu ilorazowego, wstawi się naprzód (p — 1) 
średnich, potém (p' — 1) średnich, wszystkie wyrazy otrzymane, 
w jednym i drugim przypadku, wchodza w skład jedynego i tegoż 
samego postępu, który otrzymałoby się wstawiając (pp' — 1) śred- 
nich. W rzeczy samćj, jeżeli się wstawi (pp' — 1) średnich między 
dwa wyrazy po sobie następujące a i b, jakiegokolwiek postępu 
ilorazowego, wyraz b będzie zajmował, po tém wstawieniu 
(pp' + 1)'* miejsce. Gdy więc, w postępie tak utworzonym liczy 
się wyrazy co p/, poczynając od drugiego, to jest (p' + 1)y, 
(2p' + 1)v, (Żp'-+1)9....., b znajdzie się wyrazem pym tego 
ciągu. Otóż, ponieważ q jest stosunkiem postępu nowego, wy- 
razy tym sposobem oznaczone sa odpowiednio równómi agr, 


aq*, .aq*F...... ; te wyrazy są więc w postępie; i można uważać 
je jako tworzące (p — 1) średnich między a i b. Podobnież, 
r —31 
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jeżeli się liczy wyrazy co p, poczynając od drugiego, b znajdzie 
się wyrazem p'%m tego drugiego ciągu; i te wyrazy będą mogły 
być uważane jako tworzące (p' — 1) średnich między a i b. 

Podobna uwaga stosuje się do postępu różnicowego : widzimy 
więc że dwa układy otrzymane przez wstawienie oddzielne (p — 1) 
średnich i (p' — 1) średnich, są zamknięte w układzie jedynym, ? 
który odpowiada dla (pp' — 1) średnich. 

Na przykład, jeżeli a i b oznaczają dwa wyrazy po sobie nastę- 
pujące jakiekolwiek postępu ilorazowego albo różnicowego, i gdy 
się wstawi między a i $, naprzód trzy średnie, potem pięć śre- 
dnich, w sposób taki aby tworzyły postępy : 


A, Ay, A>, Az, b, 
a, B,, Ba, B;, By, B;, b, 


jeżeli się wstawi późnićj (4 X 6—1) albo 23 średnich, utworzy 
się postęp nowy, w którym A;, As, Az zajmą miejsca 7, 13, 49, 
a B;, Ba, Bs, By, B;, miejsca 5, 9, 13, 17, 21. 

400. TWIERDZENIE. Można wstawić, między wyrazy następujące 
po sobie postępu ilorazowego, dostatecznie wielka liczbę średnich, ażeby 
dwa wyrazy po sobie następujące jakiekolwiek postępu nowego różniły 
się tak mało jak tylko się podoba. 

W rzeczy samćj, jeżeli g oznacza stosunek postępu danego, 
i gdy się wstawi (m — 1) średnich między dwa każde po sobie 
następujące wyrazy, to stosunkiem postępu nowego będzie v4 : 
przeto dwa wyrazy po sobie następujące tego postępu będą 
VD i (Vott, a ich różnica będzie : 


ma — (64) 
albo a'a — 1). 


Otóż, gdy m wzrasta nieograniczenie, (p g — 1) dąży do zera. 
Gdyż, dla sprawdzenia że mamy, dla wszelkićj wartości dostatecznie 
wielkićj na m, : 


Va = <i, 
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jakkolwiek małem jest e, dosyć jest dowieść że mamy, w tychże 
samych okolicznościach : 


Pg <1 +o 
albo q < (1 Ls)"; 


a ta ostatnia nierówność jest oczywistą, ponieważ wiemy (381), że 
potęgi liczby większćj od 4 rosną, bez granic, z ich wykładnikiem. 


Tak więc czynnik (7 4 — 1) dąży do zera; przeto |/q dąży do 
jedności; toż samo się dzieje z (7q), ponieważ k jest stałem. 
Wynika ztąd, że wieloczyn (jq)' (7/9 — 1) może stać się tak 
małym jak się tylko podoba, byleby położono za m wartość dosta- 
tecznie wielka, Co było do dowodzenia. 

404. UwaGa. Wynika z twierdzenia (400), 'że liczby, których 
logarytmy są określone w numerach poprzedzających, rosną sto- 
pniami i są tak zbliżone do siebie jak się tylko podoba. Jeżeliby 
ograniczono się wszelako na tém określeniu, byłaby nieskończona 
ilość liczb które musiałyby być uważane jako nie mające logarytmów. 
Wiemy, na przykład (386), że, jakakolwiek jest liczba średnich 
wstawionych między wyrazy postępu ilorazowego, 


51:10: 100; 1000 ...., 


żaden z tych wyrazów średnich nie jest wymiernym. Wszystkie 
liczby wymierne mogą, przeciwnie, wprowadzić się, jako średnie, 
w postęp różnicowy, 


24 12. 8465503: 


A zatóm, w układzie logarytmów określających te dwa postępy, 
liczby wymierne, które nie są całkowitómi, sa wszystkie logarytmami 
liczb niewymiernych ; a liczby wymierne, które nie sa potęgami z 10, 
Jako nie mogące wchodzić w skład postępu ilorazowego, powinny być 
uważane jako nie majace logarytmów. 


402. DEFINICYA LOGARYTMÓW LICZB KTÓRE NIE MOGĄ WCHODZIĆ 


W SKŁAD POSTĘPU ILORAZOWEGO, Kiedy liczba nie może być wprowa- 
34 
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dzoną do postępu ilorazowego, jej logarytm, który nie może być 
wymiernym (401), określa się sposobem następującym : 

Logarytm liczby N, która nie może wchodzić w skład postępu ilo- 
razowego, jest większy jak liczby wymierne które sa logarytmami 
liczb niższych od N, a mniejszy jak liczby wymierne które sa loga- 
rytmami liczb wyższych od N. 

Na przykład, w układzie określonym przez postępy nru 404, 
liczba 37 nie wchodzi w skład postępu ilorazowego. Dla określenia 
jej logarytmu, wyobraźmy sobie że się wstawia między 10 i 100 
liczbę znakomitą średnich ilorazowych, i pomiędzy 1 i 2 tęż sama 
liczbę średnich różnicowych ; otrzymamy, w postępie ilorazowym, 
dwa wyrazy po sobie następujące zawierające między sobą liczbę 37, 
i których logarytmy wymierne, bardzo mało różniące się jeden 
od drugiego, będa zawierały między sobą, logarytm 37. Wartość 
tego logarytmu będzie, wreszcie, doskonale oznaczoną : gdyż ta 
wartość jest granicą spólną, do którćj będą dążyły logarytmy dwóch 
liczb zawierających między sobą 37, kiedy liczba średnich wsta- 
wionych będzie wzrastać nieograniczenie. 


403. TWIERDZENIE. Wynika, z tego wszystkiego co poprzedza, 
że każda liczba, większa od 1, ma swój logarytm. 


UOGÓLNIENIA DOTYCZĄCE LICZB NIEWYMIERNYCH. 


L04. DEFINIGYA OGÓLNA LICZB NIEWYMIERNYCH. Określimy '(402) że 
logarytmami liczby, są liczby wymierne większe, jako i liczby wy- 
mierne mniejsze, a o ile możności najmnićj różniące się od wartości 
istotnego logarytmu. W tóm wszystkiem co poprzedza, rozumiemy 
oczywiście przez istotny logarytm liczby danćj granicę do którćj 
dąży logarytm tejże liczby. Ten sposób jest sposobem zwyczajnym 
określenia dla liczb niewymiernych. Niektóre objaśnienia nad tym 
przedmiotem będą pożyteczne. 


Istnieją wielkości nie mające spólnćj miary. Wićmy, na przyklad, 
że przekątna kwadratu nie ma spólnćj miary z jego bokiem; toż 
samo rozumieć się powinno o przekątnćj sześcianu i jego krawędzi. 
W tym przypadku, stosunek dwóch wielkości nie może być przed- 
stawionym przez żadną liczbę, całkowitą albo ułamkowa : mówi 
się że ten stosunek jest niewymiernym. 
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Dla określenia liczby niewymiernćj, można tyłko wskazać w jaki 
sposób wielkość, którą/ta liczba wyraża może się tworzyć za pomocą 
jedności. Przypuśćmy, naprzykład, że żądamy określić 2, będący 
liczbą niewymierną przedstawiającą wielkość należycie oznaczoną, to 
jest długość przekątnaćj kwadratu wystawionego na bokurównym je- 
dności ? Powiemy wtedy że liczba jest większą:albo mniejszą od y3, 
stosownie jak jéj kwadrat jest większym lub mniejszym od 2. T, to 
przypuściwszy, po przyjęciu pewnej jedności długości, uważać 
będziemy wszystkie liczby jako wyrażające długości odniesione do 
tejże samej linii prostćj, w tymże samym kierunku, poczynając od 
tegoż samego początku. Część tćj linii przyjmie końce długości 
mierzone przez liczby mniejsze od Y2: a druga część przyjmie 
końce długości mierzone przez liczby większe od y2. Pomiędzy 
temi dwiema stronami, nie będzie mógł istnieć żaden przedział 
rozciągłości skończonćj; gdyż liczby jednćj seryi różnią się, tak 
mało jak się tylko podoba, od liczb drugićj. Nie pozostanie więc 
między nićmi jak tylko punkt odgraniczenia; a odległość, w jakićj 
ten punkt znajduje się od początku, jest, przez określenie, zmie- 
rzoną przez ył. 


Ograniczyliśmy się na określeniu wielkości którćj V2 jest miarą. 
l, w rzeczy samćj, zdaje się niepodobnóm określenie wprost liczby 
oderwanćj. Jeżeli zastanowimy się nad określeniami danemi, nawet 
w przypadkach prostych liczb całkowitych i ułamkowych, zobaczymy 
że te określenia są tylko wskazaniem działania, za pomocą którego 
wielkość, którćj liczby są miarą, pochodzi z jedności. 

405. DODAWANIE I ODCIĄGANIE. Dodać lub odciągnąć liczby nie- 
wymierne, jest to znaleźć liczbę wyrażająca summę lub różnicę 
wielkości które mierzą liczby dane. 


406. Mnożenie. Jeżeli mnożnik jest wymiernym, nie ma żadaćj 
zmiany do zrobienia w określeniu. Tak więc, mnożyć Y2 przez 7, 
jest to znaleźć liczbę wyrażającą wielkość 7 razy większą od wiel- 


kości którą wyraża y2. Mnożyć Y2 przez > jest to znaleźć 
liczbę wyrażającą wielkość równą h téj wielkości którą mierzy y2. 


Lecz jeżeli mianownik jest niewymiernym, potrzeba nowego okre 
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ślenia. Nazwiemy wieloczynem liczby A przez liczbę niewymierną B, 
liczbę mniejszą jak wieloczyn z A przez liczbę wymierną jakąkol- 
wiek wyższą od B, a większą jak wieloczyn z A przez liczbę wy- 
mierą jakakolwiek mniejszą od B. 


407. DzieLENre. Dzielić liczbę A przez liczbę B, jestto znaleźć 
trzecią liczbę która,” pomnożona przez dzielnik, powinna wydać 
dzielną A. To określenie stosuje się, do jakichkolwiek bądź 
liczb A i B, wymiernych lub niewymiernych. 


408. PIERWIASTKI. Pierwiastek my liczby niewymiernćj jest 
liczba która, wzięta m razy jako czynnik, tworzy wieloczyn równy 
liczbie danćj. 

Widzimy że jedyne działanie, wymagające rzeczywiście definicyi 
nowćj, jest działanie mnożenia; wszystkie inne wiążą się z nićm 
ściśle. 

409. TWIERDZENIE. Można zawsze znaleść dwie liczby wymierne, 
mające różnicę tak mała jak sie tylka podoba, i zawierające między 
sobą liczbę niewymierna daną. 

W rzeczy samćj, niech będzie n, liczba całkowita jakakolwiek; 
jeśli weźmiemy pod uwagę ciąg : 


widzimy że jego wyrazy wzrastają bez granicy ; a ponieważ te wy- 
razy zaczynają się od zera, liczba dana, jakakolwiekbadź, jest ko- 
niecznie zawarią między dwoma z pomiędzy nich, A i int 

I można wziąć n dostatecznie wielkiém aby ich różnica, którą jest 


R, była tak małą jak się tylko podoba. 


110, ROZCIAGNIENIE TWIERZDEŃ DOWIEDZIONYCH DLA LICZB WYMIER- 
NYCH, DO PRZYPADKU LICZB NIEWYMIERNYCH. Twierdzenie poprzedza- 
jące dozwoli oczywiście rozciągnąć do liczb niewymiernych twier- 
dzenia następujące, które już zostały dowiedzione dla liczb 
wymiernych. 
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4° Porządek czynników w mnożeniu jest dowolny ; lub inaczéj 
wieloczyn ilukolwiek czynników nie zmienia swćj wartości gdy się 
przemienia porządek tych czynników. 

2 Aby pomnożyć dana liczbę przez wieloczyn wielu czynników, 
mnoży sie ja kolejno przez te różne czynniki. 

30 Aby pomnożyć wieloczyn kilku czynników przez daną liczbę, 
dosyć pomnożyć jeden z czynników przez tę liczbę. 

h° Aby pomnożyć wieloczyn dany przez drugi, dosyć utworzyć 
wieloczyn jedyny z czynników mnożnćj i mnożnika. 


5° Wieloczyn potęg jednój liczby jest potęga téj liczby, i ma za 
wykładnik summe wykładników. 


WŁASNOŚCI LOGARYTMÓW. 


411. TWIERDZENIE I. Łogarytm wieloczynu dwóch czynników jest 
równy summie logarytmów jego czynników. 


Niech będą dwa postępy : 


U AA AL ST ZADNA ATTS ETT 


z. WAP AE sss MR Sowia POS ri 


okręślające układ jakikolwiek logarytmów. Wyrazy pierwszego są 
potęgami po sobie następującemi stosunku 4; wyrazy drugiego 
są mnożnikami po sobie idacemi stosunku r. 

Jeżeli się rozmnoży jeden przez drugi, dwa wyrazy postępu ilora- 
zowego, q” i g", otrzyma się wieloczyn q"** który, oczywiście, 
jest (m-En--1)ym wyrazem tegoż samego postępu; jeżeli się 
doda logarytmy wyrazów q” i q", które są mr i nr, otrzyma się 
summę (m -|-n)r, która jest oczywiście (m -- n +- 1)5m wyrazem 
postępu różnicowego, a, przeto, logarytmem q”**; twierdzenie 
jest więc dowiedzionćm. 


412. UoGóLNIENIE. Dowodzenie poprzedzające przypuszcza że 
liczby uważane wchodzą w skład tegoż samego postepu ilorazowego. 
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Jest ono błędnóm dla logarytmów niewymieruych określonych 
w ne 402. 

Aby dowieść że, w tym przypadku, twierdzenie jest jeszcze do- 
kładnóm, uważajmy że, jeżeli się weźmie dwie liczby jakiekolwiek 
Ni N', można zawsze wstawić w postępy dostateczną ilość śre- 
dnich, aby wyrazy wzrastały stopniami bardzo małemi, i że, zatćm, 
znajdzie się dwa wyrazy N, i N,, różniące się, tak mało jak się 
tylko podoba, od N i od N’. Otóż mamy (411) : 


log (N, x N,) = log N, +- logN;. 


Pierwszy członek różni się, tak mało jak się tylko podoba, 
od log(N Xx N’). a drugi, tak mało jak się tylko podoba, od 
logN--logN"; jest więc niepodobna, żeby log(N x N’) i logN -- logN' 
mogły mieć różnicę oznaczoną jakąkolwiek: zatém, te dwie ilości 
są sobie równemi. Co było do dowodzenia. 


413. ROZCIĄGNIENIE DO PRZYPADKU WIĘCEJ JAK DWÓCH CZYNNIKÓW. 
Twierdzenie poprzedzające rozciąga się do liczby ilukolwiek czynników. 
Niech będzie, na przykład. wieloczyn czterech czynników abcd, 
mamy oczywiście : 


[1] log (abcd) = log (abe X d) = log (abc) + log d 
= log (ab) + log c -+ logd = loga + log b + log c -+ log d. 


2° Możnaby to jeszcze w ten sposób wyprowadzić : 


Niech będą, na przykład, cztery czynniki a, b, c, d, z których 
każdy jest większym jak jedność ; otrzymamy kolejno : 


log (abcd) = log a + log (bcd), 
log (bed) = logb + log|cd), 
log (cd) = log c + log d. 


Dodając stronami, i znosząc wyrazy log(bcd) i log(cd) spólne 
obu stronom, znajduje się : 


log (abcd) = loga —- log b -|- log c + log d. 
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Mia. TWIERDZENIE I Logarytm potęgi całkowitćj i dodatnéj 
pewnej liczby jest wieloczynem logarytmu téj liczby przez wyktadnik 
potęgi. 


To twierdzenie jest następstwem poprzedzającego. Niech będzie, 
w rzeczy samćj, af potęga wzięta pod uwagę ; mamy: 
loga: = log (a X a X 4 X 4) 
= loga + loga -+ loga + loga = 4log a. 
Dowodzenie stosuje się oczywiście, do jakiegokolwiekbądź wy- 
kładnika całkowitego i dodatnego. 
Tak więc, [2] log a" = m loga. 


445. TWIERDZENIE I. Zogarytm ilorazu jest równy przewyżce 
logarytmu dzielnćj nad logarytmem dzielnika. 


Niech będzie iloraz A , który oznaczymy przez 4; mamy : 


a=bXq; 


więc : log a = logb + logg ; 


zkąd : log g= loga — log b, albo log 7 = loga — logó [3]. 


UwaGa. Przypuszcza się w twierdzeniu poprzedzającóm, że 
iloraz 3 jest większym jak 4; gdyż tylko logarytmy liczb wię- 
kszych jak 4 były określone. 


h46. TWIERDZENIE IV. Logarytm pierwiastku z pewnéj liczby jest 
równy logarytmowi téj liczby, podzielonemu przez wskazówkę pier- 
wiastku. 


Niech będzie pierwiastek | a, który oznaczymy przez r; mamy, 
z określenia ; 


(l =Tm;, 
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zkąd wypływa (414) : 
loga = mlog r; 


a zatćm, 


log a 
log r = — 


, albo logy/a == [4]. 


447. Uwaga. Cztery twierdzenia poprzedzające pokazują, że mno- 
żenie wielu czynników może być zastąpionćm przez dodawanie ich 
logarytmów ; dzielenie, przez odciaganie dwóch logarytmów ; podno- 
szenie do potęgi, przez mnożenie logarytmu liczby przez wykładnik ; 
i nakoniec, wyciąganie pierwiastku, przez dzielenie logarytmu liczby 
przez wskazówkę pierwiastku. 


Lecz potrzeba, dla skorzystania z tych uproszczeń, mieć tablicę 


logarytmów, i umieć w nićj znaleźć logarytm liczby danćj, i liczbę 
odpowiednią logarytmowi danemu. 


UKŁAD I ROZPORZĄDZENIE TABLIC LOGARYTMOWYCH. 


418. LOGARYTMY POSPOLITE. W rachunkach liczebnych, używa 
się wyłącznie układu logarytmów określonego przez dwa postępy : 


::1:40:100: 4000 : 10000 : 100000 :..... 
20 040.220 ED 4yWIE 5 


W tym układzie, jakakolwiek patęga z 10 ma za logarytm jéj 
wykładnik. Gdyż, logarytm z 10 będąc 1, mamy : 


log 10” = mlog10 = m. 


Logarytmy wszystkich innych liczb, całkowitych lub ułamkowych, 
sa niewymierne (101). 


419. CecHa. Zowie się cecha albo charakterystyka logarytmu 
liczby, część całkowita tego logarytmu. Liczby zawarte między 
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4 i 10, to jest mające część całkowitą złożoną z jednćj cyfry, mają 
za logarytmy liczby zawarte między 0 i 1; cechą ich jest zero. 
Liczby zawarte między 10 i 100, to jest mające część całkowitą 
złożoną z dwóch cyfer, mają logarytmy zawarte między 1i2 ; ich 
cechą jest 1. Ogólnie, liczby zawarte między 10*-! i 10” mają część 
całkowitą złożoną z n cyfer; a ich logarytmy, będąc zawarte mię- 
dzy (n — 1) i n jednościami, mają zą cechę (n — 1) jedności. 


Więc cecha logarytmu liczby zawiera w sobie tyle jedności ile jest 
cyfer w części całkowitćj liczby, mnićj jedną. 


120. TWIERDZENIE. Kiedy się mnoży albo się dzieli liczbę, przez 
pewną potęgę z 10, część dziesiętna jej logarytmu nie zmienia się ; lecz 
cecha jéj jest powiększoną lub zmniejszona o tyle jedności ile ich się 
znajduje w wykładniku potęgi. 


W rzeczy samćj, mamy (411 i 414) : 
log(a X 107) = loga + log 10» = loga + n; 
twierdzenie zaś (415) daje : 


log ryz F loga — log 10% = loga — n. 


421. UKŁAD TABLIC. Rachuje się i wpisuje w tablice tylko loga- 
rytmy liczb całkowitych. Ponieważ wszystkie te logarytmy są nie- 
wymiernćmi (401), nie można obliczyć ich jak tylko z pewnóćm 
przybliżeniem; poprzestaniemy, ogólnie, na dokładnem otrzymaniu 
siedmiu lub ośmiu pierwszych cyfer dziesiętnych. 


Definicya, która daliśmy (402), prowadzi do wartości przybliżonćj 
logarytmu pewnćj liczby. Gdyż, jeżeli się wstawi w postępy liczbę 
znakomitą średnich, znajdą się tam dwa wyrazy po sobie następu- 
jace postępu ilorazowego, zawierające między sobą liczbę daną, 
iw których logarytmy będą wartościami przybliżonćmi jéj loga- 
rytmu. . 

Lecz ten sposób byłby nadzwyczajnie długim i bardzo mozolnym; 

i pokażemy, na przykładzie, ile wymagałby on działań do wykona- 


` 
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nia. Podamy, wreszcie, w trzecim tomie naszéj algebry, sposoby 
daleko prędsze, do obrachowania logarytmów. 

PRZYKŁAD. Chcemy obrachować logarytm 1855. 

Ponieważ liczba 1855 jest zawartą między 1000 i 10000, jej 
logarytm jest zawartym między 3 i 4. Jeżeli się wstawi jedną średnia 
między 1000 i 10000 w postępie ilorazowym, i jedną średnia mię- 
dzy 3 i 4 w postępie różnicowym, znajdziemy 


a =y1000 x 1v000 = 3162,27766 
dla wartości pierwszćj, 3,5 zaś dla wartości drugićj. Tak więc : 
3,5 = loga = log3162,27766. 
Ponieważ wyrażenie liczebne 1855 jest zawartóm między 1000 
i a, jego logarytm jest zawarty między 3 i 3,5. Jeżeli się wstawi 
jedną średnią między 1000 i a w postępie ilorazowym, i jedną 


średnią między 3 i 3,5 w postępie różnicowym, znajdzie się, dla 
pierwszćj, 


b = q1000a = 1778,2794, 


a dla drugićj, £ t35 albo 3,25, 


Tak więc : 3,25 = log b = log 1778,2794. 
Ponieważ liczba 1855 jest zawartą między a i b, jéj logarytm jest 
zawartym między 3,25 i 3,5. Jeżeli się wstawi dwie nowe średnie, 
znajdzie się, oznaczając pióćrwszą przez c: 


3,375 = log Vab = log2371,3737 = log c. 


Podobnie, gdy liczba 1855 jest zawartą między b i c, jćj lo- 
garytm jest zawartym między 3,25 i 3,375. Nowe działanie daje : 


3,3125 = log Vbc = log 2053,5250 = log d. 


, ' 
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Prowadząc dalej tym sposobem rachunki, tworzy się tablica na- 
stępująca : 


3,5 = loga = log 3162,27776 
3,25 = log V1000a = log b = log1778,2794 
3,375 = logyab = logc = log 2371,3737 
3,3125 = logybe = log d = log 2053,5250 
3,28125 = logybd = loge = log1910,95294 

- 3,265625 = logybe = log f = log1843,42296 
3,2734375 = logyef = logg = log1876,8843 
3,26953125 = log Vfg = logh = log1860,0784 
3,26757812 = logyfh = logi = log1851,7321 
3,26855469 = logyhi = logk = log1855,9005 
3,26806641 = log yik = log l = log1853,8151 
3,26834055 = log yk? = logm= log1854,8575 
3,26843262 = log ykm = logn = log1855,3789 


Porównywając, z jednéj strony n i m, a z drugiéj k i m, 
mamy : 


n = 1855,3789 k = 1855,9005 
m = 1854,8575 m = 1854,8575 
zkąd n — m= 0,5214, k— m = 1,0430; 


otóż widzimy że (n — m) jest prawie połową (k — m), 
Porównywając, obok tego, z jednćj strony, logn i log m, 
z drugićj, logk i logm, mamy: 
logn = 3,26843262 log k =3,26855469 
log m = 3,26831055 logm = 3,26831055 
zkąd: logn — logm = 0,00012207, logk—log m =0,00024414 ; 
otóż widzimy że (log n — log m) jest połową (log k — log m). Tak 
więc różnice między liczbami są między sobą jak różniee między 
ich logarytmami. Jeżeli się przyjmie że, dla liczb tak do siebie 
zbliżonych, ta proporcya jest dokładną, wyciągnie się ztąd bez- 
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pośrednio logarytm 1854. Możemy powiedzieć, w rzeczy samćj : 
jeżeli dla różnicy między n i m, równej 0,5214, znajduje się, 
między ich logarytmami, różnicę równa 12207 jedności ósmego 
porządku, jaka będzie, dla różnicy 0,1425 między 1855 i 1854, 8575, 
różnica z logarytmów ? tym sposobem postępujac otrzymamy : 

= "RZ20TZCAKADI = 


a | (zaw 3336 jedności 82° porządku. 


Dodając przeto tę liczbę do logarytmu m, znajdziemy : 
log 1855 = 3,268343941. 


422. ROZPORZĄDZENIE TABLIC LOGARYTMOWYCH CALLETA. Pićrwsza 
tablica jest zupełnie prostą ; zamyka ona w sobie liczby całkowite 
od 1 aż do 1200, urządzone, podług ich porządku, w kilka kolumn, 
na wierzchu których widzimy literę N, początkową wyrazu fran- 
cuzkiego nombre oznaczającego liczbe; obok i po prawćj stronie tych 
kolumn, spostrzega się inne z napisem na wierzchu Zog., litery 
początkowe wyrazu logarytm ; tak że każda kolumna liczb ma bez- 
pośrednio po sobie kolumnę swych logarytmów, i że każdy logarytm 
jest położony, po prawćj stronie i w linii prostćj liczby odpowiada- 
jacój temu logarytmowi. Opuszczoną została cecha logarytmów, 
gdyż rozpoznać ją łatwo przez samo obejrzenie liczby (419). Każdy 
logarytm jest danym z ośmioma cyframi dziesiętnemi. 

Ta tablica jest nazwaną Chiłiade I, gdyż w rzeczy samćj zamyka 
ona w sobie logarytmy pićrwszego tysiąca. (Chiliade jest wyraz 
grecki przerobiony na francuzki który oznacza zbiór tysiąca 
jedności.) 

Tablice następujące są trochę więcćj złożone : rozciągają się 
one od 1020 aż do 108000. Pićrwsza kolumna, którą się tam spo- 
strzega po lewéj stronie, nosząca napis N, zawićra liczby całko- 
‘wite od 1200 aż do 10800. Kolumna następująca, oznaczona 0, 
przedstawia części dziesiętne logarytmów odpowiadających tym 
liczbom; tak że połączenie tych dwóch kolumn tworzy ciąg tablicy 
piórwszćj, i daje natychmiast logarytmy liczb od 1200 aż do 10800. 
Każdy z tych logarytmów ma tylko siedm pićrwszych cyfer dzie- 
siętnych. 
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Jeżeli zwrócimy uwagę na kolumnę mająca za nagłówek N, 
lo spostrzeżemy że liczby, składające ją, nie są wszystkie napisane 
w całości; dwie ostatnie cyfry po prawćj stronie każdćj z nich są 
same położone na swćm miejscu; co do innych, widzimy je na 
pięć razy raz tylko jeden wskazane. Lecz łatwo w czytaniu wrócić 
je do należytego stanu. 

Jeżeli zwrócimy uwagę na kolumnę oznaczoną 0, widzimy, po 
lewćj stronie tćj kolumny, pewne liczby oddzielone, ze trzech skła- 
dające się cyfer, które postępują zawsze powiększając się o jedność, 
i które nie sa w odległościach zupełnie równych, jedne od drugich. 
Po prawćj stronie tejże saméj kolumny, są liczby, z czterech cyfer 
każda, nie zostawiające przedziału między sobą; tak że możnaby 
było mniemać, że pewne logarytmy mają tylko cztéry cyfry, gdy 
tymczasem inne mają ich siedm. 

Lecz nie powinno to wcale nikogo mylić; każda bowiem liczba 
oddzielona może być uważana jako napisana pod nią samą, naprze- 

« ciwko każdćj z liczb cztćrocyfrowych znajdujących się w tćjże sa- 
mej kolumnie, i to tyle razy ile jest potrzebnćm aby każdy wiersz 
był zapełnionym : wtedy więc gdy się nie znajduje, naprzeciwko 
pewnćj liczby, jak tylko cztóry cyfry w kolumnie oznaczonej 0, 
potrzeba napisać, po lewćj stronie tych czterech cyfer, liczbę oddzie- 
loną z trzech cyfer, najbliższą na którą się natrafia podnosząc wzrok 
do góry. 

Kiedy dwie liczby są dziesięć razy większe jedna od drugićj, 
ich logarytmy mają za różnicę logarytm 10 który jest 4, a tém 
samém, ich część dziesiętna jest tąż samą (420). Tym sposobem 
połączenie dwóch pićrwszych kolumn, o których niedawno mówi- 
liśmy, daje także, co dziesięć, logarytmy liczb zawartych między 
10200 i 108000. Dla znalezienia logarytmów liczb pośrednich, 
potrzeba uciec się do kolumn oznaczonych 1, 2, 3, 4,i t. d. Te 
kolumny zamykają w sobie cztéry ostatnie dziesiętne logarytmów 
liczb, zakończonych przez cyfry które są na czele tych kolumn. Tym 
sposobem kolumna oznączona © zamyka w sobie cztóry ostatnie 
cyfry logarytmów liczb, zawartych między 10200 i 108000, które 
są zakończone przez zero, i opróeż tego liczby oddzielone o których 
już mówiliśmy, a które powinny być także uważane jako położone 
po lewćj stronie cyfer które zamykają inne kolumny. Kolumna 
oznaczona 1 zamyka w sobie cztćry ostatnie cyfry logarytmów 
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wszystkich liczb zakończonych przez 1; kolumna oznaczona 2, 
zamyka cztćry ostatnie cyfry logarytmów wszystkich liczb zakoń- 
czonych przez 2; kolumna oznaczona 3, zamyka cztóry ostatnie 
cyfry logarytmów wszystkich liczb zakończonych przez 3; i tak 
dalćj aż do 9. Mamy, w ten sposób, tablicę w dwóch rzędach, 
w którćj bada się naprzód pićrwszą kolumnę, oznaczoną N ;a, kiedy 
się wynajdzie cztóry pierwsze cyfry, liczby którćj chcemy otrzymać 
logarytm, śledzi się wzrokiem wiersz w którym te cyfry się znajdują, 
aż się przybędzie nakoniec do kolumny na czele którćj znajduje się 
piata cyfra liczby danćj; wtedy mamy przed oczyma cztćry ostatnie 
cyfry dziesiętne logarytmu szukanego. Go się tyczy trzech pierwszych 
cyfr, to są one wyrażone przez liczbę oddzielona, w drugićj ko- 
lumnie, a mianowicie w najbliższćj na którą natrafiamy podnosząc 
wzrok do góry. 


Ostatnia kolumna zawićra różnice logarytmów dwóch liczb po so- 
bie następujących o pięciu cyfrach i części tych różnic, to jest wielo- 
czyny tychże samych różnic pomnożone przez Ea ke > T Aad., 


aż do — . Każda z tych małych tablic znajduje się położoną bez- 


9 
10 
pośrednio pod różnicą którćj ta tabliczka wskazuje części. Dzieli się 
ona na dwie kolumny przez linią pionową : na lewo są liczby 
dziesiętne od 1 aż do 9; na prawo i naprzeciwko, są części odpo- 
wiadające. Zobaczymy nieco dalćj jaki jest użytek tych tablic. 


Lecz, na początku tablic, te różnice jako nadto liczne, a, tém samém 
znajdujące się bardzo blisko jedne drugich, niedozwoliłyby umie- 
szczenia w jednėj kolumnie małych tablic części proporcyonalnych 
w przestrzeni któraby się znajdowała między niemi. Dla tego to 
właśnie urządzono je naprzód w dwóch kolumnach : pierwsza z tych 
różnic zajmuje pierwszą kolumnę; dwie następne, nie wychodząc 
z linii poziomćj w której powinny być umieszczone, są odsunięte 
na prawo, i zajmują drugą kolumnę; dwie różnice po sobie nastę- 
pojące znajdują się w pierwszćj kolumnie, a dwie następne w dru- 
giéj : i tak dalćj, Na cztórech pierwszych stronicach, nie umie- 
szczono w tablicach części tych różnie jak tylko co dwie. 

Dla zrobienia tych wyłożeń jaśniejszemi, załączamy tu jedną 
ze stronic tablicy Callet'a. 
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Widzimy w tablıcy, na lewo kolumny N, dwie inne kolumny, 
które opuściliśmy, gdyż one nie mają żadnego związku z teorya 
logarytmów. 


UŻYCIE TABLIC LOGARYTMOWYCH. 


423. ZAGADNIENIE l. Majac daną liczbę jakakolwiek, znaleźć jéj 
logarytm, za pomocą tablic. 


Liczba dana może być całkowitą i mniejsza od 108000; albo téż, 
ta liczba może być dziesiętną, taką że jćj cyfry tworzą, bez względu 
na przecinek, liczbę mniejszą od 108000. Przywodzi się ten drugi 
przypadek do pierwszego ; uważając naprzód liczbę jak gdyby była 
całkowitą, a dając późnićj jćj logarytmowi cechę odpowiednią. 


4sy PRZYPADEK. Jeżeli liczba dana jest mniejszą od 1200, otrzyma 
się ją w pierwszym tysiącu, pomiędzy liczbami naturalnemi które 
są w kolumnach oznaczonych N. Liczba która się znajduje po jéj 
prawćj stronie, w tymże samym wierszu a w kolumnie następującćj, 
pod napisem Log., będzie częścią dziesiętną jéj logarytmu ; co się 
zaś tyczy cechy odpowiadającćj temu logarytmowi, ta jest zawsze 
równą 0, 1, 2 albo 3, stosownie do tego jak pierwsza cyfra znacząca 
liczby wyraża jedności proste, dziesiątki, sta lub tysiące, 


Qgi PRZYPADEK. Jeżeli liczba dana jest zawartą między 1200 
i 10800, będzie się ją szukało w tablicy która następuje po pierwszym 
tysiącu ; i znalazłszy ją w kolumnie pod napisem N, powinno się 
patrzeć w kolumnie następującćj oznaczonćj 0. Jeżeli tam ujrzymy 
siedm cyfer wręcz obok siebie postawionych w porządku liczby 
paturalnój, otrzymamy od razu część dziesiętną logarytmu szuka- 
. nego. Lecz, jeżeli tam się znajdzie tylko cztery cyfry, to dostarczą 
one cztery ostatnie cyfry tćjżć samćj części dziesiętnćj ; późnićj się 
zauważy że się ciągnie po ich lewéj stronie, margines albo prze- 
strzeń próżna; będziemy więc postępowali po tym marginesie 
podnoszącym się stopniami do góry ; i pierwsza liczba z trzech cyfer 
złożona na która tam natrafimy, będzie natenczas wyrażała trzy 
pierwsze cyfry części dziesiętnćj logarytmu szukanego. Napisawszy 
więc tę liczbę po lewćj stronie cztćrech cyfer które już uprzednio 
otrzymaliśmy, będziemy mieli liczbę z siedmiu cyfer złożoną jak 
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powyżéj : nakoniec dołączy się tu jeszcze cecha odpowiednia. Na 
przykład, obok 7680, znajduję 8853612 w tymże samym wierszu 
i w kolumnie oznaczonćj O; mam więc, od razu, część dziesięt- 
ną logarytmu szukanego; pozostaje mi tylko jeszcze dołączyć 
cechę 3. Gdyby liczba była 7,680, jćj cecha byłaby zero; mieli- 
byśmy za cechę 1, gdyby liczba była 76,80; 2, gdyby nią była 
768,0. Obok 7695, w kolumnie oznaczonćj O, znajduję tylko 2086; 
lecz trzymające się marginesu, pierwszą liczbą na którą natrafiam, 
podnosząc wzrok do góry jest 886; moim logarytmem jest więc 
3,8862086. Jeśliby liczba miała pięć cyfer, i gdyby była mniejszą 
od 10800, znalazłoby się podobnież jćj logarytm. 


3% PRZYPADEK. Jeżeli liczba jest zawartą między 10800 i 108000, 
mamy najzwyklćj pięć cyfer znaczących; odsunawszy, na chwilę, 
cyfrę ostatnią, będziemy szukali, jak powyżćj, liczby wyrażonej 
przez cztery pierwsze. W tym celu będzie się śledziło wzrokiem 
wiersz na którym tę się liczbę znalazło, przebiegając go od lewćj 
ku prawćj ręce, aż się przyjdzie do kolumny, na wierzchu którćj 
jest napisaną piąta cyfra którą odsunęliśmy. Cztery cyfry które są, 
zarazem, w wierszu czterech pierwszych cyfer liczby danćj, i w ko- 
lumnie odpowiadającćj cyfrze piątćj, będą wyrażały cztery ostatnie 
dziesiętne logarytmu tćj liczby, Co się tyczy trzech pierwszych, 
znajdzie się je, jak powyżćj, idąc w górę wzdłuż marginesu kolumny 
oznaczonćj 0. Niech będzie naprzykład, 772,37 liczba dana, którćj 
chcemy znaleźć logarytm; szukamy naprzód liczby 7723 w ko- 
lumnie N, posuwając się potem wzdłuż wiersza liczby świeżo 
znalezionćj nie widzimy nic wcale na marginesie kolumny 0; lecz 
trochę wyżćj, natrafiamy na trzy cyfry 887 najbliżćj, po nad 
wierzchem liczby danćj, w tymże marginesie położone ; przebiegamy 
dalćj, od lewćj ku prawćj ręce, wiersz liczby 7723, i zatrzymujemy 
się na kolumnie oznaczonćj 7, w którćj (naprzeciwko liczby 7723) 
znajdziemy cztery ostatnie cyfry dziesiętne 8254. Część dziesiętna 
logarytmu szukanego jest więc 0,5878254 ; a logarytmem szukanym 
jest 2,8878254. Jeśliby liczba dana była zawartą między 100000 
i 108000, znalazłoby się podobnież jćj logarytm. 


424. PRZYPADEK W KTÓRYM LICZBA DANA NIE ZNAJDUJE SIĘ W TA- 
Bticy. Wyłożenia szczegółowe, które poprzedzają, daja sposób 
znalezienia togarytmu liczby całkowitćj mniejszej od 108000, jakoteż 
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logarytmu liczby dziesiętnćj, którćj cyfry, nie zważając na przeci- 
nek, wyrażają liczbę niższą od tćj granicy. Dla otrzymania loga- 
rytmów liczb większych, uważa się, że dzieląc te liczby przez potęgę 
odpowiednią z 10, można będzie zawsze zmniejszyć je tak aby były 
zawarte w granicach tablicy, Otóż takie dzielenie zmniejsza logarytm 
o liczbę całkowitą jedności (420), i nie zmienia, tém samém, jego 
części dziesiętnćj. Zagadnienie sprowadza się więc do znalezienia 
logarytmu liczby która nie jest. całkowitą, i która jest niższą 
od 108000. 


Na dowodzenie tego, przyjmuje się że, w granicach mało oddalo- 
nych od siebie, wzrost logarytmów jest proporcyonalny do wzrostu 
liczb. 


Niech będzie, na przykład, liczba 76807,753 ; powiemy : 


logarytm 76807 jest 4,8854008 ; 
logarytm 76808 jest 4,8854065 ; 


ich różnica, wskazana w tablicy, jest 57 (jedności dziesiętnych 
siódmego porządku) ; a zatém, kiedy liczba powiększa się o jedność, 
jćj logarytm powiększa się o 57; jeżeli więc liczba powiększa się 
tylko o 0,753, jéj logarytm musi być powiększonym o ilość z, 
oznaczoną przez proporcyą 


1 a 57 ; 
0,753 z” 
zkąd : z=51 X 0,153. 


Tak więc, dla otrzymania x, mnoży się różnicę tablic przez część 
dziesiętną liczby danćj. 

W mnożeniu 57 przez 0,753, potrzeba wziąć tylko część całko- 
wita wieloczynu ; gdyż część dziesiętna wyrażałaby najwięcćj dzie- 
siate części -jedności siódmego porządku, to jest jedności ósmego 
porządku, które się zaniedbuje w wartości logarytmów. 

Aby pomnożyć 57 przez 0,753, będzie potrzeba mnożyć kolejno 
przez 7,5 i 3; te wieloczyny znajdują się całkiem obrachowane 
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w małćj tablicy umieszczonćj pod spodem 57, w ostatnićj kolumnie 
po prawćj stronie tablicy. Są one sprowadzone do cyfer które należy 
zachować, przypuszczając że mnożnik wyraża dziesiętne. Tym spo- 
sobem, naprzeciwko 7, położono 40, zamiast 39,9 który byłby wie- 
loczynem dokładnym ; naprzeciwko 5 położono 29 zamiast 28,5; 
naprzeciwko 3, położono 17 zamiast 17,1. W przypadku obecnym, 
w którym 5 wyraża setne, wieloczyn odpowiedni będzie 2,9, za 
który można będzie podstawić 3 : 3 wyraża tysięczne, a wieloczyn 
odpowiedni musi być podzielonym przez 100; ten wieloczyn będzie 
wyrażał wtedy 0,17 i powinien być opuszczony. 


Wartość na z będzie, według tego, 43; a zatóm, dla otrzymania 
logarytmu żądanego, należy dodać do logarytmu 76807, 43 jedności 
siódmego porządku ; co czyni 4,8854051. 


Jeżelibyśmy chcieli otrzymać logarytm 76807753, ten byłby 
oczywiście 7,8854054. W ogólności, byleby zachowano też same 
cyfry, w tymże samym porządku , na jakiemkolwiekbądź miejscu 
położy się przecinek, część dziesiętna logarytmu, która Niemcy zo- 
wią zwykle mantyssa, pozostaje tąż samą. 


UwaGA. Urządza się rachunki sposobem następującym : 


Liczba. Logarytm. 

16807... «+ .+.+.1: 8854003 

TORZE 40 
"ENESY GE 29 
CZENIE: k 10 23M xt 

Log 76807,753 — 4,8854051 


W dodawaniu, nie pisze się summ częściowych pochodzących 
z cyfer położonych po prawćj stronie linii pionowćj ; zachowa się 
tylko zatrzymania które te summy mogą dać dla siódmego po- 
rządku. 


425. ZAGADNIENIE Il. Mając dany logarytm, znaleźć, za pomoca 
tablic, liczbę odpowiadającą temu logarytmowi. 


PIERWSZY PRZYPADEK, Jeżeli logarytm, nie zważając na cechę, 
znajduje się pomiędzy logarytmami pierwszego tysiąca, otrzyma się 
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natychmiast liczbę mu odpowiadająca ; ta liczba będzie w kolumnie 
oznaczonćj N, poprzedzającćj bezpośrednio kolumnę która za- 
wiéra logarytm dany, i w wierszu tegoż logarytmu. Napisawszy ją, 
położy się przecinek, tak ażeby liczba miała jedna cyfrę całkowita 
więcćj niż cecha ma jedności (419). 


PRZYKŁADY : 2,17026172 = log 148; 


0.06781451 = log 1,169. 


DRUGI PRZYPADEK. Jeżeli logarytm nie znajduje się w piérwszéj 
tablicy to należy szukać trzech piérwszych dziesiętnych tego loga- 
rytmu pomiędzy liczbami oddzielonemi, które spostrzegamy w ko- 
lumnie oznaczonéj 0, drugićj tablicy; a znalazłszy je, potrzeba 
będzie zająć się wyszukaniem cztórech ostatnich cyfer logarytmu 
pomiędzy liczbami cztórech cyfer, znajdującemi się w tójże saméj 
kolumnie, spuszczając się na dół. Jeśli się otrzyma te cztóry ostatnie 
cyfry, zobaczymy liczbę szukaną w kolumnie oznaczonój N, i 
w wierszu cztórech ostatnich cyfer dziesiętnych logarytmu. Wypi- 
szemy tę liczbę, i damy dla przecinka miejsce jakie mu wskaże 
cecha logarytmu. 


PRZYRŁADY : h,8872796 = log 77140; 


2,8863779 — log 769,8. 


TRZECI PRZYPADEK. Jeżeli nie znajdziemy, w kolumnie oznaczo- 
nćj 0, cztćrech ostatnich cyfer logarytmu danego, zatrzymamy się 
wtedy na tych cyfrach które się do nich najbardzićj przybliżają, 
dając zawsze liczbę mniejszą od liczby utworzonćj przez ostatnie 
cztóryj cyfry logarytmu ; posuwać się będziemy po wierszu na 
którym zatrzymaliśmy się, przebiegając go wzdłuż od lewćj ku 
prawój ręce; a, gdy zdarzy się nam znaleźć w tymże wierszu cztóry 
ostatnie cyfry logarytmu danego, postępować będziemy, podnosząc 
się do góry albo spuszczając się na dół, kolumną na którćj zna- 
leźliśmy je; cyfrę którą zobaczymy na wierzchu i u spodu tój 
kolumny, będzie piątą cyfrą liczby szukanćj, którćj cztóry pierwsze 
znajdą się, jak powyżćj, w kolumnie oznaczonćj N. 


Chcemy wiedzieć, na przykład, do jakićj liczby należy logarytm 
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mający, za część dziesiętną, 8871276? szukam 887 pomiędzy 
liczbami oddzielonemi kolumny oznaczonćj 0; przebiegam, spuszcza- 
jac się na dół, tęż sama kolumnę, i znajduję że 1107 przybliża się 
najbardzićj na mniéj do 1276 ; posuwam się wierszem poczynającym 
się przez 1107, i znajduję 1276 w tymże wierszu; podnoszę się do 
góry w kolumnie zawierającćój w sobie 1276, znajdując cyfrę 3 na 
zagłówku téj kolumny; wracam na nowo do cyfer 1276, i widzę 
że wiersz, gdzie się te cyfry znajdują, odpowiada liczbie 7711 ; 
piszę tę liczbę, i po prawój jéj stronie kładę cyfrę 3 którą już 
uprzednio znalazłem : co mi daje 77113. To jest liczba która po- 
trzeba było znaleźć. Kładę późnićj na miejscu odpowiednićm prze- 
cinek, wedle wartości cechy. 


PRZYKŁADY : h,8871276 — log 771413 ; 


2.8871276 — log 771,13. 


CZWARTY PRZYPADEK. Jeżeli logarytm dany nie znajduje się w ża- 
dnym z przypadków poprzedzających, dla otrzymania liczby odpo- 
wiadajacćj temu logarytmowi, będzie się musiało szukać, jak 
powyżćj (trzeci przypadek), logarytmu przybliżającego się do niego 
najbardzićj na mnićj, późnićj liczby całkowitćj mu odpowiadającćj ; 
la liczba i następująca będą zawiórały liczbę żądaną ; wydobędzie 
się nakoniec różnicę z jedną z tych liczb całkowitych, za pomocą 
proporeyi przyjętej (424). 


PRZYKŁAD. Weźmy do znalezienia liczbę którćj logarytm ma, za 
część dziesiętna, 8870282. Znajdzie się, jak juź o tém była uprzed- 
nio wzmianka, że ten logarytm jest zawartym między 8870262 
i 8870318, które odpowiadają liczbom 77095 i 77096; różnicą 
tych dwóch logarytmów, wskazanątw tablicy, jest 57 jedności 
ostatniego porządku; a logarytm dany przewyższa najmniejszy 
z dwóch o 20 jedności tegoż samego porządku. Powićmy więc : 
dla różnicy 57 między logarytmami odpowiada różnica 1 między 
liczbami ; więc, dla różnicy 20 między logarytmami musi odpo- 
wiadać, między liczbami, różnica «© oznaczona przez proporcya 
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, 20 A A g i 
zkąd wynika, z = zb a tém samém, liczba szukaną jest 
5 1 i 


77095 -+ aa albo, sprowadzając ten ułamek do formy dziesię- 
3 


tnój, 77095,35. 


Tak więc, dla otrzymania x, potrzeba podzielić różnicę między 
logarytmem danym i najmniejszym z dwóch logarytmów które go 
między soba zawićrają, przez różnicę tablic, 


Uwaga I. Jeżeli odciagnie się jeden od drugiego dwa logarytmy 
po sobie następujace 8870262 i 8870318, znajduje się na róż- 
nicę 56 a nie 57, Można przyjąć wszelako różnicę 57 daną przez 
Callet'a, która, z powodu cyfer dziesiętnych nie zapisanych w ta- 
blicy, jest tak bliską lub bliższą prawdziwej jak 56. 


UwaGA Il. Można, za pomocą małych tablic części proporcyonal- 
nych, wykonać zamianę wartości æ na dziesiętne. Szuka się tam, 
w kolumnie po prawćj stronie, liczby przybliżającćj się najbardzićj 
do 20 na mntćj ; znajduje się 17, które odpowiada 3; 3 jest cyfrą 
dziesiętnych liczby szukanćj. Ponieważ pozostaje jeszcze (od 17 
do 20) 3 jedności siódmego porządku, zamieni się je na 30 jedności 
ósmego porządku; szuka się na nowo, w kolumnie po prawćj 
stronie, liczby przybliżającćj się najbardzićj do 30, i cyfra 5, która 
jest położoną po lewćj stronie 29, jest cyfrą selnych. 


UwaGAa III. Urządza się rachunek w sposób następujący : 


Logarytm. | Liczba. 

8870282 

8870262. . . . . 77095 
STWA 35 


4,8870282 — log 77095,35. 


Gdybyśmy szukali liczby mającćj za logarytm 5,8870282, byłaby 
nią oczywiście 770953,5. W ogólności, znalazłszy, jak powyżćj, 
siedm cyfer po sobie następujących liczby żądanćj, bez względu 
na cechę logarylmu, położy się przecinek, w taki sposóh aby od- 

L4 
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dzielić, po lewćj stronie, liczbę cyfer wyższą o jedność od tćjże 
cechy. 


426. UwAGA IV. Nie możemy wskazać tu granicy błędu który mo- 
żna popełnić, przypuszczając wzrost logarytmów proporcyonalnym 
do wzrostu liczb. Zauważmy tylko, iż przejrzenie tablic okaże że 
ta proporeyonalność jest prawie dokładną w granicach dostatecznie 
oddalonych. Różnica dwóch logarytmów po sobie następujących 
zmienia się, w rzeczy samej, bardzo powoli; i, mając wzgląd na 
stopień przybliżenia który dają tablice, ta różnica pozostaje często 
stałą w przeciągu wielu stronic; wynika ztąd oczywiście że, dla 
liczb całkowitych zawartych w tych stronicach, wzrost logarytmów 
jest proporcyonalny do wzrostu liczb. 

Kiedy się używa tćj proporcyi dla uzupełnienia logarytmu liczby 
jakićjkolwiek (424), błąd odnosi się tylko do jedności <dziesię- 
tnych porządku niższego jak siódmy. Kiedy ta proporcya stosuje 
się do wyszukania liczby odpowiadającćj logarytmowi danemu, 
nie może ona dostarczyć, przez wzgląd na stopień przybliżenia 
tablic, tylko dwie cyfry najwięcćj, oprócz pięciu cyfer bezpośrednio 
z tablicy otrzymanych. 


ZASTOSOWANIE TEORYI LOGARYTMÓW. 


427. SPOSÓB WYKONYWANIA MNOŻEŃ, DZIELEŃ, i t, d. Kiedy jakakol- 
wiek liczba nieznana wynika z mnożeń, dzieleń, podnoszeń do 
potęg lub wyciagań pierwiastków, wykonać się mających na licz- 
bach danych, dla oznaczenia jćj wartości, szuka się wartości jćj 
logarytmu, który wynika z działań daleko prostszych. Mając znany 
logarytm, otrzymuje się liczbę mu odpowiadająca, jak już o tém 
mówiliśmy (425). 


PRZYKŁAD. Obrachować wyrażenie : 


y 36926,5% x y 2629 
y 6258,96? 


£= 


Mamy, według zasad (411 i nast.) : 


3 
7 


log z = È log 36926,5 -++ 5 log 2629 —? log 6258,96 
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Szuka się trzech logarytmów w tablicach, i wykonywa się ra- 
chunek : 


43 36926 . . . . 5673328 
DU zh 59 

log 36926,5 = 4,5673382 

3 log 36926,5 = 13,7020146 


log 20096 Ś a= łn; at. 1,9574307 
2 log 2629 = 3,4197906 
ż GAM). ca Loda zł - 0,6839581 
3o 62589 . . . . 7964980 
ALA, 12 


log 6258,96 = 3,7965022 
2 log 6258,96 = 7,5930044 


3 log 02081060 = e ee e > 2,5310015 
lógó VEB, 5 ar di 0,1103873 
1103873 
1103540 12893 
333 99 
Więc , © = 1,289399. 


128. PRZYPADEK W KTÓRYM NIEKTÓRE LICZBY DANE SĄ MNIEJSZEMI 
JAK JEDNOŚĆ. Według naszych definicyj, tylko liczby większe od jed- 
ności mają logarytmy. Jest więc rzeczą ważną żeby liczby, na któ- 
rych się działa, spełniały wszystkie ten warunek. Otóż można będzie 
zawsze w taki sposób się urządzić aby to miało miejsce; gdyż, 
jeżeli mamy mnożyć pewną liczbę przez liczbę a niższą od jedności, 
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można będzie ją dzielić przez liczbę A , która jest większą jak 1; 


a, jeżeli mamy dzielić ją przez a, można będzie mnożyć ją prze- 


z 1 
ciwnie, przez -. 
a 


PRZYRŁAD. Obrachować wyrażenie : 


3 REUT Y 2 
s=(y um x =) > 


Pisze się : 


a więc mamy : log c =. (log 13572 — log 11). 


Otóż znajdziemy : log 13572 = 4,1326439 
log 11 = 1,0413927 


log 13572 — log41 = 3,0912512 
2(l0g 13572 — log 11) = 6,1825024 
log c = 3 (log 13572 — log 11) = 2,0608341 


0608344 
CGS zac 11503 


Więc : æ = 115,03608. 


h29. PRZYPADEK W KTÓRYM DANA LICZBA DO OBRACHOWANIA JEST 
MNIEJSZĄ OD JEDNOŚCI. Jeśliby liczba do obrachowania była sama 
przez się mniejszą od 1, nasze definicye nie oznaczyłyby jéj loga- 
rytmu, W tym przypadku, byłoby najstosownićj pomnożyć ją nasam- 
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przód, przez potęgę z 10 tak wielką, aby wieloczyn tym sposobem 

otrzymany przewyższał jedność; możnaby było zastosować wtedy 

sposób poprzedzający, dzieląc wypadek przez tęż samą potęgę z 10. 
PRZYKŁAD. Obrachować wyrażenie : 


„A i 
t = | 375 x 0,5142. 


Ponieważ « jest mnićjszćm od 1, rozmnożymy je przez 10n; n po- 
winno być oznaczonćm później; tak postępując, otrzymamy : 


kx 2-10 4 x z — DE 
X r=10" x | 375 AE e 
5142 


a tém samém, 


log(10» X s)=n — - (log 375 -+ log 10000 — log 5142). 


Otóż znajdziemy log 375 = 2,5740313 
log 10000 = 4, f 

log 5142 = 3,7114324 

log 375 + log 10000 — log 5142 —= 2,8628992 

5 (log 375 -+ log 10000 — log 5142) = 0,5725798. 


Widzimy że dosyć wziąć n=1, aby odciąganie mogło się wy- | 
konać należycie. Będzie więc : 


log 102: = 1 — 0,5725798 = 0,4274202. 
Obrachuje się potćm liczbę odpowiadającą : 


0,4274202 
O;GBYGBBO „64 5 w 33 26753 
152 94 
Tak więc: 400 = 2,675594;  zkąd 2 = 0,2675594. 
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O CECHACH ODJEMNYCH. 


h30. DEFINICYA CECHY ODJEMNÉJ. Nasze definicye nie oznaczają 
logarytmów dla liczb mniejszych jak jedność; otóż, aby rozciągnąć 
aż do nich korzyści tego sposobu skracającego rachunek, widzie- 
liśmy uprzednio (429), że należy zrobić je wyższémi nad 1, mnożąc 
przez potęge odpowiednią z 10. Lecz inaczćj zwykle się postępuje 
w praktyce. Nie zmienia się liczb mniejszych od jedności; określa 
się, przez ugodę stanowczą, logarytmy tych liczb dowodząc że 
własności, które posiadają logarytmy zwyczajne (numeru 414 i nast.), 
rozciągają się bez żadnych zmian do logarytmów nowych. 


Dla określenia logarytmu liczby A niższćj od jedności, zauważmy 
że można zawsze mnożyć A przez pewną potęgę nz 10, wybraną 
w taki sposób, żeby wieloczyn był większym jak 1, a zatćm miał 
swój logarytm (403). Otóż widzieliśmy (420) że kiedy się dzieli 
przez 10» liczbę większą jak 10%, część dziesiętna jéj logarytmu 
nie zmienia się, lecz cecha (która przynajmnićj musi być równą n), 
jest zmniejszoną o n jedności. Przyjętóm zostało rozciągnienie tego 
twierdzenia do liczb mniejszych jak 40", które, przez dzielenie, 
stają się niższómi od jedności, i nazwanie logarytmem A loga- 
rytmu (A X 10"), zmniejszonego o n jedności. 


PRZYRŁAD. Jaki jest logarytm 0,0076807753 ? 


Jeżeli, dla utkwienia myśli, pomnoży się tę liczbę przez 1000, 
w sposób taki aby zrobić ją większą od 4 a mniejszą od 10, wielo- 
czyn jest 7,6807753, a logarytmem tego wieloczynu jest (424), 
0,8854051. Będzie się przeto musiało odciągnąć 3 od wypadku dla 
otrzymania logarytmu szukanego. Tak więc, przez definicyą : 


log 0,0076807753 = 0,8854051 — 3. 
Ponieważ 3 jest liczbą całkowilą, odciagniemy ją od cechy która 


staje się odjemną, część zaś dziesiętna pozostaje dodatną. Pisze się 
tym sposobem wypadek : 


log 0,0016807753 = 3,8854051. 
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Jeżeli, dla zrobienia liczby A większąj ak 1 a mniejszą jak 10, 
potrzeba pomnożyć ją przez 10”, cecha wieloczynu, którą jest 
zero, staje się —n po wykonaniu odciągania. Wynika ztąd łatwo 
że, cecha odjemna logarytmu liczby niższéj od jedności, zamyka 
w sobie liczbę jedności równą miejscu jakie zajmuje, poczynając od 
przecinka, pićrwsza cyfra znacząca liczby. 


431. RACHUNKI DOTYCZĄCE LICZB MNIEJSZYCH JAK JEDNOŚĆ. Wypada 
z umowy służącećj za definicyaą dla logarytmów liczb niższych od 
jedności, że oblicza się część dziesiętna tych logarytmów wedle pra- 
widet podanych (423 i 424), to jest nie zważając na przecinek, i że 
daje się potém dla wypadku cechę odjemna, którćj wartość jest równą 
miejscu jakie zajmuje pićrwsza cyfra znacząca liczby po przecinku. 


Odwrotnie, oblicza się cyfry liczby odpowiadającćj logarytmowi 
którego cecha jest odjemną, wedle prawideł podanych (425 i 426), to 
Jest bez względu na cechę; i kładzie się potóm przecinek, w sposób 
taki aby miejsce pierwszćj cyfry znaczącćj, począwszy od przecinka, 
było równćm liczbie jedności cechy. 

432. ROZCIĄGNIENIE WŁASNOŚCI LOGARYTMÓW, DO PRZYPADKU W KTÓRYM 
LICZBY SĄ MNIEJSZEMI JAK JEDNOŚĆ. Własność zasadnicza logarytmów 
opićra się na tém że logarytm wieloczynu z dwóch czynników jest 
równy summie logarytmów dwóch czynników. Dowiedziemy że ta 
własność rozciąga się do przypadku w którym czynniki są mniej- 
szćmi jak jedność. 

Niech będą dwie liczby A, B, obie niższe od 1: niech będą 
10P i 107 potęgi z 10, przez które należy mnożyć je, ażeby stały się 
większómi jak 4 a mniejszćmi jak 10. Logarytmy dwóch wieloczy- 
nów muszą być zawarte między 0 i 1 (419); tak że oznaczając je 
przez 0,a i 0,b, otrzymujemy : 


log (A X 10r) = 0,4, 
log (B x 101) = 0,Ł. 


Wynika natenczas z definicyi (430), że : 


logA = 0,a — p, 
log B = 0,4 — q; 
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a zatóćm, 


[1] log A + log B = 0,a + 0,6 — p—q. 
Z drugićj strony, własność zasadnicza (411), zastosowana do 
liczb (A X 40r) i (B X 109), większych jak 1, daje : 
logf (A x 107) (B X 109) j = log(A x 10P) + log(B 101), 


albo log(AB x 10P*9) = 0,a + 0,b; 


a tém samém, jeżeli zastosujemy do liczby AB, która jest mniej- 
szą jak 1, ugodę (430), otrzymamy : 


- log AB = log(AB x 40r +4) — (p +9), 
zkąd wynika : 
[2] log AB = 0,a + 0,b — (p + 9). 
Porównywając nakoniec równości [1] i [2] : 


[3] log AB = log A — log B. 


Co było do dowodzenia. Tak samo rozumując możnaby jeszcze 
było rozciągnąć powyższe twierdzenie, do przypadku w którymby 
jedna z liczb A, B miała swą wartość większą jak 1. 


Własność zasadnicza będąc tym sposobem rozciągnięta do wszyst- 
kich przypadków, inne własności logarytmów (314, 315, 346), 
znajdują się, przez toż samo, uogólnionćmi ; gdyż są one następ- 
stwami pićrwszćj 


433. PRAWIDŁA RACHUNKU DLA DZIAŁAŃ ODBYĆ 8IĘ MAJĄCYCH NA 
LOGARYTMACH Z CECHĄ ODJEMNĄ. Logarytm, z cechą odjemną, może 
być uważany jako dwumian formy (— a +- 5), w którym — a przed- 
stawia cechę, a zaś b część dziesiętną. Zatém, jeżeli natrafimy na 
taką liczbę w dodawaniu, potrzeba będzie dodać część dziesiętną, 
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a odciągnąć cechę. Jeżeli mamy, przeciwnie, odciągnąć ją, powin- 
niśmy odjąć część dziesiętną, a dodać cechę. 


PRZYKŁADY. 
Dodawanie. Odciąganie. 
2,7396452 3,5236729 
3,6854386 2,7854834 
2,6734895 2,7381898 
1,0985738 


Jeżeli mamy mnożyć liczbę, z cechą odjemną, przez liczbę całko- 
witą, mnoży się odrębnie część dziesiętną i cechę przez mnożnik, 
robiąc późnićj uproszczenie wieloczynów częściowych. 


PRZYKŁAD. 


Mnożenie. 


3,89367386 
24 


357469544 
178734772 


21,44817264 
— 72 


Wieloczyn jest : 51,44817264 


Jeżeli idzie o podzielenie jćj przez liczbę całkowitą, dzieli się 
naprzód cechę odjemną dzielnćj przez dzielnik; a jeżeli dzielenie 
wykona się dokładnie, kończy się działanie, dzieląc część dziesiętną. 
Lecz, jeżeli cecha dzielnćj nie jest dokładnie podzielną przez 
dzielnik, dla zachowania w ilorazie formy jaka ma dzielna, bierze 
się iloraz przez nadmiar; otrzymuje się tym sposobeia cechę 
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odjemną ilorazu, a resztę dodatną, którą dodaje się do części dzie- 
siętnćj dzielnćj ; wreszcie, dzieląc summę przez dzielnik, otrzymuje 
się część dziesiętna dodatną ilorazu. 


PRZYKŁADY. 
Dzielenie : 1% Przypadek. Dzielenie : 25: Przypadek. 
12,7328642 | 6 13,2672958 y 
2 | 2,1221440 3 | 3,4534591. 


Pićrwszy przypadek nie potrzebuje objaśnienia. Co się zaś tyczy 
drugiego, zauważmy że, 13 nie jest podzielnćm przez 5, a że naj- 
mniejsza liczba, wyższa nad 13 i podzielna przez 5, jest 15, można 
więc napisać dzielną pod kształtem — 15 -+ 2,2672958 ; a że iloraz 
z — 15 przez 5 jest —,3, iloraz zaś z 2,2672958 przez 5 jest 0,4534591; 
tćm samóm, ilorazem zupełnym, jest 3,4534591. Ten wypadek 
otrzymuje się oczywiście wedle prawidła wysłowionego powyżćj. 


434. ZASTOSOWANIE. Te umowy dozwolą nam zastosować sposoby 
zwyczajne rachunku logarytmów, do przypadków w których pewne 
liczby są mniejszómi jak jedność, nie potrzebując robienia ich, 
przedewszystkiem, większémi jak 1. Wróćmy, w rzeczy samćj, do 
rachunku numeru 429. Chcemy obliczyć wyrażenie : 


5 yE 1 "NĄ 
Isp zqz > 01542. 
Mamy : log £ = 3 (los a -- log 0,4542 3 
SN RET 


Otóż: log SIĘ = logi — log 375 = 0 — 2,5740313. 
9 . 


Ten logarytm całkiem odjemny zwykle się przekształca na inny 
mu równoważny, którego część dziesiętna jest dodalną, sposobem 
następującym : 


— 2,5740313 = — 3 + (1 — 2,5740313) 


= — 3 -+ 0,4259687; 
1. — 33 
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albo — 2,5740313 = 3,4259687. 
Przeto log z — 5,4259687; 

podobnież | log 0,5142 = 1,7111321 ; 

więc : log zzz got log 0,5142 = 3,1371008, 

a 5 (lo8z75 zyz 1080, 5142 | = = 1,4274202. 


A tém samém, liczbą odpowiadającą jest : 


© = 0,2675594. 


UŻYCIE DOPEŁNIEŃ. 


435. DEFINICYA. Nazywa się dopełnieniem (complementum) liczby N 
do 10, różnica 10 — N. Jeżeli liczba N jest dodatną i mniejszą 
jak 10, cyframi dopełnienia są dopełnienia do 9, cyfer liczby N, 
prócz ostatniéj cyfry znaczącéj po prawéj ręce, która jest dopełnie- 
niem do 10 ostatnićj cyfry liczby N. 


PRZYKŁADY. dop. 3,72543 = 6,27457; 
dop. 7,28540 = 2,71460. 

Jeżeli liczba jest dodatną i większą jak 10, otrzymuje się część 
dziesiętną dopełnienia według tegoż samego prawidła ; a dla otrzy- 
mania części całkowitćj, odejmuje się 10 od, części całkowitćj 
liczby, dodaje się 1, i bierze się wypadek ze znakiem — . 


PRZYKŁAD. dop. 12,7258 = 3,2742. 


Gdyż mamy odciągnąć od 10 liczbę 12,7258 (433). 
Jeżeli liczba N ma cechę odjemną, dodaje się do 10 ową cechę 
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ze zmienionym znakiem, zmniejszając ją o jedność, i pisze się, 
potćm, dopełnienie części dziesiętnćj. 


PRZYKŁAD : dop. 3,74652 = 12,25348. 
Gdyż mamy do wykonania działanie 10 -H 3 — 0,74652. 


L36. UŻYCIE DOPEŁNIEŃ. Kiedy, w rachunkach logarytmowych, 
przywiedzeni zostajemy do wykonania odciągania, przekształca się 


je najczęściej na dodawanie, za pomocą dopełnień. Mamy, w rzeczy 
samej, jednako : 


a—b=a--(10 — b) — 10. 


Dosyć więc, dla obliczenia różnicy (a — b), dodać do a dopeł- 
nienie liczby b i odjąć 10 od wypadku. 


W ogólności, dla obliczenia wyrażenia (a — b + c — d +e— f), 
zastępuje się je przez wyrażenie równoważne 


(a + dop. b + e + dop. d + e -+ dop. f — 30), 
którego wartość otrzymuje się przez dodawanie. 


PRZYKŁAD. Obliczyć piątą potęgę ułamku FT Mamy : 


E E n TATE 0,3010300 0 
log 37 = 1,56820172 
dop. log 37 =. .... . 8,43179828 
log n Eka AONE 3,73282828 ; 
log(-- | = 5log- = 7,66414140. 
37) 37 
6641414 
6641341 . . ... 46146 
73 77 
: 26 
Więc (5) = 0,0000004614677 
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O RÓŻNYCH UKŁADACH LOGARYTMÓW. 


437. ISTNIEJE NIESKOŃCZONA LICZBA UKŁADÓW LOGARYTMÓW. Można 
wybrać do woli dwa postępy, jeden różnicowy zaczynający się od 
zera, drugi ilorazowy, którego pićrwszym wyrazem jest 1; dostarczą 
one oczywiście układ logarytmów, posiadajacy wszystkie własności 
dowiedzione w numerze 411 i następnych. Liczba tych układów 
jest więc nieskończona. Wiążą się one jedne z drugiemi za pomoca 
prostego prawa, które wynika z twierdzenia następującego. 

438. "TWIERDZENIE. Stosunek logarytmów dwóch liczb jest tenże 
sam zawsze we wszystkich układach. 

W rzeczy samej, niech będą A i B dwie liczby jakiekolwiek ; 
i niech będzie z ułamek, o wyrazach całkowitych, który, w pew- 
nym układzie, przedstawia stosunek ich logarytmów. Będziemy 


przeto mieli : 


logA _ m 


U] log B 4 zkąd  nlogA = m log B. 


Otóż ta ostatnia równość jest równoważną ze związkiem : . 
logAw=logB*; zkąd  AF=B*, [2]. 
Lecz, jeżeli weźmiemy pod uwagę inny układ logarytmów, 
w którym logarytmy będą wskazane 'przez oznaczenie log', można 


będzie wziąć, w tym układzie, logarytmy dwóch członków równo- 
ści [2]; tak postępując, otrzymamy : 
Ken , SĘ logA_ m 
nlog A = mlog'B,  zkąd wE A [3]. 


A tem samém 


U log B logB' 


Co było do dowodzenia. 
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Uwaga. Dowodzenie poprzedzające przypuszcza że stosunek 
dwóch logarytmów uważanych jest wymiernym. Gdyby to miejsca 
nie miało, możnaby było uważać dwie inne liczby, tak mało róż- 
niące się jak się tylko podoba od pićrwszych, a spełniające ten 
warunek : twierdzenie stosuje się, jakkolwiekby te liczby przybli- 
żonćmi zostały, do dwóch logarytmów danych, przeto przyznać 
należy, jako rzecz oczywistą, że powyższe twierdzenie da się za- 
równo i całkowicie zastosować do nichże samych. 


439. WNIOSEK. Wyciągnie się z równości [4] : 


[5] Eh — 08 


Tak więc, stosunek logarytmów tejże samćj liczby, w dwóch ukta- 
dach różnych, jest tymże samym dla wszystkich liczb. 


440. MopuŁ. Jeżeli, dla dwóch układów oznaczonych. przedsta- 
wimy ten stosunek stały przez M, mamy : 


[6] log' A = M log A. 


A zatém, kiedy się poznało logarytmy wszystkich hezb w pewnym 
układzie, dla otrzymania logarytmów w innym układzie, należy mno- 
żyć pićrwsze przez liczbę stała M. Ta liczba stała nazywa się modu- 
łem nowego układu względem pierwszego. 


hb1. Zasapa. Wynika z twierdzenia poprzedzającego, że mając 
tablicę logarytmów ułożoną, można będzie ułożyć drugą, byleby 
się tylko znało jeden z logarytmów nowego układu. Gdyż wyciaga 
się z równości [4] : 


log' B 


[7] log' A = loga X Torp 


Jeśli więc mamy log B, to dla otrzymania nowego logarytmu 
'B 
liczby A, dosyć pomnożyć log A przez stosunek znany A: > 


Dla określenia układu logarytmów, daje się zwykle liczbę mającą 
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'za swój logarytm jedność. Ta liczba nazywa się zasadą, grunten 
albo podstawą (basis) układu. 


Podstawą czyli zasadą układu pospolitego jest 10. 


442. OBRACHOWANIE LOGARYTMU LICZBY W UKŁADZIE JAKIMKOLWIEK. 
Wedle tego co poprzedza, tablice logarytniów pospolitych, obli- 
czone dla przypadku w którym zasadą jest 10. dozwolą obliczyć 
logarytm liczby w układzie jakimkolwiek. Załóżmy sobie, na przy- 
kład, obliczyć logarytm liczby 7698, w układzie którego zasadą 
jest 12. Znajduje się w tablicach Callet'a, że, w układzie którego 
zasadą jest 10, 


log 7698 = 3,8863779, log 12 = 1,07918125 
W układzie którego zasadą jest 12, mamy: 
log 1698 = m log12=1. 


Więc (441) : 


1 
1.07918125 ° 


1 = 3,8863779 x 
x = 3,60122815. 
4h33. OBLICZENIE ZASADY JAKIEGOKOLWIEK UKŁADU, W KTÓRYM ZNAMY 
LOGARYTM JAKIEJKOLWIEK LICZBY. Zamierzmy sobie, na przykład, 
znaleźć zasadę układu, w którym logarytm liczby 25 jest 0,78321. 
Mamy, w tym układzie, oznaczając zasadę przez z: 
loga =1,  log'25 = 0,78321. 
Lecz, w układzie pospolitym, mamy : 


log 25 = 1,39794001. 


. 1.39794001 f; 
W $ phan a oea 8 
ięc (441) logz 0,7832 1,7848853, 


a tém samém, 1 = 60,93759. 
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ĆWICZENIA. 


I. Jaki jest stosunek q postępu ilorazowego złożonego z 11slu wyrazów, a 
którego pićrwszym wyrazem jest 10, ostatnim zaś 100? Jaka jest summa S 
tego postępu ? 


Znajduje się : q = 1,258925, S= 447,5910. 


II. Jaka jest zasada © pewnego vkładu logarylmów, w którym 6 jest loga- 
rytmem 729? : 


Znajduje się : D=Ś. 


III. Jakie są zasady wymierne, dające na logarytm 20stu liczby wymierne ? 
Znajduje się że zasada jest równą 20P, p będąc całkowitćm. 


IV. Jaka jest zasada x układu, w którym liczba całkowita dana a jest 
równą jej logarytmowi? 


Znajduje się : w=ja. 


V. Rozwiązać układ : 


spostrzega się, że drugie zrównanie jest równoważnem związkowi Tys=y 10": 
i zostaje się przywiedzionym do zagadnienia znanego. 


VI. Rozwiązać układ 


MA ky = at, log x + logy =H- 


Tenże sam sposób. 
VII. Obliczyć wyrażenie : 


Znajduje się : «© = 6439,743, 
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VIII. Obliczyć wyrażenie : 


(V 0,0000782567)” , 
(V 0,000389672) * 


Znajduje się : x =0,006875045 
IX. Obliczyć wyrażenie : 


y (b2 — ażs X 2 
EG WIĘ] 
` a+d ve 


T = 


w którém a;== 4,528627, b =24,72857, c= 5 + d =0,00873, 


e = 4839. 
Znajduje się : x = 3966,30. 
X. Obliczyć wyrażenie : 


| Blaze l 
2 b 
a sA A 
pe AS UAE A 


10 ` d — ae? 


w któróm a= 27,35825, b= 3,2782, c= % | d—= 38,64, 
= 0,003528. 


Znajduje się : æ = 0,3648344. 
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O PROCENCIE SKŁADANYM I O UMORZENIACH DŁUGU. 


PROCENT SKŁADANY. 


hih. DEFINICYE. Procent (z łacińskiego : pro centum, za sto czyli 
od setki), albo prowizya, jest wynagrodzenie wypłacane wierzy- 
cielowi przez dłużnika za wypożyczenie pewnćj summy pieniędzy, 
zwanćj kapitałem, Przy oznaczeniu wysokości procentu ustanawia 
się ile od każdego sta kapitału opłacać należy procentu na rok i ten 
procent na rok od sta nazywa się stopa procentu; i tak jeżeli zgo- 
dzono się liczyć od każdego sta kapitału po 5 na rok, mówi się że 
kapitał oddany został na procent po 5 od sta, co się pisze 5*/,. 
Procenta są proste albo pojedyncze i składane. Procent pojedynczy 
jest wtenczas kiedy oblicza się od kapitału pierwotnie wypożyczo- 
nego, chociażby ten najdłużćj znajdował się w ręku dłużnika; 
procent zaś jest składany, kiedy po upływie pewnego przeciągu 
czasu, procent za tenże czas od kapitału należny, dolicza się do 
kapitału i w następnym takimże przeciągu czasu liczy się procent 
od kapitału połączonego z procentem za czas poprzedzający. 


W formułach które niebawem udowodnimy, przedstawimy kapi- 
tał wypożyczony przez C, kapitał powiększony swym procentem 
składanym przez A, stopę procentu przez s, a trwanie pożyczki 
(obrachowane na lata) przez n. Oprócz tego, oznaczymy przez » 
procent roczny od 1 franka; tak że r będzie setną częścia stopy 
procentu. 


LL5. FORMUŁA OGÓLNA PROCENTU SKŁADOWEGO. Ponieważ 4f przy- 
nosi rf przez rok, i staje się, tém samém (4 ++ r) po upływie roku, 
kapitał C stanie się, w przeciągu tegoż czasu. C + r). Tak więc, 
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aby obrachować co się staje z jakimkolwiek kapitałem, umieszczo- 
nym na rok, należy pomnożyć go przez (1 + r). 

Ten kapitał C(1 + r), umieszczony na początku drugiego roku, na 
rok, stanie się więc CA + r) (1 + 7), albo C(1 -+ 7)?. Ta nowa 
summa, umieszczona na rok trzeci, mnoży się jeszcze przez (1 +7), 
i staje się C(1 + r}. Więc, ogólnie, summa umieszczona, mnożona 
przez (1 --r), staje się po n latach : 


[1] A = C1 + r)". 


Taka jest formuła procentu składanego. 

4NG. PRZYPADEK W KTÓRYM CZAS UMIESZCZENIA ZAWIERA UŁAMEK LAT. 
Jeżeli trwanie pożyczki składa się z v lat i z k dni, rachuje się 
naprzód co się staje z kapitałem C, po n latach, przez formułę [1]. 
Potóm, zauważywszy że 1 frank przynosi w k dniach, na procencie 


prostym, 3 (t jest liczbą dni roku), wnosi się z tego, że 1 frank 


staje się, po tymże czasie, (a + *). i że A staje się a(i ds z). 
` fla 


Więc, oznaczając przez A’ kapitał szukany, i zastępując A przez 
jego wartość [1], otrzymamy : 


(2) N= r) (14 7): 


4h6. ZAGADNIENIA. Te formyły posłużą do rozwiązania kilku za- 
gadnień, dla których użycie logarytmów jest nieodbicie potrzebne. 

19 Na co się zamieni summa dana C, umieszczona na stopę dana 
1007, w przeciągu czasu danego ? Używa się formuły [1] albo for- 
muły [2], według tego jak czas dany składa się z liczby dokładnćj 
n lat, lub z lat n i dni k. 

2° Jaką summe potrzeba umieścić obecnie, na stopę dana 400r, dla 
otrzymania summy oznaczonej A, po upływie czasu danego ? Używa 
się jeszcze jednej z formuł [4] i [2]; i znajdzje się stosownie do 
przypadku : 


A 
BI C=aFr' 
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CERET a 
(Hr (tp) 


3° Kapitał dany © tak został umieszczony, że wydał summe daną A, 


albo (4l C= 


w przeciagu czasu danego. Jaką jest stopa procentu? Jeżeli czas jest 
liczbą całkowita lat, wyciągnie się z formuły [1] : 
"A 

[5] += j c. 

Lecz, jeżeli czas składa się z liczby całkowitej n lat i k dni, 
potrzeba użyć równania [2], które jest (n--1)%e stopnia wzglę- 
dem r, i którego rozwiązanie należy do algebry wyższćj. Można, 
wszelako, przez pewne macaniny odpowiednio skierowane, otrzy- 
mać prędko wartość przybliżoną stopy procentu. Uważmy, w rzeczy 
samej, że, według formuły, 


[2] A=C(t + r) (1 Ai 7) 


kapitał A powiększa się lub zmniejsza w miarę powiększania się 
lub zmniejszania stopy procentu r. Jeżeli więc da się dla r piérwszą 
wartość dowolną 7, i obrachuje przez logarytmy wartość drugiego 
członka, znajdziemy wartość A', większą od A, jeżeli r” jest za wiel- 
kie, a mniejszą od A, jeżeli 7“ jest za małe. Porównywając wartość 
znalezioną A' z wartością daną A, przekonamy się czy r" jest więk- 
szóm lub mniejszćm jak stopa procentu nieznana. Wybierze się, we- 
dług tego, inną wartość dla r, która da miejsce do nowego rachunku 
ido nowego porównania; owoż, tak postępując, za pomocą kilku 
prób, zamknie się łatwo r pomiędzy dwoma granicami, które 
dostarczą prędko wartości przybliżonćj stopy procentu. 


h° Przez iaki czas trzeba umieścić kapitał dany C, na stopę pro- 
centu dana 1400r, aby ten kapitał wydał summę oznaczoną A? Ponie- 
waż nie wiemy, czy czas nieznany jest lub nie jest złożony z liczby 
całkowitćj lat, nie mamy prawa używać formuły [1], która była 
utworzoną dla przypadku w którym n jest całkowitem. Wszelako, 
chcąc z nićj zrobić użytek, mamy : 
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zkąd wyciąga się, biorac logarytmy z obu stron, i dzieląc potóm 
przez log (1-Er): 


logA — log C 


[6] n== Jaat 3 


Jeżeli iloraz z podzielenia (log A -— logC) przez log(4 —- r) jest 
liczbą całkowitą, jest on oczywiście liczbą lat szukaną; SA for- 
mula [6] pociąga za sobą formułę [1]. Jeżeli iloraz nie jest całkowi- 
tym, należy ztąd wnosić że czas nieznany nie jest liczbą całkowitą 
lat. Jednakże można dowieść że, w tym przypadku, część całkowita 
ilorazu jest częścia całkowitą nieznanego czasu. Gdyż oznaczając 
przez p i (p--4) dwie liczby całkowite po sobie następujące 
które zawićrają między sobą ułamek [6]; będziemy mieli : 


log A — log C 


A log(t + r) 


<p+l; 
zkąd się wyciąga : 

p log! +7) < log A — log < (p + 1) logit + 7), 
albo og(1 +r )P < log q A < logi +rp+i 


Zkąd, powracając do liczb, wynika : 
A 
(+r) < T KAT ret, 


albo [7] C(! + r) 4 A < CH ++ rp*', 


nierówności dowodzące powyżćj wysłowionego twierdzenia. 


Jeżeli chcemy teraz znaleźć liczbę k dni uzupełniających czas 
szukany, zauważmy że formuła [2], którą należało zastosować w tym 
przypadku, daje, zastępując w nićj » przez p: 


log A = log C + p log(t + r) + log(1 s c 


http://rcin.org.pl 


O PROCENCIE SKŁADANYM I O UMORZENIACH DŁUGU. 525 


log A — log C — log(1 AR =) 
t 
zkąad : pz 


log + r) 
Otóż p jest największą liczbą całkowitą zawartą w ułamku nie- 
właściwym bga <k 
log(1 + r) 


Jeżeli więc oznaczymy przez R resztę z podzielenia, równość 
poprzedzająca będzie się mogła wyrazić : 


R — log(1 +) 
PWC >" 


więc |8] log(1 +2) =R. 


Znamy więc logarytm liczby (1 -- =) ; przeto łatwo będzie 
można wyciągnąć z niego liczbę (1 -|- z a tém samém nieznaną k. 


Dajmy teraz kilka zastosowań liczebnych. 


hh7. ZASTOSOWANIA LICZEBNE. PRZYKŁAD I. Jaki kapitał da 8000 
franków, wypożyczone na 39 lat, po h4 od 100 rocznie? : 


Formuła [1]: 
log A = logC + n log(t + r). 
logC = log 8000 =.......... = 3,9030900 
logi + r) = log(1,045) = 0,0191162904 
n logi + r) =39log(t,065)=......-.... = 0,7455353 
lA = 4.5 1005 c ARGAS 


zkąd A = hh527f,19. 
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PRZYKŁAD II, Gdyby ktokolwiek z żyjących na początku ery chrze- 
ściańskićj mial był przezorność umieścić 1 centym po 5 od 100, do 
Jakićj summy ten centym byłby urósł, na początku roku 1863, to jest 
pozostając umieszczonym na procencie składanym przez 1862 lat? 


Formuła [1] : 
log A = log C + n logi + r). 
log C = log(0,04)=..........=3 
log(t -H r) = log(1,05) = 0,02448929907 


nlog(i - r) = 1862 log(1,05) =.......... = 39,3234475 


IOZACENZA = 37,3234475; 


zkąd : A = 21059472 x 10% franków (przybliżenie) liczba złożona 
z 38 cyfer. 


Aby przedstawić tę summę ogromną pod kształtem lepićj ocenić 
się dającym, obrachujmy wymiary sfery ze złota, która jest równo- 
wartą summie wskazanej. Ciężarem gatankowym złota jest 19,5, 


a ceną kilogramu złota a 


franka. Oznaczmy, nadto, przez z 


promień sfery w metrach; jéj objętość będzi dma”. „ wieć i6i ci 
y ; ędzie 3-3 a więc jéj cię- 


m’ 


ŻAT : 
8 


X 19500 kilogramów; a tém samém, jćj wartość w fran- 


linr’? 34000 


kach będzie X 19500 x = w Będzie więc : 


a har’ X 19500 Xx 31000 y 
E a 


z ; À 27A 
a tém samém : PA 7 


~ lim X 19500 x 31000 ` 
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log 27 = 1,43136376 
log A = 37,32344749 
dop. log 4 — 10 = 1,39794001 
dop.logx — 10 = 1,50285013 
dop. log 19500 — 10 = 5,70996539 


dop. log 31000 — 10 = 5,50863831 


log z? — 28,87420509, 
loga = 9,6247350; 


zkąd : U = h214392 x 103 metrów. 


Tak więc promień sfery wart jest blisko 4244392 kilometrów ; 
jéj objętość zawićrałaby, zatóm, więcćj niż 290 milionów razy obję- 
tość ziemi. 


PRZYKŁAD TIL. Jaka jest wartość obecna summy, która po 33 latach 
wraz z procentem składanym po 5 od 100 na rok wynosiłaby 1220 fr. ? 


Formuła f3] : log = log Ą — n log(1 + 7). 
bg A eoe TA SE a 4 2250485830%220 
log(1 + r) = log(1,05) = 0,024189299 


nlog(t -- r) = 33 log(t,055=.........: — 0,69924687 
logG=......... =3,15929033 
zkąd : G = 14431,08. 


I ta to summa stanie się, przez nagromadzenie procentów po 5 
od 100, podczas 33 lat, 7220 fr. 


PRZYKŁAD IV. Summa 28895 fr. umieszczona, jest temu 13 lat ; 
J 
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urosła obecnie do 250000 /r. Pytanie jaka była stopa procentu ? 


Formuła [5]: log + H= log A = log C s 


log A = log 250000 = 5,3979400 
log = log 28895 = 4,4068227 
log A — log C = 0,9371173; 
log(4 Rys 0,01283722; 
zkąd : 1 +r=1,03000. 
Stopa procentu jest więc 3 od 100. 


PRZYKŁAD V. Po jakim czasie kapitał 1100 fr. urośnie do summy 
42850 fr., gdy stopa procentu jest h od 100 rocznie? 


__ logA — log 


s login 
log A = log 42050 = 4,6319508 

log C = log 7700 = 3,8864907 

log A — log C = 0,7454601, 

logi + r) = log(4 ,04) = 0,0170333. 


Więc n jest liczbą całkowitą ilorazu ea Jest przeto : 


n==$3 lat, va  0)R=0,0430282. 
Więc, formuła [8] daje : 


log(1 R = = 0,0130282. 
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A tem samém 1+ 3 = 1,030453. 


kr 0,030453 x 365 _ 


Zkąd : 7 0,030453, a więc k = 0,06 1084 


Tak więc czas szukauy jest 43 lat, 278 dni. 


UwaGA. Zastąpiliśmy we wzorze [2] £, liczbę dni roku zwyczaj- 
nego przez 365, lecz w handlu, gdy się bierze procent od kapitału 
na pewną liczbę miesięcy i dni, uważa się rok jakoby złożony 
z 360 dni, czyli z 12 miesięcy iczących po 30 dni. 


DOPEŁNIENIE TEORYI PROCENTÓW SKŁADANYCH. 


448. Teorya procentów składanych opićra się całkowicie na 
dwóch pićrwszych formułach uprzednio wyłożonych. 


Rozumując jak powyźćj, a zastępując w formule [1] A przez z, 
a C przez a, olrzymamy: 


s= ali + r)". 


Ta formuła zamyka w sobie cztéry ilości w, a, r, n; może więc 
przybrać cztóry kształty następujące : 


log z = loga + n log(1 Hr), loga = loge — n log(t + r), 


— loga — loga „ _ logz — loga, 
"= "log(t--r) ’ WAR = n d 


każdy z nich odpowiada odrębnemu zagadnieniu, którego czytelnik 
znajdzie sam przez się wysłowienie. Na przykład, jeżelibyśmy chcieli 
wiedzieć po ilu latach kapitał staje się k razy większym, dosyć zastą- 
pić z przez ka w trzecićj formule, która staje się 


__logk /. 
logi! - r)” 


n = 


widzimy że ten czas jest, i słusznie, niezależnym od wartości kapi- 
I. — 34 
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tału ; potrzeba trochę więcćj jak 14 lat aby kapitał oddany na pro- 
cent składany po 5 od sta został podwojonym. 


449. Kiedy czas umieszczenia sammy nie trwa liczby całkowitćj lat, 
lecz składa się, na przykład, z n lat p dni, otrzymuje się war- 
tość ostateczna z, wypożyczonćj summy a, dodając do wyrażenia 
poprzedzającego a(t -+ 7)” procent prosty od tćj ostatnićj summy 
podczas p dni; rozumując jak powyżćj (445), otrzymamy : 


x = a(i + n(a + d r). 


Poszukiwanie procentu r od 1 franka na rok, jest wtenczas za- 
gadnieniem istotnie trudném, które rozwiążemy za pomocą znanego 
sposobu przybliżeń kolejnych (zob. ostatni rozd. I tomu naszéj 
algebry). 


PRZYKŁAD. Kapitał 2743,75 został umieszczonym na procent skła- 
dany 4 od 100; jaka będzie jego wartość po upływie 42 lat 3 miesięcy? 
a =27431,15, r=0,04, n=12, p= 90. 
loga = log 2743,75 + 12 log(1,04) -+ log(1,01). 
logit1,04) = 0,0170334 
12log(1,04) = 0,19440008 

log 27431,75 = 3,4383445 
log(4,01) = 0,00432137 
zkąd : © = 4335,75. 


AMORTYZACYE CZYLI UMORZENIA DŁUGÓW 


= 


450. DEFINicYA. Pewna osoba wypożycza dziś summę C, którą 
zobowiązuje się spłacić w latach n, na stopę procentu r od 
jednego franka : dla uiszczenia się z długu, płaci ona, na końcu 
każdego roku, summę oznaczoną a, obrachowaną tak ażeby po n 
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wypłatach równych, spłaciła wszystko, kapitał i procenta składane. 
Summa a, którą ta osoba płaci tym sposobem rocznie, nazywa 
się ratą amortyzacyjną. 


h51. FORMUŁA OGÓLNA AMORTYZACYJ. Załóżmy sobie znaleźć formułę 
wiążącą kapitał C, ratę amortyzacyjną a, stopę procentu r i trwa- 
nie pożyczki n. 


Jeżeliby dłużnik czekał, na spłacenie swego długu, końca n** ro- 
ku, byłby winien, w tćj epoce (444), C(1 + r)". Lecz płaci on, na 
końcu piórwszego roku, pićrwszą summę a; zaliczając tym sposo- 
bem na lat (n — 4) przed terminem tę opłatę częściową, uwalnia 
się od summy którćj wartość, w rachunku ostatecznym, powinna 
być równą a(1 +r)n='; gdyż ta summa oddana na procent skła- 
dany, przez lat (4+—-7), przyniosłaby powyżćj wymienioną kwotę. 
Podobnież summa a, wypłacona na końcu drugiego roku, wyrów- 
nywa swą wartością summie a(i -- r)»-*, zapłaconćj na końcu 
lat n. Zobaczymy, tymże samym sposobem, że summa a, wypła- 
cona na końcu przedostatniego roku, musi być policzoną za wartość 
równą a(i +r);i że summa a, wypłacona na końcu n** roku, 
wchodzi w rachunek ostateczny za swą wartość a. Powinniśmy 
więc otrzymać zrównanie : 


Ca + r" = a € rj Haft + rys”*+-... .. at + r)-a. 

Ponieważ drugi członek, odwrotnie napisany, jest summą n wy- 
razów postępu ilorazowego rosnącego, którego pićrwszym wyrazem 
jest a, a stosunkiem (1 + r), więc stosując formułe [7] n™ 389, 


otrzymamy : 


ca +)" = Er 4 t ża > 


albo, zniosłszy mianownik r, 
[1] af + ry" = A} = Cri + r)". 
Taką jest formuła ogólna amortyzacyj albo umorzeń długów. 


452. DRuai sposóB. Można otrzymać tę formułę innym sposobem. 
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Dłużnik odbiérający dziś summę C, winien, na końcu piórwszego 
roku, O(1--r); a ponieważ wypłaca on wtedy summę a, jego 
dug sprowadza się do C(t + r) — a. Na końcu drugiego roku, 
en dług powiększył się procentem rocznym, stał się więc 
CH + 7) — aj (t--r), albo C(1 + 7)? — a(t +r); lecz naów- 
zas dłużnik wypłaca nową summę a, co sprowadza dług do 
GA Er)? — a(l r) —a. Rzecz jest oczywista, że na końcu trze- 
ciego roku, ten dług który powiększył się procentem rocznym, lecz 
który także zmniejszył się wypłatą nowej raty amortyzacyjnćj a, 
jest równym CA +r} — a(l +r} — a(t + r) — a. Zaś, na końcu 
n roku, ten dług jest równym 


CA r)" A a A —..... — ut + r) —u. 


Otóż, w tćj epoce, dług powinien być umorzonym; potrzeba 
więc żeby wyrażenie poprzedzające było równem zeru; a tém 
samém, żeby było zrównanie : 


CA + r)" =afi r)""' + at +7)"73 ++... . all -7)-Ha, 


jak w pierwszym sposobie. 


h53. UwAGA. Można nakoniec przyjść do formuły [1], nie potrze- 
bując uprzednio zajmować się otrzymaniem summy wyrazów po- 
stępu ilorazowego. Przypuśćmy, w rzeczy samćj, że jedna osoba 


pożycza drugićj summę 5, na n lat. Dłużnik będzie musiał pła- 
cić, każdego roku, procent prosty : xr albo a; i, na końcu, 


> Ą : f a NP 
pozostanie mu jeszcze do zapałeenia summa pożyczona —. Otóż, 
x 


wyobraźmy sobie że ten procent został wniesiony, w chwili w którćj 
jego należytość przypada, do rąk trzecićj osoby, obowiązanćj zająć 
się umieszczeniem go na procent; ta ostatnia osoba odbierze tym 
. sposobem, przez coroczne raty amortyzacyjne, n summ równych a, 
i będzie posiadała w swóm ręku, po n latach, to wszystko w co 


kapitał = urósł w przeciągu tego czasu. Otóż to powiększenie kapi- 
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a x 3 : 
tału jest =a +r S Więc to wyrażenie przedstawia summę 


całkowitą amortyzacyj opłaconych; a ponieważ, z założenia, te 
wypłaty częściowe powinny uskutecznić umorzenie długu, potrzeba 
zatem żeby było : 


= (+r — = CU + r)", 


formuła która w niczćm się nie różni od zrównania [14]. 


454. ZAGADNIENIA. Formuła [1] służy do rozwiązania cztórech za- 
gadnień odrębnych, według tego jak się bierze za nieznaną tę lub 
ową ze cztćrech liter wchodzących do jéj składu. 


4° Jaka ratę amortyzacyjna a, należy płacić na końcu każdego 
roku, dla umorzenia w.n latach pożyczki danćj C, jakoteż jéj pro- 
centów składanych, gdy stopa procentu od jednego franka jest r? For- 
muła [1] daje : 


, — Gr(t + r)u 
2]. = AEri 


Dla zastosowania téj formuły, oblicza się naprzód (1 -+ r)" przez 
logarytmy ; od tego odciąga się jedność, co daje mianownik. Potóm, 
za pomocą formuły : 


log a = log Cr + n logt +r) — logf (1 + r" —1 ), 
oblicza się loga, a tém samém, a 


2° Jaka summe C można pożyczyć dziś, ofiarujac wypłatę jéj, 
w n latach, przez n rat amortyzacyjnych równych a, na stopę 
procentu r od 1 franka? Formuła [t] daje : p 


ba TOM 
rA Fr)" 


Przy obrachowaniu nowćj formuły przez logarytmy, należy po- 
stępować tak samo jak powyżćj. 


3] 
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3° Pożyczajac summę C, na stopę procentu r, i zamierzając sobie 
wypłacić ja, za pomocą rat amortyzacyjnych równych a, przez jaki 
czas należy płacić rate amortyzacyjna? Formuła [1], daje rozwiązując 
ja względem (1 + r)” : 


f nm— a $ 
(Trza 


zkąd wynika : 


ib) 47" log a — log(a — Cr) 
"w logi - r) 


Zagadnienie nie jest możebnóm, jak tylko wtedy kiedy dwu- 
mian (a — Cr) jest dodatnym; gdyż liczby odjemne nie mają 
logarytmów rzeczywistych. Widzimy wreszcie, a priori, że tak 
istotnie być powinno ; gdyż Cr przedstawia procent prosty od ka- 
pitału pożyczonego ; a więc oczywiście, rata amortyzacyjna a musi 
koniecznie przewyższać ten procent, jeżeli chcemy aby umorzenie 
długu pa pewnym przeciągu czasu dało się uskutecznić. 

Jeżeli formuła [4] daje dla n liczbę całkowitą, ta liczba rozwiąże 
pytanie. Lecz, jeżeli dzielenie nie wykona się dokładnie, potrzeba 
ztad wnosić że zagadnienie jest niepodobnóćm. Wszelako, można 
dowieść że, w tym przypadku, jeżeli oznaczymy przez p i (p 1) 
dwie liczby całkowite po sobie następujące które zawićrają między 
sobą ułamek [4], liczba p rat amortyzacyjnych nie uiściłaby długu, 
gdy tymczasem jedna rata więcćj byłaby do opłacenia bardzićj niż 
dostateczną. W rzeczy samćj, ponieważ mamy : 


loga — log(a — Gr) 
P< TEK TIGER ŚL 


będzie także : 


p logi + r)? < loga — logia — Cr) < (p + 1) log(1 + 7), 


a 
a— (r 


albo log(t +r} < log < log + 7)*'; 
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a tém samém, (U + rp za TGS UE r)P*', 


Można jeszcze znieść mianownik, ponieważ ten jest dodatnym; 
a wtedy przyjdzie : 


(a — Cr) (1 + r) < a < (a— €r) i + r+; 


zkąd wyciąga się łatwo : 


af + rp —1 ała A 


| <ch rp, HEN > ch ryt 


Te dwie nierówności dowodzą twierdzenia powyżćj wysło- 
wionego. 

Zastosuje się więc, do wszystkich przypadków, formułę [4]; ta 
formuła da nam liczbę p rat amortyzacyjnych do opłacenia; jeśli 


1-17)P—1 
jest reszta, obrachuje się łatwo różnicę, C(1 -H r} — ARSIS , 
należną na początku (p -+ 14)“ roku; i z tego się zrobi przedmiot 
opłaty wyłącznćj, albo umowy szczególnćj. 


ho Jeżeli pożyczamy summę C, i zamierzamy sobie wypłacić ją, 
wraz z jéj procentami składanćmi, płacąc, podczas n lat, ratę amor- 
tyzacyjną a; jaką jest stopa procentu? 


Formuła [1] jest, względem r, zrównaniem (n--1)e? stopnia, 
które da się rozwiązać za pomocą sposobów szczególnych. Przycho- 
dzi się do wartości przybliżonćj na ilość nieznaną r, opićrając się 
na uwadze następującćj. 


Kiedy C i a są dane, liczba n rat amortyzacyjnych powiększa się 
lub zmniejsza, w miarę jak stopa procentu r powiększa się lub zmniej- 
sza. Dosyć, w rzeczy samćj, dla przekonania się o tém, powrócić do 
drugiego sposobu (452), który dostarczył formuły ogólnćj rat amor- 
tyzacyjnych ; rozpoznaje się że dług, na końcu pićrwszego roku, 
C(1 + r) —a, jest o tyle większym o ile r jest większe, że toż 
samo się dzieje na końcu każdego roku, gdyż mnoży się każdą razą 
dług poprzedzający przez (1 +- 7), i że zmniejsza się późnićj wielo- 
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czyn o ilość stałą a. Przeto, jeżeli n wypłat wystarczą dla umorze- 
nia długu, gdy stopa procentu ma pewną wartość », te wypłaty 
nie wystarczą nadal, kiedy stopa procentu zostanie podniesioną. 

To przypuściwszy, wróćmy do formuły [1] pod kształtem : 


Pes loga — log(a — Cr) 
log(1 + r) 


formuła w któréj r jest ilością nieznaną. Jeżeli damy dowolnie 
dla » pewną wartość 7', to gdy ta wartość jest mniejszą od war- 
tości któréj szukamy, wartość odpowiednia n' ułamku [4] będzie 
mniejszą od wartości danćj n; przeciwnie zaś, n' będzie większćm 
od n, jeżeli 7 jest większe od r. Dowiemy się więc, porównywa- 
jac n’ z n, czy wartość, przypisywana dowolnie dla r, jest za 
mocną albo za słabą; i będziemy mogli, tém samém, za pomocą 
kilku macanin odpowiednio skierowanych, otrzymać szybko war- 
ość dostatecznie przybliżoną na r. 


[4] 


h55. ZASTOSOWANIA LICZEBNE. PRZYKŁAD l. Jaka jest rata amorty- 
zacyjna umarzajaca, w 54 latach, summę 34600 fr,. wiedzac przytóm 
że stopa procentu jest h od 100 rocznie? 


Formuła [2] daje : 

log a = log Cr + n log( 1+ r) — log] A +r)" — 1). 

logit + r) = log(1,04) = 0,0170333393 
n logi +r) = 51 log(1,04) = 0,8687003; 
zkąd : (A -+ r)” = 7,390950. 

To przypuściwszy : 

log Cr = log 1384 = ...........1.... = 3,4411361 

WL KE eaaa a a r ZOK ID = 0,8687003 

log $ (1 + r)" — 1 } — log 6,39095 = 0,8055654 


dop. logf (1 +r)" — 1} —10=...... = 1,1944346 


fig a Ea y a UT. CIRA = 3,2042710.. 
Wiec : a =1600f.556. 
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PRZYKŁAD Il. Umieszczając, na początku każdego roku, summę 50 fr. 


po 6 od 100 rocznie, iaka summe x odbierze wierzyciel po upływie 
24 lat? 


Formuła : 


„2888 WALRUS +9), 


daje : 
log(t -+ r) = log(1,06) = 0,0253058653 


(n-L1) logi + r) = 2% log(t,06) = 0,6326466; 


zkąd : (1 Hr)"*! = 4,20187; 
otóż : I -Er=1,06 
więc : (1 Er)**'— (I -Hr) = 3,23187. 


To przypuściwszy : 
log a = log 50 = 1,6989700 
log f (1 +r)"*! — (1 + r) | =log 3,23187 = 0,5094539 
dop. log r — 10 = dop. iog 0,06 — 10 = 1,2218488 
log z = 3,4302727. 
Więc : æ = 2693!,225. 
PRZYKŁAD III. Jaka summę © można pożyczyć płacąc przez 37 lat, 


w terminie każdćj raty amortyzacyjnćj 825 fr., na stopę procentu 
po LĄ od 100 rocznie? 


Formuła [3] daje : 
log C = log a + log | (1-7)"—1 | — log(t + r)" — log r. 
log(1 + r) = log(1,045) = 0,01911629 


n log(1 + r) = 37 log(1,045) = 0,7073027 ; 
zkąd : (4 + r)” = 5,09686. 
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To przypuściwszy : log a = log 825 = 2,9164540 


log( (1 +7)" — 1) = log 4,09686 = 0,6124512 
dop. log +r)” — 10 =........ = 1,2926973 


dop. log r — 10 = dop. log 0,045 — 10 = 1,3467875 


log C = 4,1683900; 
zkąd : C = 147361,35. 
PRZYKŁAD IV. Po jakiem czasie summa 260000 fr. zostanie umorzona 


przez raty amortyzacyjne wynoszące 10000 franków, wiedząc że stopa 
procentu jest 3; od 100 rocznie? 


Formuła [4] : n= EE 
daje : log a = log 10000 = 4 


log(a — Cr) = log 1550 — 3,1903317 


log a — log(a — Cr) = 0,8096683, 
log(1 Er) =log(1,0325) = 0,0138901 ; 


__ 0,8096683 


aa: = 0,0138901 


=> 


Potrzeba więc będzie płacić 58 rat amortyzacyjnych wynoszą- 
cych po 10000 ifr. Lecz ponieważ dzielenie pozostawia resztę, 
summa dana nie będzie całkiem umorzoną. Na zakończenie ra- 
chunku, należy obrachować z jednćj strony, to co jest należnóm, 
po upływie 58 lat, to jest s = 260000 x (1,0325)5%; obrachować, 
z drugićj, to co się zapłaciło przez raty amortyzacyjne, to jest 


10000 x ((1,0325)8—1)] , . ; 
p=—— ~ + 1 wziąć różnicę (s — p). 
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log 260000 = 5,41497335 log 10060 = 4 

58 log(1,0325) — 0,80562348 log 5,391804 = 0,7317345 

logs — 6,22059683; dop. log 0,0325 — 10 — 1,4881166 

zkąd : s = 1661869". log p = 6,2198507 ; 
Nadto (1,0325) — 6,391804. p = 16590171. 


Więc summa która pozostaje wierzycielowi należną, (s—p) =2852 fr. 


PRZYKŁAD V. Pożycza się summe 35000 fr., i spłaca się ja, wraz 
z jéj procentami składanćmi, przez 52 rat amortyzacyjnych wyno- 
szacych każda 1600 franków. Jaka jest stopa procentu ? 


pa log a — log(a — Cr) 


Formuła [4] : logi + 7) 


Przypuśćmy naprzód : r = 0,04; ztąd wynika : a — Cr = 200. 
log a = log 1600 = 3,2041200 
log(a — Cr) = log 200 = 2,3010300 


log a — log(a — Cr) = 0,9030900; 
log(t -L r) = log(1,04) = 0,0170333. 


Dzieląc 0,9030900 przez 0,0170333, otrzymuje się na iloraz 53, 
liczbę większą od 52. Więc stopa procentu jest mniejszą od 4. 


Przypuśćmy r= 0,035; wtedy a— Cr = 375. 
log a = log 1600 = 3,2041200 

log(a — Gr) = log 375 = 2,5740313 

log a — log(a — Cr) = 0,6300887; 

log(1 -+ r) = log(1,035) = 0,0149403. 


Dzieląc 0,630087 przez 0,0149403, otrzymuje się na iloraz 42. 
liczbę o wiele za słabą. Więc stopa jest daleko bliższą 4 niż 34. 
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Przypuśćmy więc: r = 0,039; wtedy a — Cr = 285. 
log a = log 1600 = 3,2041200 
log(a — Cr) = log 235 = 2,3710679 


log a — log(a — Cr) = 0,8330521 ; 
log(1 + r) = log(1,039) = 0,0166155. 
Iloraz z 0,8330524 przez 0,0166155 jest 50, liczba za słaba : więc 
stopa jest wyższą nad 3,90. 
Przypuśćmy r= 0,0395; wtedy a — (r = 217,50. 


log a = log 1600 = 3,2041200 
logía — Cr) = log 217,50 = 2,3374593 


log a — log(a — Cr) = 0,8666607; 
log + r) = log(1,0395) = 0,0168245. 


Iloraz z podzielenia 0,8666607 przez 0,0168245 daje 51. Stopa 
procentu jest więc wyższą nad 3',95. Jest więc zawartą między 
31,95 i 4. Znamy ją przeto tym sposobem przybliżoną na mnićj 
niż 0,05; i można łatwo posunąć dalćj wartość przybliżoną stopy 
szukanćj. 


156. PRZYPADEK RENT WIECZYSTYCH. Wartość raty amortyzacyjnćj a, 
przeznaczona do spłacenia pożyczki C, w czasie danym n, zmniej- 
sza się kiedy n powiększa się : gdyż, dzieląc oba wyrazy drugiego 
członka przez (1 + r)*, formuła |2] może się napisać : 

Gr 


a= —; 


1 
-aF 


zkąd widzimy że, im n jest większém, tém ułamek >. m jest 
(1 -7)* 


mniejszym ; im więcój mianownik wzrasta, tém bardzićj wartość 
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na a staje się mniejszą. Jeżeli więc epoka spłacenia oddala się 
nieograniczenie, to jest, jeżeli n wzrasta nieograniczenie, wartość 
na a, zawsze przewyższająca Cr, ponieważ mianownik jest mniej- 
szym od 1, zmniejsza się, i ma za granicę Cr, to jest procent pro- 
sty summy pożyczonćj. Otóż, ten przypadek stanowi właśnie rente 
wieczystą. 


ĆWICZENIA. 


1. Na co się zamieni po upływie 41 lat, kapitał 8500 franków umieszczony 
na 4; od 100? 

Znajduje się 51663/,86. 

lI. Ludność 200000 dusz powiększa się przez rok o 1; na 100; o ile pod- 
niesie się ona po upłynionćm stuleciu ? 

Znajduje się 692681. 


III. Przez jaki czas kapiłał 3500 franków powinien być umieszczonym, po 5 
od 100, aby urósł do tejże samćj samuy co kapitał 4300 franków, umiesczo- 
nych po 4 od 100, w przeciągu 18 lat? 


Znajduje się 18 lat, 249 dni. 


iV. Dwa kapitały są umieszczone na procentach składanych : jeden wyno- 
szący 38000 franków, po 43 od 100; drugi 99398 franków, po 3: od 100; 
po jakim czasie podniosą się one do tejże samćj summy ? 


Znajduje się 100 lat. 


V. Jaka jest wartość obecna renty rocznćj 1500 franków, płatnych przez 
36 lat, gdy procentem jest 5 od 100, a pićrwsza wyplata powinna się odbyć 
za rok ? 


1500 X [(1,05)35 — 1] 


Eormala A T TSN SIR $ 
(1,05) X 0,05 


daje 24820/,32. 


VI. Chcemy spłacić dług wynoszaey 25000 franków, w 7 wypłatach co- 
rocznych równych, gdy procentem jest 4 od 100. Jaką powinna być wartość 
raly amortyzacyjnćj ? 

Znajduje się 4165/,16. 
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VII. Jaka jest rata amortyzacyjna umarzająca, w 48 latach, pożyczkę 
36000 franków, na stopę procentu po 3; od 100? 

Znajduje się 1628/,14, 

VIII. Chcemy kupić 3000 franków renty za kapitał wynoszący 91650 fran- 
ków. Na ile lat, rachując procent 3 od 100, możemy nabyć prawo posiadania 
tćj renty ? 


Znajduje się 84 lat. 


IX. Jaką jest wartość rzeczywista, na stopę po 5 od 100, 24°% rat amorty- 
zacyjnych, z których pićrwsza wynosząca 1000 franków, płatną jest za rok, 
a następne tworzą wyrazy postępu ilorazowego rosnącego którego stosunkiem 


jest i ? Obrachować wysokość ostatniéj raty amortyzacyjnéj. 
a (z = >) ę 
Formuła jest SEn Fr - ą , 
1 r 
P 11 
w którćj : a = 1000, q= 10* y = 0,06%; * n = 24. 
Znajduje się : S = 50817/,41. 


Ostatnia rata amortyzacyjna wynosi 8954,30. 


X. Robotnik składa, na początku każdego tygodnia, summę a w kassie 
oszczędności, przez n lat kolejno po sobie następujących. Jaką jest, po upływie 
lego czasu, summa M jego książeczki, gdy stopa procentu jest r od 1 franka, 
a procenta kapitalizują się na końcu każdego roku ? 


53r 1 ja — 
Znajduje się : M == a(62 + 2) PŁ, 


XI. Pewna osoba wnosi, do banku przezorności, summię v, na początku 
każdego roku, przez m lat kolejno po sobie następujących. Pytanie jaką sum-, 
mę a odbićrać ona będzie, na początku każdego roku, przez 2n lat następ- 
nych, aby była całkiem spłacona ze swych uprzednio umieszczonych na banku 
funduszów. 


w” d(1 + r)?" 
Znajduje się : 4 iEr"=1' 


XII. Jeżeli warunki pozostają le same jak w zagadnieniu poprzedzającćm, 
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jaką powinna być liczba n, ażeby summa a była przynajmnićj równą k razy 
summie v? 


Znajduje się warunek : 


—_ k+VKEFG) 
(4 rx EEVEE 


zkąd się wyprowadzi granicę niższą dla n. 
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O EUNKCYACH W OGÓLNOŚCI. 


DEFINICYA FUNKCYJ. — CIAGŁOŚĆ. 


457. Kiedy dwie wielkości zmienne są związane jedna z drugą, 
tak że dla każdćj wartości jednćj z nich odpowiada wartość ozna- 
czona drugićj, mówi się że te wielkości są funkcyami jedna drugićj. 


I tak, w kole, powierzchnia jest funkcyą promienia, i odwrotnie 
promień jest funkcyą powierzchni; ta zależność wzajemna wyraża 
się przez formułę S = =°. Podobnież, przestrzeń przebieżona 
przez ciało spadające jest funkcyą czasu wyrażoną przez formułę 


e= i gÈ; i nawzajem trwanie spadania jest funkeyą przestrzeni 
Je 
przebieżonćj, daną przez związek odwrotny '=V Z. 


Uważa się zwykle jedną z wielkości «x jako zmieniającą się 
w sposób dowolny, i nazywa się ją zmienną niezależną, gdy tym 
czasem zachowuje się nazwisko funkcyi dla drugićj wielkości y, 
„ którćj zmiany są zależne od zmiany pićrwszćj; na mocy tćj ugody 
pisze się 


y =f (x) 


Zależność dwóch zmiennych nie jest zawsze taką, aby można 
- było obrachować jedną za pomocą drugićj ; tak, na przykład, naj- 
większość sprężystości pary wodnćj i jéj temperatura, lubo zmie- 
niają się jedna z drugą, nie dozwoliły dotąd jednak najznakomitszym 
fizykom wyrazić ich związku za pomocą ścisłćj formuły ; spożycie 
żywności jest funkcyą nieznaną ceny nabytku, i t. d. Podobne 
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funkcye, nazwane empirycznemi, nie mogą być dane jak tylko przez 
doświadczenie ; dla określenia ich, układa się za pomocą doświad- 
czeń licznych i dokładnych tablice zawierające, z jednćj strony 
wartości sąsiędnie i bardzo liczne zmiennćj xiezależnej, a z drugićj 
wartości odpowiednie funkcyi. Zacytujemy na przykład tablicę 
następującą, która daje ilości siarczanu sody rozpuszczające się 
w 100 częściach wody pod wpływem różnych temperatur. 


SÓL STAŁA SÓL STAŁA * 
TEMPERATURA. rozpuszczona TEMPERATURA. rozpuszczoną 
w400 częściach wody. w 100 częściach wody. 

0°00 5,02 32°73 50,65 
11,67 10,12 33,88 50,04 
13,30 11,74 10,15 48,78 
17,91 16,73 45,04 47,81 
25,05 28,11 50,40 46,82 
28,76 37,35 59,79 45,52 
30,75 43,05 10,61 hh,35 
31,84 47,37 81,42 42,96 


h58. « Ilość zmienna może zmieniać się w sposób ciagły, lub nie- 
ciągły : jeżeli zmienna, przechodząc z jednćj wartości w drugą, prze- 
chodzi przez wszystkie wartości pośrednie, mówimy że zmienia sie 
w sposób ciagły. 


» Funkcya ciągła zmiennćj danćj nazywamy funkcya, która zmienia 
się w sposób ciągły, gdy zmienna ta w takiż zmienia się sposób, 


» Gdy mówimy, że zmienna przechodząc z jednéj wartości w dru- 
ga, przechodzi przez wszystkie wartości pośrednie, to rozumiemy 
tém orzeczeniem wartości tak dodatne jak odjemne. I tak jeżeli 
zmienna przechodzi z wartości odjemnćj — a, do wartości doda- 
tnćj -+ b, winna przejść przez wszystkie wartości odjemne zmniej- 
szające się bez względu na znak, zacząwszy od a aż do 0, przejść 
przez wartość 0, i następnie zaczawszy od 0, przez wszystkie war- 
tości dodatne, zwiększające się aż do b. Przechodząc więc z wartości 
odjemnćj do dodatnćj, lub odwrotnie, zmienna ciągła winna przejść 
koniecznie przez wartość 0. 


» Funkcya może być ciągła dla wszelkich wartości zmiennćj nie- 
zależnćj x, zawartych pomiędzy pewnemi dwoma wartościami 2, 
1. — 35 
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i X, a przestać być ciągła, gdy zmienna przybiera te wartości. 
Mówimy wtedy, że funkcya jest ciągłą tylko pomiędzy pewnemi 
granicami zmiennćj niezależnćj. Tak na przykład wstawa jest funkcya 
ciągła łuku : lecz styczna jest funkcyą ciągła łuku tylko między 


wartościami SE i "A tegoż łuku; przestaje bowiem być 


ciągła dla tych wartości, dla których jest nieskończoną i w bliskości 
których przeskakuje z bardzo wielkich wartości dodatnych, do bar- 
dzo .wielkich odjemnych, i odwrotnie. » 

(Określenia ciągłości powyżćj przytoczone są wyjęte z Wiadomości 
Wstępnych stanowiących Część I Rachunku Różniczkowego p. Fol- 
kierskiego.) 

Charakterem rozróżniającym funkcye ciągłe jest możność przyj- 
mowania przyrostków tak małych jak się tylko podoba, kiedy 
zmienna niezależna wzrasta stopniami dostatecznie małemi. I tak 
funkcya 


y= ar 
jest funkcyą ciągłą ilości æ, ponieważ jéj przyrostek 
ale + h) — az albo ah 


odpowiedni przyrostkowi % zmiennćj niezależnéj, dąży do zera 
w miarę jak ten ostatni staje się coraz mniejszym. 


Wielkości fizyczne są ogólnie funkcyami ciagłemi. Natura non 
facit saltus. 


PRZEDSTAWIENIE GEOMETRYCZNE FUNKCYJ CIĄGŁYCH. 


459. Wróćmy do tablicy numeru 457 i zatrzymajmy się na tem- 
peraturze 320,73, dla którćj funkcya zmienia raptownie pochód. 


Niech będa «'0z, y'0y dwie osie (fig. 21) prostokątne nieograni- 
czone ; przypuśćmy oś 0% podzieloną na części równe i napiszmy 
przy punktach podziału liczby 


02,04, 00,02, 00,03, 00,04,...:., 19,00, 10,01... 
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potćm przez punkta noszące numera wpisane w pićrwszą kolumnę 
tablicy, wynieśmy prostopadłe równe (wedle pewnej skali) liczbom 
odpowiednim wpisanym w drugą kolumnę; złączmy nakoniec 
rysem ciągłym końce tych prostopadłych, a otrzymamy linią, która 
dostała nazwisko krzywćj rozpuszczalności siarczanu sody. 


Ta krzywa ma nad tablicą poprzedzającą dwie korzyści : naprzód 
pokazuje jaśnićj w jaki sposób rozpuszczalność zmienia się z tempe- 
raturą; potóm dozwala znaleźć rozpuszczalności odpowiadające 
temperaturom pośrednim. 

Chcemy wiedzieć, na przy- Fig. 24. 

kład, rozpuszczalność dla 
temperatury 15*4; przez 
punkt P, naznaczony 15*4, 
na osi Oz, wynieśmy pro- 
slopadłą MP aż do spotka- 
nia się jćj z krzywą, a liczba 
która mierzy tę długość, 
na skali przyjętćj, wyraża ilość soli którą rozpuszcza woda w tej 
temperaturze. 


460. W ogólności, gdy się posiada tablicę wartości funkcyi dla 
pewnych wartości zmiennćj niezależnćj, albo formułę która posłużyć 
może do ułożenia téj tablicy, otrzymuje się krzywą przedstawiającą 
funkcyą, odnosząc na oś Ox wartości zmiennćj niezależnćj i wy- 
nosząc prostopadłe równe wartościom odpowiednim funkcyi. 


Punkt jakikolwiek M, pewnćj krzywćj jest oznaczony gdy się 
daje liczby które mierzą prostopadłą MP i 
odległość OP ; daje się tym liczbom naz- 
wisko spółrzędnych punktu M; pierwsza 
jest rzędną a druga odcinkiem, lub odcięta, 
punktu. Spółrzędne są wreszcie zdolne 
przyjąć znaki; odcięte dodatne biora się 
w kierunku Os a odcięte odjemne w kie- 
runku Os’; tak samo, odnoszą się rzędne 
powyżej lub poniżej osi «'Ox, według 
tego jak te rzędne mają przed sobą znak + 
albo znak =; tym sposobem uważając koło mające poczatek O 


Fig. 22. 


http://rcin.org.pl 


518 ROZDZIAŁ XXIII, ' 


w środku, spółrzędne będą 


-+ MP, + OP, dla punktu M;, 
+ MP; — OP, dla punktu M, 
— MP, — OP; dla punktu M;, 
— M,P, + OP, dla punktu M;,. 


Oznacza się zwykle odcięte przez w, a rzędne przez y. 

161. Nie będziemy zastanawiali się dłużćj nad pożytkiem przieced'd- 
stawienia geometrycznego funkcyj empirycznych. Prace PP. IRŘEŁE- 
GNAULTA i DESPRETZA dają przykłady znakomite i dobrze zniannne 
tego rodzaju działań. 

W analizie używa się krzywych w tym jedynie celu aby przedsteta-a- 
wić obraz widoczny pochodu funkcyi. Linia jest malowidłem jasnnao 
uwydatniającćm prawo algebraiczne które wiąże zmienne międzizyzy 
sobą, a jéj zgięcia, jéj pochód pokazują jednym rzutem oka to cobbyy 
tylko zupełna dyskusya zrównania nie bez trudu wyświecić należyciieie 
potrafiła. 


PRZYKŁAD. Studyum funkcyt 
y = 2 — 5s 4 3. 
Przypuśćmy dwie osie prostokątne Oz i Oy podzielone na części i 


równe, i naznaczmy 1, 2, 3,.. przy punktach podziału. 


Fig, 23. Formuła 


/ 


y =2(6—1)(2— ;) 


pokazuje że rzędna jest zerem dla 


: 3 ., š ś 
DZE A 1% 1 że ona jest ro- 


wną 3 dla w =0, "Krzywa przecina 
y więc oś Or w A i B, a oś Oy 


4 
Ie "ROWE "W A 
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Gdy z powiększa się poczawszy od 5. dwa czynniki z — 1, 


£ -5 są dodatnemi, i powiększają się nieustannie ; y wzrasta 


więc bez granicy pozostając dodatnćm. Ztąd gałąź nieskończona 
BNU która wznosi się ponad Oz, oddala się także od Oy. 


Gdy x zmniejsza się począwszy od 1, dwa czynniki z —1, 
ğ -5 są odjemnemi, i powiększają się nieustannie w wartości 
bezwzględnćj; y wzrasta więc jeszcze bez granicy pozostając do- 
datnóm. Zkąd gałąź nieskończona AMCV przebija Oy w C. 


Nakoniec, kiedy z jest zawartém pomiędzy 1 i 5» dwa czyn- 


niki s —1, e—5 są znaków przeciwnych, y jest odjemnóm, 


i mamy łuk ARB, położony pod spodem Os; łuk ten spaja dwie 
gałęzie VMA, UNB. Punkt najniższy R tego łuku odpowiada naj- 


większości y= {s — DG — z), mającej miejsce z powodu ró- 
wności czynników z — 1 ; — z, których summa jest stałą. Od- 
cięta tego punktu R jest więc pół summą z(! L2) odciętych 
punktów A i B, a R znajduje się na równoległej do Oy popro- 
wadzonéj przez środek I linii AB w odległości IR = 3- 

Połóżmy 


g=0l-ka =.(1 ++ 4 


przyjdzie 


1 
f FE) Z. 
y = 2a g’ 


rzędna y pozostaje tąż samą kiedy « zmienia znak. Jeżeli więc 
weźmiemy, po jednćj i po drugićj stronie I, dwie długości ró- 
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wne IQ, IP, i gdy wyniesiemy prostopadłe QN, PM aż do ichh 


spotkania się z krzywą, figura MPQN będzie prostokątem ; 


tak że:e 


krzywa jest symetryczną względem równoległćj do Oy poprowa-- 
dzonćj przez środek I prostćj AB. 


Krzywe przedstawiające funkcyą ogólna 


y = ar? --ba + e 


mają wszystkie kształt podobny do poprzedzającćj ; są to parabole > 
złożone z podwójnćj gałęzi nieskończonćj i symetrycznćj względem 


Fig. 24. 


równoległćj do Oy. Gałęzie nie- 
skończone są skierowane ku Oy 
albo ku Oy, według tego jak a 
jest dodatném lub odjemnóm ; 
gdyż dla wartości dostatecznie 
wielkich na s, wyraz az?, jak 
wiemy, daje swój znak trójmia- 
nowi: Nadto, krzywa przecina Oz 
w dwóch punktach, jest styczną 
do tej osi, albo nie spotyka jéj 
wcale, według tego jak równanie 


az? + be -- c =0 


ma swe pierwiastki rzeczywiste i nierówne, rzeczywiste i równe, 
albo urojone. Te różne przypadki są przedstawione na fig. 24. 


PIERWSZA WŁASNOŚĆ OGÓLNA FUNKCYJ CIĄGŁYCH. 


462. Funkcye ciągłe posiadają pewne własności ogólne. Przy- 
toczmy naprzód następującą, którą KEPLER wysłowił pierwszy (1615), 
a którą Fermar wziął potem (1655) za Pow swćj teoryi naj- 


większości i najmniejszości : 


W sąsiedztwie największości albo najmnićjszości , każda funkcya 
ciągła pozostaje prawie nieruchoma i zmienia się tylko stopniami bar- 


dzo małemi. 
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Ten fakt występuje bezpośrednio, z wpatrzenia się w krzywe. 
Kiedy rzędna krzywćj przestanie wzrastać, to jest przechodzi przez 
największość, albo przestaje zmniejszać się, to jest przechodzi przez 
najmniejszość, styczna do krzywćj staje się równoległa do osi Oz; 
rzędna tćj stycznćj staje się więc stałą. Otóż, ponieważ w sąsiedz- 
twie punktu zetknięcia można przyrównać cząstkę czyli element 
krzywćj do cząstki czyli elementu stycznćj, widoczna przeto że mały 
łuk krzywćj znajdujący się blisko największości albo najmniejszości 
ma rzędną niemal stała. Funkcya przedstawiona przez tę rzędną 
zmienia się wtedy stopniami bardzo małemi. 


Wynika ztąd że, dła zbadania w jakich okolicznościach wielkość 
zmienna staje się największościa, potrzeba wyrazić że ta wielkość uwa- 
žana w dwóch stanach po sobie nastepujacych nieskończenie sąsiednich 
ma tęż sama wartość : równość wypadkowa, wzięta w chwili granicy 
w któréj dwa stany po sobie następujące jednoczą się, dostarczy własna- 
ści charakterystycznćj najwiekszości albo najmniejszości, 


« Taki charakter jest filozoficznie tém bardzićj właściwym, że sta- 
nowi wyrażenie wprost wynikające z uwagi ogólnćj częste na- 
stręczonćj przez różne zjawiska naturalne które przedstawiają 
zwyczajne przykłady największości albo najmniejszości, takie jak 
zmiany wysokości słońca w obiegu dziennym, nierówne trwanie 
dni i nocy w różnych porach roku, i t. d. We wszystkich przy- 
padkach podobnych, badacze rozsądni dostrzegali zawsze że stan 
największości albo najmniejszości znajduje się stanowczo rozróż- 
nionym od stanów poprzednich albo następnych przez pewien 
rodzaj zatrzymania się szczególnego, które przypominają niekiedy 
nazwania zwyczajem uświęcone, gdy nadewszystko dotyczą pór 
roku (przesilenia dnia z noca, po francuzku solstices, wyraz pocho- 
» dzący z łacińskiego : sol stat). » (Aueusr COMTE, freometrya Ana- 
lityczna.) 


— 2 = .W 7% . 2. W W 


Ta własność znajduje w każdćj chwili swe zastosowanie w mecha- 
nice przemysłowćj, gdzie się szuka często jakie rozporządzenia po- 
trzeba przyjąć, jaką wartość należy nadać pewnćj wielkości którą 
się umie władać, dla wykonania pracy oznaczonćj z najmniejszym 
o ile można kosztem, albo pracy największćj z wydatkiem ozna-- 
czonym. . ; 
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ZASTOSOWANIA ANALITYCZNE ZASADY POPRZEDZAJĄCEJ. 


463. Znaleźć największość lub najmniejszość funkcyt xm -- ym, 
wiedząc że summa x-} y jest stałą i równą a. 


Funkcya do zrobienia największościa lub najmnićjszością jest 
c" + (a — z)”. 
Równając dwie wartości sąsiednie téj funkcyi, mamy związek 
(eH h)” + (a — © — hu = a" + (a — c)M, 
który można napisać 
U) (x + h) — a" + (a — c—h)" — (a— 1)" = 0. 
Wreszcie mamy 


GER=G = (z + h)"—' + zje + et 


© dod aa em, 


albo 

ic -- hy" — c" =h N LENE l 
HAHAH Hane) Han 
podobnież 


(a — c — hy” — (a — q" 
AK NB c — h)” + (a — z) (a— c — h)" --.... 
+ (a — 1)""(a — z — h) + (a — 2)”=' 
ak że związek (1) staje się 
kle + be" + ale + he? 4... a) 


|" — c — h)" + (a — z)(a — z — hy"? +-... | 
+ (a— 2)", $ 
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albo, znosząc czynnik %4 i robiąc h = 0, 


mar = m(a — z)"-!, 
ger= (ae że; 
z =a — 2; 
zkąd z =5 i 
a tém samém, 
a a 


Tak więc, bądź to dla największości, bądź to”dla najmniejszości, 
dwa czynniki z i y powinny być równemi. Widzimy wreszcie 
łatwo że najmniejszość albo największość, ma miejsce według tego 
jak m jest > albo < od 1. 


L64. Krążek poziomy m umieszczony na stole poziomym AB, jest 
oświecony przez lampę F, której spodek jest 
w odległości statéj Bm =a od środka m krążka ; 
na jakiój wysokości FB =h mależy osadzić 
lampę F ażeby krążek adbierat największość 
światła. 


Fig. 25. 


Wiemy że natężenie światła, jakie odbiera 
powierzchnia, jest proporcyonalne do wstawy A w B 
nachylenia promieni, i odwrotnie proporcyo- 
nalne do kwadratu z odległości światła do punktu oświeconego 


powierzchni. Oznaczmy przez æ kąt zmienny Emè, przez A zaś 
natężenie światła które odbiera normalnie powierzchnia położona 
o jedność odległości od ogniska F ; jeżeli więc promień wychodzący 
z ogniska spotyka powierzchnią krążka, pod jakiemkolwiek nachy- 


A ; S: a NATE } 
leniem z, i w odległości Fm = wyp ilość światła, jaką ta po- 


+ 
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wierzchnia w tym punkcie odbiera, będzie : 
wz, albo 
dos? © 


+ wstzdos*z, albo a (wstr — wst’ x). 
a? a? > 

Przeto 

wst z — wst? z 


jest funkcyą, którą należy zrobić największością ; równając dwie 
wartości nieskończenie bliskie funkcyi, mamy 


wst z — wst? z = wst (£ -- h) — wst? (z + h), 


albo 
wst? (z -+ A) — wst? s __ 
wst (x +h) — wstz ’? 
albo 


wst? (z -+ h) + wstz wst(c +h) + wst e = 4 


a więc przechodząc do granicy, to jest robiąc h =0, 


wst? z = 1; 
zkąd 
wskz = 4 
KE 


Taką jest wartość na z, która odpowiada największości oświe- 
cenia. Jest wreszcie rzeczą oczywistą że tu właśnie największość 
ma miejsce, gdyż oświecenie jest zerem już to dla © =0, już to 


ZE 
dla z=5> 


ZASTOSOWANIE GEOMETRYCZNE. 


465. Znaleźć punkt M na prostćj Oy, z którego widzi się dłu- 
gość AB pod katem AMB, najwiekszym możebnym. 
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Niech będzie M’ punkt nieskończenie sąsiedni punktu niezna- 


Z <a 

nego M; równość katów (462) AMB, AM'B wymaga aby czwo- 
robok MW'AB był wpisanym. Na gra- 
nicy, gdy M' jednoczy się z M, pro- 
sta Oy jest styczną, i wyszukanie 
punktu M sprowadza się do znalezie- 
nia punktu zetknięcia koła przecho- 
dzącego przez dwa punkta dane A i B 
i stycznego do linii prostćj danćj Oy ; 
innemi słowy, odległość OM jest średnia proporcyonalną między 
OA i OB. 


Rozpoznaje się, w rzeczy samćj, a posteriori że każdy punkt pros- 
tój Qy, inny jak punkt zetknięcia M, jako położony na zewnątrz 


Fig. 26. 


koła, jest wierzchołkiem kąta mniejszego jak kąt AMB 


166. Przez punkt A wzięty wewnątrz kąta r poprowadzić 
sieczną CD taką, aby prostokąt AC.AD był najmnićjszym może- 
bnym, 

Niech będzie ('D' sieczna nieskończenie sąsiednia siecznćj szu- 
kanćj CD; czworobok CC'DD' jest wpisa- 
nym, gdyż mamy 


AC.AD=AC'.AD. 


Koło przechodzące przez cztery wierz- 
chołki staje się stycznóm w C i D do boków 


~ . 
kąta yOz ; cięciwą zetknięcia CD musi więc 
być Ea spuszczoną z punktu danego A na dwójsieczną Ou 


kata 7 sów. 


167. ZADANIE FERMAT'A. Mając dane dwa punkta A i B położone 
w dwóch środkach różnych które rozłącza linia prosta xy, a oraz 
oznaczywszy przez v iv! prędkości odpowiedne rozchodzenia się świa- 
tła w obu środkach, chcemy wiedzieć drogę AIB jaką musi postępować 
światło punktu świecącego, aby przejść od pierwszego punktu do dru- 
giego w czasie jak najkrótszym. 
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Niech będzie I' punkt sąsiedni punktu I. Z punktów A'i B 
jako środków, długościami AI i BI 


F y; 28. wzięterni za promienie, zakreślmy 
4. NP dwa łuki IK, PH. Różnica czasów 
N ! których używa światło do przebie- 
| YW żenia dróg AIB, AT'B ma za wyra- 
i \DK Y żenie : 
a IFEN] K H 
a 75 vyv 
Pana A~ 


ewi a R: 
V wstIKT” w wstIHD/ 


Wyrażając że ta różnica jest zerem na granicy, i oznaczywszy 


PCER F > F 
przez iir kąty wpadania AIN i załamania BIN, otrzymamy 


1 AE) 
v wsti = y wst? albo wia TV" 


Takie jest prawo pojedyńczego załamywania się światła DESKARTA. 


DRUGA WŁASNOŚĆ OGÓLNA FUNKCYJ CIAGŁYCH. 


168. Zastanawianie się nad krzywemi wystawia jeszcze na widok 
inną własność bardzo ważną funkcyj ciągłych : 

Zmianom bardzo małym zmiennćj niezależnój x, poczynając od 
wartości oznaczonćj, odpowiadają zmiany funkcyt przybliżenie pro- 
porcyonalne. 

Ponieważ w sąsiedztwie punktu zetknięcia, można przyrównać 
element krzywćj do elementu stycznćj, wi- 
dzimy że w rozciągłości MN tego elementu 
spólnego, stosunek SK różnicy rzędnych do 


różnicy odciętych jest stałym i równym stycz: 


nćj trygonometrycznćj nachylenia IMK = « 
prostćój MT na oś Oz. 
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Ta zasada jest bardzo pożyteczną w matematyce zastosowanćj ; 
ile razy zmienna niezależna, waha się oscyllacyjnie około swćj war- 
tości średnićj z, od którćj ta zmienna oddala się bardzo mało, 
innemi słowy, kiedy mamy z =2,--z, gdzie z jest liczbą zmienną 
bardzo małą względem stałćj £o można, bez błędu dostrzegać się 
dającego, zastąpić zawsze każdą funkcyą v, matematyczną albo 
empiryczną, znaną lub nieznaną, przez A -4+ Bz gdzie A i B są 
liczbami stałemi. 


Zastosowaliśmy już tę zasadę robiąc użycie proporcyi tablicowćj 
=} albo z — ad= 0 dla wyszukania logarytmów liczb wyż- 


szych nad 10% 


FUNKCYE WIELU ZMIENNYCH NIEZALEŻNYCH. — JEDNORODNOŚĆ. 


169. Wielkość zależy często od wielu innych;i tak ciężar ciała 
jest funkcyą cztórech zmiennych niezależnych, jego trzech wymiarów 
i jego gęstości. Prócz zmiennych, wchodzą niekiedy do oznaczenia 
funkcyi, ilości które pozostają stałemi w pytaniu które się traktuje ; 
jakoż, w miejscu daném, natężenie g ciężkości nie zmienia się, a 
trwanie wachnięć wahadła zależy od jego długości zmiennćj i od 
stałćj g. Dla wyrażenia że ilość u jest funkcyą wielu zmiennych 
niezależnych Z, y, z,..., używa się oznaczenia 


W =f(T; Yy 2,5 


a pisze się 
ü= f(t, Yy 2,12, a, BY...) 


dla wskazania że funkcya zawićra nadto stałe albo parametry 
as By Yssssso 

Funkcye matematyczne poddzielają się na a/gebraiczne i prze- 
steme; pićrwsze są te na których działaniami wskazanemi do wyko- 
nania mogą być tylko, dodawania, odciagania, mnożenia, dzielenia, 
podnoszenia do potęg całkowitych lub ułamkowych, lecz zawsze 
stopni znanych; drugićmi zaś są te które zawierają inne działania 
wskazane na zmiennych niezależnych; takićmi są, na przykład, 


http://rcin.org.pl 


558 ROZDZIAŁ XXIII. 
ilości wykładnicze a”, logarytmy, linie czyli stosunki trygonome - 
tryczne,..... 


470. Mówi się w ogólności że funkcya f(a, b, c,...) jest jednorodną 
względem liter a, b, c,..., kiedy mamy 


fika, kb, kc,...) ==k"(a, b, c,...), 


gdzie -Æ oznacza liczbę nieoznaczoną jakąkolwiek; wykładnik zaś m 
nazywa się stopniem jednorodności funkcyi. 


PRZYKŁADY. Funkcya [R 4 jest jednorodną stopnia — 2, 
y a? b2 p 


gdyż mamy 


1 EKG, AAA: ad 24 
at rmm=kl(ata)=* (a +a) 


f DAE INY ; 
Podobnież, funkcya za +t jest jednorodną stopnia 0; gdyż 


mamy 


3(ka) + Vkakb _ 3a--Vab ag 3a -+ yab. 
dka + 5kò © 2a- 56  2a+-56' 


W przypadku wielomianu całkowitego, wszystkie wyrazy po- 
winny być tegoż samego stopnia, i znajduje się definicya numeru 30. 


TWIERDZENIE. Kiedy się traktuje przez algebrę pytanie jakiekolwiek 
geometryt, zostawiając nieoznaczoną jednostkę długości, wszelkie związki 
takie jak (a, b, ©,...) ==0, do których się przychodzi między liczbami 
a, b, e,..., mierzącemi różne linie A, B,C,... figury, mają ich pićrw- 
szy członek f(a, b, e,...) jednorodny. 

W rzeczy samćj, rozumowania i rachunki które nas przyprowa- 
dziły do związku 


(1) ha, b, ć,...) =20, 


są całkiem niezależneni od jedności długości przyjętćj ; jeśliby więć 
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wybraną została linia A za jedność długości, znalazłoby się między 
liczbami 4, 6',e',..., któreby mierzyły różne linie figury, związek 
tegoż samego kształtu ż 


(2) Mi GE, c= 03 
otóż mamy 


b 
Fe ACRE 


gdyż stosunek liczb które mierzą dwie wielkości jest niezależnym 
od jedności wybranćj. Zrównanie (2) staje się więc 


(3) (b: |= 


agdy ten nowy związek jest jednorodnym i stopnia zćro, zrówna- 
nie (1) które się otrzymuje mnożąc (3) przez najwyższą potęgę a” 
liczby a wchodzącćj do mianownika, jest jednorodnóm i stopnia m. 


471. Dowodzenie nie przypuszcza że funkcya f(a, b,c,...) jest 
algebraiczna. Wskazuje ono, nadto, sposób przywrócenia jedno- 
rodności w zrównaniu pochodzącóm z zadania w któróm wzięto za 
jedność jedną z linij figury. Potrzeba, oznaczając jedność przez t, 
podzielić przez 4, każdą literę przedstawiającą linia, potćm znieść 
mianowniki. Dodajmy że litery przedstawiające powierzchnie lub 
objętości powinny, stosownie do prawideł podanych w geometryi, 
być traktowane jako wieloczyny złożone z dwóch albo z trzech linij; 
nakoniec litery przedstawiające kąty albo funkcye kołowe wyraża- 
jace tylko stosunki dwóch linij, są czynnikami stopnia zera, i po- 
trzeba w nich odrzucić wszelkie zastosowanie twierdzenia poprze- 
dzającego. 


tym sposobem pojęta zasada jednorodności, przedstawia wysoko 
w nauce ceniony sposób weryfikacyi czyli sprawdzania. W każdćm 
poszukiwaniu geometrycznćm, gdzie jedność została nieoznaczoną, 
jeżeli natrafimy w ciągu rachunku na zrównanie niejednorodne, 
należy się zatrzymać, wnosząc ztąd słusznie że rozumowanie albo 
rachunek muszą być błędnemi: 
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Ta zasada dostarczy nawet dowodzeń najprostszych i bezpośred- 
nich, pewnych twierdzeń zasadniczych geometryi i mechaniki (zob. 
Notę II Geometryi LEGENDRE'A, i numer 26 Mechaniki POISSON'A, 
druga edycya). 


Przytoczmy jeden tylko przykład : 


Powierzchnia trójkąta jest oczywiście funkcyą jego boków a, b, c 
i jego katów A, B, CG; wreszcie ta funkcya ę(a,b, c, A, B, C) jest 
jednorodna i drugiego stopnia; powinno więc być 


olka, kb, kc, A, B, C) = kela, b, c, A, B, O). 


Otóż piérwszy członek przedstawia powierzchnią wszystkich trój- 
katów podobnych trójkatowi danemu, ponieważ kąty są też same, 
a boki proporcyonalne; związek poprzedzający wyraża więc że 
powierzchnie trójkatów podobnych mają stosunek równy k*, to jest 
równy stosunkowi kwadratów z dwóch boków odpowiednich jakich- 
kolwiek. 


ĆWICZENIA. 


1. Niech będzie funkcya jednorodna i drugiego stopnia z n ilości a4, da. «+, u; 
dowieźć że mamy 


V= Vtt Va? je... + V, 


przypuszczając że Vi, V» .:-, Vw sa funkcyami linijnemi zamykającemi 
w sobie odpowiednio n, n — 1,..., 1 ilości. 


II. Znaleźć na krzywćj danćj punkt M taki, aby trójkąt utworzony przez 
styczną w tym punkcie do krzywćj i dwie osie spółrzędnych był, największym 
albo najmniejszym możebnym. — Rozwiązać toż samo pytanie, podstawiając 
za trójkąt, prostokąt wystawiony na odciętćj i rzędnćj punktu M, 


III. Znaleźć na krzywej danćj punkt H taki, aby summa jego odległości od 
dwóch punktów stałych A i B polożonych na płaszczyznie linii krzywćj była 
największością albo najmniejszością. 
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IV. Mając daną krzywą i cięciwę slałą AB, znaleźć na tćj cięciwie punkt M 
laki, aby cięciwa AB była największa albo najmniejsza możebną pomiędzy 
wszystkiemi cięciwami przechodzącemi przez punkt M. Rozwiązać toż samo 


pytanie podstawiając wieloczyn utworzony z odcinków MA i MR zamiast dlu- 
gości cięciwy. 


V. Pomiędzy wszystkiemi cięciwami tćjże samćj długości wpisanemi w krzywa 
daną, znaleźć tę która odcina największy albo najmniejszy odcinek możebny. 
VI. Nakreślić krzywe przedstawione przez funkcye 


y=wsic, y=sta, y= doss, 


/ a(a — a) (x — b) 


y==E|/ xpa 
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O KOMBINACYACH W OGÓLNOŚCI. 


DEFINICYE. 


412. Kombinacyami z m przedmiotów branych po n, nazywają 
się grupy otrzymane z zestawienia z sobą wszelkiemi sposobami 
możebnómi tych przedmiotów branych po n do każdćj grupy 
tak, aby dwie grupy różniły się między sobą przynajmnićj jednym 
przedmiotem do składu ich wchodzącym. 


Przemianami czyli permutacyami z n przedmiotów nazywają się 
w algebrze różne sposoby ustawienia ich według figury oznaczonćj, 
na przykład w linii prostej. 


Zgodzono się nazwać waryacyami z m przedmiotów po n bra- 
-nych różne sposoby ustawienia tych przedmiotów według figury 
oznaczonćj, w linii prostéj na przykład, biorąc je zawsze przy każ- 
dém ustawieniu po n. : 


Wynika z tych definicyj że gdyby, po znalezieniu wszystkich 
kombinacyj z m przedmiotów po n branych, wykonało się, 
w każdćj grupiez n przedmiotów wszystkie przemiany możebne, 
otrzymałoby się dokładnie wszystkie waryacye możebne z tych m 
przedmiotów branych po n. Tak że, jeżeli się rozmnoży liczbę 
kombinacyj z m przedmiotów branych po n, przez liczbę prze- 
mian którą można wykonać na grupie zamykającćj w sobie n 
przedmiotów, otrzyma się dokładnie na wieloczyn liczbę waryacyj 
możebnych z tych m przedmiotów branych po n. 


Oznaczywszy więc pizez KĘ liczbę kombinacyj z m przed- 


miotów branych po n; przez Pą„ liczbę przemian którą można 
wykonać na grupie zamykającćj w sobie n przedmiotów, a przez 
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WZ. liczbę waryacyj możebnych z m przedmiotów po u branych, 
otrzymamy związek 


i bę x Pn = W, 


ztąd się wyciąga Km Wn. 


n =— 
Pn”: 


to jest że, dla otrzymania liczby kombinacyj z m przedmiotów 
branych po n, należy podzielić liczbę waryacyj możebnych z tych 
m przedmiotów branych po m, przez liczbę przemian którą można 
wykonać na grupie zawierającój w sobie n przedmiotów. 


Po znalezieniu więc wartości W} i Pn ; znajdziemy, tém sa- 
mem, za pomocą wzořu powyższego wartość Ky. 


Dla łatwiejszego zrozumienia, przypuśćmy że przedmioty o które 
rzecz idzie są literami alfabetu. K}' oznaczać będzie wtedy liczbę 
sposobów wzięcia m liter po n, tak dalece że się otrzymuje, 
mnożąc je, tyleż wieloczynów różnych. Pn oznaczać będzie liczbę 
sposobów napisania wciąż jedne po drugich n liter oznaczonych. 
Nakoniec Wp oznaczać będzie liczbę sposobów napisania wciąż 
jedne po drugich n liter, wziętych, wszelkiemi sposobami może- 
bnómi, z całkowitćj liczby m liter, 


WARYACYE. 


h73. Niech będa «, b, e, d, .... h, k, l, litery wzięte pod 
uwagę w liczbie m. 


Liczba waryacyj z tych m liter wziętych po jednćj jest oczywiście 
równą liczbie tych liter ; mamy więc 


W ja z= fia 


Starajmy sie utworzyć waryacye z m liter wziętych po dwie. 
Do osiągnięcia czego, wystarczy wziąć z kolei każda z m liter, i 
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napisać po prawej jej stronie każdą z m-— 1 liter pozostałych; 
co daje 


ab ba RPO la 
ac be cb ..... db 
ad bd Cs... IE 


ak bk [AC lh 
al bl (NSE lk 


Znajdziemy tym sposobem wszystkie waryacye z dwóch liter 
złożone ; na dowodzenie tego dosyć wykazać że żadna waryacya nie 
została opuszczoną, ani też żadna nie była powtórzoną. Otóż, 


4° uważmy waryacyą jakakolwiek ck. Brano każdą z kolei literę 
dla utworzenia jakiejkolwiek kolumny pionowćj ; wziętą więc zo- 
stała mianowicie litera c. Po tćj literze, została napisaną kolejno 
każda z liter pozostałych ; została więc napisaną szczególnie litera k ; 
co dało waryacyą ck. Więc, żadna waryacya nie została opuszczoną. 


2° Porównajmy dwie waryacye jakiekolwiek napisane w tabiicy 
powyższćj. Albo te waryacye będą się znajdowały w tćj samej ko- 
lumnie pionowćj, a wtedy będą się między sobą różniły ostatnią 
litera ; albo te waryacye będą się znajdowały w dwóch kolumnach 
różnych, a wtedy będą się one między sobą różniły pierwszą literą. 
Więc wszystkie otrzymane waryacye są różne. 

Więc nakoniec, mamy istotnie tym sposobem wszystkie waryacye 
z dwóch liter złożone. Pozostaje oznaczyć ich liczbę. Otóż, znajduje 
się tyle kolumn ile jest waryacyj z m liter wziętych po jednćj czyli 
tyle ile jest liter, to jest m; aże mamy m — 1 waryacyj w każdćj 
kolumnie, jest więc całkowicie m(m — 4) waryacyj z m liter 
wziętych po dwie; mamy przeto : 

w? = m(m — 1). 


Utwórzmy waryacye z trzech liter złożone. Aby to otrzymać, 
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dosyć wziąć każdą z kolei waryacyą utworzoną z m liter wziętych 
po dwie, i napisać po prawćj jéj stronie m — 2 liter pozostałych, 
co daje 

abe ach bea ..... kla 

abd acd bed ..... klb 

abe ace bee ..... kle 


abl acl bel ..... kth, 

Otrzymarny istotnie tym sposobem wszystkie waryacye złożone 
z trzech liter. W rzeczy saméj : 

19 Uważmy waryacyą jakąkolwiek bek. Braliśmy, z kolei, każdą 
waryacyą otrzymaną z m liter wziętych po dwie dla otrzymania 
jakiejkolwiek kolumny pionowćj ; wzięta więc została w szezegól- 
ności waryacya bc. Napisaną została po nićj każda z liter pozosta- 
łych; napisaną więc została w szczególności litera k, eo utworzyło 
waryacya bck. Więe żadna z waryacyj nie została opuszczoną. 

29 Porównajmy dwie waryacye jakiekolwiek napisane w tablicy 
powyższćj. Albo te waryacye są w tejże samćj kolumnie pionowej, 
a wtedy różnią się między sobą ostatnią literą; albo te waryacye są 
w dwóch kolumnach różnych, a wtedy różnią się przynajmnićj 
porządkiem dwóch pierwszych liter, jak abk i bak, Więc wszyst- 
kie waryacye napisane są różne. 

Więc nakoniec, mamy istotnie tym sposobem wszystkie waryacye 
z liter wziętych po trzy. Pozostaje wskazać ich liczbę. Otóż, znajduje 
się tyle kolumn ile jest waryacyj z m liter wziętych po dwie, to jest 
Wy albo m(m— 1); a że, w każdój kolumnie, mamy m — 2 
waryacyj, jest więc całkowicie m(m — 1)(m — 2) waryacyj Z m 
liter wziętych po trzy; przeto mamy 


W? = m(m — 1)(m — 2). 


Prawo tworzenia się tych wartości jest oczywistćm. Lecz można 
je dowieść sposobem ogólnym. Przypuśćmy że już znalezioną została 
liczba Wy_+ waryacyj z m liter wziętych po n — 1, i że chcemy 
utworzyć waryacye z m liter wziętych po m. Aby to otrzymać, 
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dosyć wziąć z kolei każdą z wartości utworzonych z m liter wzię- 
tych po n — 1, i napisać po nićj każdą z liter pozostałych, które są 
w liczbie m — (n — 1) albo m — n +1. Utworzy się tyle kolumn 
pionowych ile jest waryacyj otrzymanych z m liter wziętych po 
n— 1, i każda z tych kolumn będzie miała m — n-- 1 waryacyj. 
1” Żadna waryacya mogąca być otrzymaną z m liter wziętych po n 
nie została opuszczoną ; gdyż, niech będzie, na przykład, warya- 
cya abc.....gh którą przypuśćmy utworzoną z n liter. Braliśmy 
z kolei każdą waryacyą otrzymaną z m liter wziętych po n = 1 
dla utworzenia jakiejkolwiek kolumny pionowćj; wziętą więc zo- 
stała mianowicie waryacya abc.....g. Napisaną została po niej każda 
z liter pozostałych; napisaną więc została w szczególności litera h, 
eo utworzyło waryacyą abc.....gh. 2° Żadna waryacya nie była po- 
wtórzoną ; gdyż, jeżeli porównamy dwie waryacye napisane w ta- 
blicy świeżo przez nas ułożonćj, albo te waryacye będą się znaj- 
dowały w tejże samćj kolumnie pionowćj, a wtedy będą się one 
między sobą różniły ostatnią litera; albo będą się znajdowały 
w dwóch kolumnach różnych, a wiedy będą się one między sobą 
różniły przynajmnićj porządkiem nm — 1 pierwszych liter, jak 
abc.....gh i gbc.....ah, 


Więc nakoniec, mamy istotnie wszystkie waryacye zawierające po 
n liter. Dla wskazania ich liczby, należy pomnożyć liczbę kolumn, 
albo liczbę waryacyj otrzymanych z m liter wziętych po n — 1, to 


jest Wy_,, przez liczbę waryacyj zawartych w każdćj kolumnie, 
to jest przez m — n -+ 1; otrzymamy więc 


Wr = Wa; X (m — n -- 1). 


Ta formuła jest ogólną, można w nićj dać na n wszystkie war- 
tości całkowite od 2 aż do n; otrzymuje się tym sposobem 
W? = W? X (m — 1) 
Wz = WP X (m — 2) 
WY = WP x (m3) 


Wa = Wy, X (m — n 41). 
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Mnożąc te równości stronami, znosząc czynniki Wą, W?, 


Wi, e Waa  spółne obu członkom, i zastępując czynnik W? 
przez jego wartość m, otrzymamy 


Wa: = m(m — 1)(m — 2)(m — 3) ..... (m — n +1). 


474. Uwaga. Drugi członek składa się z a czynników, które ida 
zmniejszając się o jedność, począwszy od m który jest pierwszym. 
Tak więc liczba czynników jest zawsze równą skazówce n przy- 
wiązanej do ` wę: liczba waryacyj wziętych po dwie jest wyrażoną 
przez 2 czynniki ; liczba waryacyj wziętych po trzy jest wyrażoną 
przez 3 czynniki, it. d.; liczba waryacyj wziętych po n jest wy- 
rażoną za pomocą n czynników. 


4 
PRZYKŁAD I. //e można utworzyć liczb z TRZECH cyfer otrzymanych 
5 PIĘCIU początkowych cyfer nieparzystych 1, 8, 5, 7, 9? 


Liczbą szukaną jest liczba waryacyj z pięciu przedmiotów wzię- 
tych po rzy; jest więc równą wieloczynowi z 3 czynników, któ- 
rych pierwszym jest 5, a inne idą zmniejszając się kalejno o 
jedność. Ta liczbą jest więc 


5X 4X 3% albo 60. 


PRZYKŁAD II. //e można utworzyć wstążek majacych rysy CZTEROKO- 
LOROWE wzięte z SIEDMIU kolorów pryzmatu ? 

Liczbą szukaną jest liczba waryacyj z 7 przedmiotów wziętych 
po cztery ; jest więc równą wieloczynowi z 4 czynników, których 
pierwszym jest 7, a inne idą zmniejszając się kolejno o jedność. 
Tą liczbą jest więc 


1x6x5x4 albo 840, 
PRZYKŁAD IM. Sześciu graczy bawią się gra w karty w którćj daje 


się jedną kartę każdemu ; w iloraki sposób karty tych graczy zmienić 
ste moga ? 
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Liczbą szukaną jest liczba waryacyj z 32 przedmiotów wziętych 
po sześć; jest więc równa wieloczynowi z 6 czynników, których 
pierwszym jest 32, a inne ida zmniejszając się kolejno o jedność. 
Tą liczbą jest więc 


32 x 31 x 30 x 29 x 28x27 albo 652458240, 
Gdyby gra była z 52 kart, liczbą szukaną byłaby 


52 x 51 x 50x19 x H8x 17 albo 446584134400. 


PRZEMIANY. 


475. Obrachujmy teraz liczbę przemian możebnych, która się daje 
wykonać na n przedmiotach. Przemiany różnią się od waryacyj 
tém tylko że się bierze wszystkie litery ; innemi słowy, liczba prze- 
mian z n przedmiotów jest równą liczbie waryacyj z n przedmio- 
tów po n; to jest że można napisać 


Pa = WÈ. 


Gdy więc zastąpimy m przezn w wartości na Wy, otrzymamy 
wartość Pn. Otrzymuje się tym sposobem 
Pn = n(n — 1) (n — 2) ..... 2.1 
albo PSETS. 58. RES 41). 
To jest liczba przemian z n przedmiotów jest równą wieloczy- 
nowi ciągu naturalnego liczb całkowitych, od 1 aż do n. 


Zauważyć należy że, tak tu jak we wzorze waryacyj, liczba czyn- 
ników jest równą n. 


Możnaby było wyprowadzić wprost tę formułę. 


Przypuśćmy, w rzeczy samej, że się znalazło przemiany z n — 1 
liter a, b, ©, ..... k, i że ich liczba jest P,„_,. Dla utworzenia 
przemian zn liter, weźmie się każda z przemian n—1 liter. 
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i wprowadzi się do nićj n* literę, /, kolejno na wszystkie miejsca. 
Przemiany tym sposobem otrzymane będą wszystkie różne; gdyż 
będą się one między sobą różniły, albo porządkiem n— 1 liter 
pierwotnych, albo miejscem które zajmuje nte litera wprowadzona /. 
Wreszcie, żadna nie będzie opuszczoną ; gdyź, jeśli zauważymy 
przemianę able.....k, na przykład, widzimy że ta pochodzi z prze- 
miany abc.....k zawierającćj n — 1 liter, w którćj została wpro- 
wadzoną litera / na trzecie miejsce : ta przemiana jest więc taką 


jaką powinna była być otrzymaną. Znaleźliśmy więc istotnie tym 


sposobem wszystkie przemiany z n liter. Otóż, każda przemiana 
z n—1 liter dostarczy n przemian z n liter; gdyż litera / może 
być położona na n miejscach różnych. 


Otrzymamy więc 
Ew EPX A 


Jeżeli, w tym wzorze, który jest ogólnym, weźmiemy na n 
wszystkie wartości od 2 aż do n, znajdziemy 


Pim P,.2 
Pye Pa 3 
PEES WTA 
Po = Pj- 


Mnożąc stronami, znosząc czynniki spólne w obu członkach, 
i uważając że liczba przemian z jednćj litery jest równą 4, albo że 
P, =4 przyjdzie 


i EE O E A ET? 


476. Możnaby jeszcze przemiany w ten sposób wyłożyć. 


Kiedy liczby mi n są równemi, wszystkie przedmioty figurują 
w każdój grupie; te waryacye różniące się tylko rozporządzeniem 
przedmiotów, biorą nazwisko przemian. Oznaczywszy przez Pm liczbę 
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przemian z m przedmiotów, mamy formułę 
Pn = m(m — 1)(m — 2) .... 3.2.4. 


Wskazuje się często wieloczyn 1.2. 3 ..... m przez oznaczenie m/ 


Oto sposób postępowania dla utworzenia przemian. Dwie litery 
a i b dają miejsce tylko dwom przemianom aż i ba. W przypadku 
trzech liter a, b, c, kładzie się c po prawćj stronie każdćj z prze- 
mian ab i ba, potém posuwa się kolejno tę literę o jedno miejsce 
od prawćj ku lewćj ręce aż do pierwszego miejsca. Tym sposobem 
przemiana ab dostarczy 


abc, ach, cab, 


a przemiana ba 
bac, bea, cha. 
Ogólnie, mając dane wszystkie przemiany z m -— 1 przedmio- 
tów, utworzymy przemiany z m przedmiotów kładąc m% po prawćj 


stronie każdćj z przemian poprzedzających, i posuwając go kolejno 
o jedno miejsce od prawćj ku lewćj ręce aż do pierwszego miejsca. 


PRZYKŁAD I. /łu sposobami można zaprządz do dyliżansu 5 koni 
oznaczonych ? 

Liczbą szukaną jest liczba przemian z pięciu przedmiotów: jej 
wartość jest więc 


1.2.3.4.5 albo 420. 


PRZYKŁAD IL. Gospodyni domu ofiaruje swym gościom 12 talerzy 
deseru ; ilu sposobami mogą one być ustawionemi na stole? 


Liczbą szukaną jest liczba przemian z dwunastu przedmiotów, 


to jest 


1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12 albo 479001600. 
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PRZYKŁAD III. Zu sposobami karty moga być ułożone w pakiecie ze 
24 kart? 


Liczbą szukaną jest liczba przemian z 24 przedmiotów; to jest 
1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16.17.18.13.20.21,22,23,24. 
Wykonywając rachunki, otrzyma się 


620448404733239439360000. 


WIELOCZYNY RÓŻNE. 


477. Znalazłszy liczbę waryacyj z m przedmiotów wziętych 
po n, i liczbę przemian możebnych z n przedmiotów, otrzymuje 
się natychmiast liczbę kombinacyi wziętych po n za pomoca før- 
muły 


m__ n 
Ka= 5. 


Ph 


uzasadnionej w numerze 472. 


Podstawiając za W™ i P, ich wartości (473, 475), znajdziemy 


km — m(m — 1) (m — 2) (m — 3). zie > „a 
LAY TORY NEPECNE n 


Jest, w tém wyrażeniu, n czynników w liczniku i tyleż w mia- 
nowniku. Licznik ma za swój pićrwszy czynnik liczbę całkowitą m 
przedmiotów ; inne czynniki idą zmniejszając się kolejno o jedność. 
Mianownik jest wieloczynem ciągu naturalnego liczb całkowitych 
od 1 aż do liczby n przedmiotów wchodzących do każdej kombi- 
nacyi. 


Możnaby było otrzymać także tę formułę wprost. 


Przypuśćmy że się znałazło kombinacye z m liter wziętych po 
n — 1, i że chcemy utworzyć kombinacye z tychże liter wziętych 
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po n. Można będzie, po prawćj stronie każdćj kombinacyj złożonćj 
z n— 1 liter, napisać kolejno każdą z m — (n — 1) albo m — n--1 
liter pozostałych. Lecz, jest łatwo dostrzedz że każda kombinacya 
zawierająca n liter, będzie tym sposobem powtórzona n razy; 
gdyż ona pochodzi zarówno z wprowadzenia jednćj którejkolwiek 
z n liter do nićj wchodzących, do kombinacyi utworzonej z n —- 4 
innych. 

Dla otrzymania liczby kombinacyj z liter wziętych po n, będzie 
przeto potrzeba mnożyć liczbę kombinacyj z liter wziętych po n — 1 
przez m —n +1, i dzielić wieloczyn przez n. Tak więc mamy 


m—n--1 
KR= Rezo pok. 


Jeżeli, w tym wzorze, który jest ogólnym, weźmiemy na n 
wszystkie wartości od 2 aż do n, znajdziemy szereg równości 


m— 1 
* m — 2 
z K? x 3 
m — 3 
E= kz x 7 
5 m—n--1 
RER X A 


Mnożąc stronami, znosząc czynniki spólne w obu członkach, i 


uważając że Km, albo 7 przyjdzie 


m— M m—1 m—?2 m—3 m— n41 
RR=——.—— ——— 


BU OCR "2" M 


_ m(m — 1)(m — 2) (m — 3)... (m —n +1) 
"dA; 33 „4 n - 


http://rcin.org.pl 


U KOMBINACYACH W OGÓLNOŚCI. 373 

478. Oto sposób postępowania dla utworzenia wieloczynów róż- 

nych. Niech będzie pięć liter a, b, c, d, e. Wieloczyny złożone z liter 

wziętych po dwie otrzymują się mnożąc ! ażdą literę kolejno przez 
litery po nićj następujące ; tćmi wieloczynami sa więc 


ab, be, cd, de, 


ac, bd, ce, 
ad, be, 
ae, 


Utworzą się wieloczyny zawierajace po trzy litery, mnożąc każdy 
z wieloczynów poprzedzających przez różne litery które następują 
po ostatnim czynniku wieloczynu uważanego; znajdziemy tym 
sposobem 


abc, acd, ade, bed, bde, cde. 
abd, ace, bee, 


abe, 


Ogólnie, dla utworzenia wieloczynów z m przedmiotów wziętych 
po n, potrzeba położyć po prawćj stronie każdego wieloczynu 
rzędu poprzedzającego, różne przedmioty które następują po przed- 
miocie kończącym ten wieloczyn. 


PRZYKŁAD I. W radzie złożonój z dwunastu członków, wyciąga się 
losem kommissyą z pięciu członków, dla zajęcia się pewną pracą. Ilu 
sposobami ta kommissya mogłaby być złożoną? 


Liczbą szukaną jest liczba kombinacyj z dwunastu przedmiotów 
wziętych po pięć. Licznik musi się składać z pięciu czynników 
12.11.10.9.8; a mianownik z pięciu czynników 1.2.3.4.5. Liczbą 
szukaną będzie więc ` 


42.41.10.9.8 


E A albo 11.9.8 albo nakoniec 792. 


PRZYKŁAD H. Pocztmistrz, mający 15 koni w swéj stajni, musi ich 


http://rcin.org.pl 


574 ROZDZIAŁ XXIV. 
dostarczyć h do przeprzęgu powozu osób odbywających podróż extra- 
pocztą; ilu sposobami może on to wykonać? 

Liczbą szukaną jest liczba kombinacyj z pietnastu przedmiotów 
wziętych po cztćry. Licznik musi się składać z czterech czynników 
15.14.13.12; a mianownik, z cztórech czynników 1.2.3.4. Liczba 
szukaną będzie więc 


albo 15.7.13, albo nakoniec 1365. 


PRZYKŁAD III. Każdy gracz rozdający karty, w grze pikietowćj, 
daje 12 kart z 32 swemu przeciwnikowi; ilu sposobami tenże jego prze- 
elwnik może być usłużonym? 

Liczbą szukaną jest liczba kombinacyj z 32 przedmiotów wziętych 
po tuzinie, to jest 


32.31.30.29.28.27.26.25.24.23.22.21 


4.2. 3. b. 5. 6. 7. 8, 9.10.11.12 


albo, znosząc czynniki spólne w liczniku i mianowniku, 


31.29. 26.23.21.20 albo 225792840 
179. Uwaga I. Wartość K% może być położona pod innym 
kształtem który dobrze jest poznać. 


Pomnożywszy dwa wyrazy K™ przez wieloczyn 


(m — n) (m — n — 1) (m — n — 2)... 3.2.1, 
albo 1.2.3.4.... (m — n); 
otrzymamy 


km — m(em—)(m—2)(m—3). ..(m=n--1)(m—=n)im=n—1)...3.2.1 
Wi Ą WL TWE OKW TAECE 3...(m —n)' 


Otóż, licznik jest wtedy wieloczynem ciągu malejącego liczb 
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całkowitych od m aż do 1, albo, co na jedno wychodzi, wielo- 
czynem ciągu naturalnego liczb od 1 aż do m. Można więc na- 
pisać 


1:33:63) DODOOZZRZZZMI 
1.2.3..... n X 1.2.3..... (m — n) 


ZY — 
K, = 


A ponieważ K™ jest koniecznie liczbą całkowitą, widzimy że wie- 
loczyn ciagu naturalnego liczb od 1 aż do m, jest zawsze podzielnym 
przez wieloczyn 1.2.3....n, oraz przez wieloczyn 1.2.3.... (m — n), 
i przez wieloczyn z tych dwóch wieloczynów. 


Możnaby było zauważyć podobnież, pod piérwszym kształtem Ke, 
że wieloczyn m(m = 1) (m — 2)....(m—n--1) jest zawsze po- 
dzielnym przez wieloczyn 1.2.3....n; albo że wieloczyn z n liczb 
całkowitych po sobie następujących jest zawsze podzielnym przez wie- 
loczyn z n liczb początkowych. 


Uwaga II. Wynika także z formy którą nadaliśmy wartości K% 
że liczba kombinacyj z m przedmiotów wziętych po n, jest równą 
liczbie kombinacyj z tychże samych przedmiotów wziętych po m — n. 


W rzeczy samćj, wzór powyższy jęst ogólnym, można więc dać 
dla n wartość jakąkolwiek byleby mniejszą jak m; dajmy mu 
wartość m— n, lo jest przemieńmy n na m—n; wyniknie 
złąd że m—n przemieni się na m—(m— n) albo na n. Znaj- 
dziemy więc 


km 1.2.3.4.. 4 oom, 
men = 1,2.....(m=n) x LZS, 


Przeto Kg S 


co było do dowodzenia. 


Możnaby było dostrzedz tę własność wprost. Gdyż, jeżeli weźmić - 
my m liter, na przykład, z większćj ich liczby m, pozostanie 
ich m — n; dla każdćj kombinacyi z n odpowiada jedna kombi- 
nacya z m— n liter, i vice versa. A jeżeli kombinacye z liter wzię- 
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tych po n są wszystkie różne, będzie toż samo miało miejsce 
z kombinacyami z liter wziętych po m —n, i odwrotnie, Więc le 
kombinacye są w tójże samćj liczbie. 


480. ZAGADNIENIE |. Pomiędzy kombinacyami z dwunastu liter, 
a, b, c,..., £ £. d., wziętemi po PIĘĆ, ile znajduje się takich które zawie: 
raja zarazem TRZY litery oznaczone a, b, c? 


Na rozwiązanie tego zagadnienia, wystawmy sobie że chcemy 
utworzyć kombinacye z liter wziętych po pięć które zawierają zara- 
zem a, bi c. Rozpoczniemy od napisania tych 3 liter; a za temi trzema 
literami, potrzeba będzie napisać dwie inne, wzięte pomiędzy 12 — 3 
albo dziewięcioma lilerami pozostałómi. Liczbą szukana jest więc 
liczba kombinacyj z 9 liter wziętych po dwie ; to jest 


+ 


= 
x 


| . 


albo 36. 


— 
"z 


Gdyby żądano wiedzieć ogólnie : ile, pomiędzy kombinacyami 
z m liter wziętych po n, jest takich które zawićrają zarazem p liter 
oznaczonych? zauważyłoby się podobnież że, dla otrzymania kombi- 
nacyj żądanych, należałoby naprzód napisać p liter wchodzących 
do wszystkich tych kombinacyj, potćm dopełnić liczbę n liter 
w każdćj kombinacyi, biorac n — p liter spełniających pomiędzy 
m—p literami jeszcze nie napisanćmi. Liczbą szukaną byłaby 
więc liczba kombinacyj z m — p liler wziętych po n — p, to jest 


(m — p) (m — p— 1) (m — p— 2)... [m —p— (r — p) +1] 


De 146 )R M IĘAX m= 
albo (oy) (m=p—1) (m—p—2)..... (m = n+ 1) 
1. 2 : R waa =p) 


ZAGADNIENIE li. Pomiędzy kombinacyami z dwunastu lie 
a, b, Cp... č t. d., wziętych po Pięć, ile jest takich które nie zawić- 
rajani a, ni b, ni c? 


Jeżeli się odłoży na stronę 3 litery a,b, c które nie powinny 
wchodzić do kombinacyj żądanych, pozostanie ich 12 — 3 albo 9; 
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liczbą szukaną jest więc liczba kombinacyj z dziewięciu liter wzię- 


tych po pzęć, to jest 


9.8.7:6.5 ? 
1.2.3.5.5 albo 126. 


Gdybyśmy chcieli wiedzieć ogólnie : ile, pomiędzy kombinacyame 
s m liter wziętych po n, jest takich które nie zawićrają żadnćj z p 
liter oznaczonych a, b,c, i t.d., zauważyłoby. się podobnież że 
odiożywszy na stronę te p liter które nie powinny wchodzić do 
kombinacyj żądanych, pozostałoby ich m — p. Liczbą szukaną 
byłaby więc liczba kombinacyj z m — p liter wziętych po n, to 
jest 


(m — p) (m — p — 1) (m — p — hi) s... (m — p— n41) 
"EEG A ’ Gonga n : 


ZAGADNIENIE I. Pomiędzy kombinacyami z dwunastu liter 
a, b, e,..., i t. d., wziętych po »iĘć, ile jest takich które zawieraja 
przynajmnićj jedną z 3 liter a, b, e? 


Gdy się znajdzie liczbę wszystkich kombinaeyj złożonych z liter 
wziętych po pięć, potém liczbę tych kombinacyj które nie zawić- 
rają ni a, ni b, ni c, różnicą tych dwóch liczb będzie liczba 
kombinacyj do których wchodzi koniecznie jedna przynajmnićj 
z 3 liter a,b,c. Otóż, liczbą wszystkich kombinacyj z dwunastu 
liter wziętych po pięć jest 


12.11.10.9.5 


1. 2 3.4.5 albo 792. 


Dopiéro co otrzymaliśmy że liczbą tych kombinacyj do których 
nie wchodzą ni a, ni b, ni e jest 126; różnica 792 — 126, 
albo 666 będzie więc liczbą szukaną. 


Gdybyśmy chcieli dowiedzieć się ogólnie : ile, pomiędzy kombi- 
nacyami z m liter wziętych po n, jest takich które zawićrają przy- 
najmnićj jedną z p liter oznaczonych a, b,c, ited., zauważali- 
byśmy podobnież że liczbą szukaną jest różniea między liczbą 

1.—37 
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wszystkich kombinacyj z m liter wziętych po n, a liczbą tych 
kombinacyj nie zawićrających żadnćj z p liter oznaczonych; 
liczba która została świeżo wyrażoną. Liczbą szukaną byłaby więc 


Ali= 1) (m — 2) ..... (m — n + 1) 
WJEOOREJETAE n 


a (m—p)(m —p—1).... (m — p—n-+-1). 
lot 2 -T n 


PRZEMIANY Z POWTÓRZENIEM. 


481. Liczba przemian którą można wykonać na przedmiotach róż- 


NYCH 8, Dys€ss3:2 |, biorąc każdy z nich liczbę razy odpowiednio 
równą a, B, y»... à, jest daną przez formutę | 
m! 

(i a!Bly!.....A! 
w którć 


m = a +B Hyt. H 
W rzeczy saméj, m przedmiotów różnych 
Ais Mys +. Ua, bis n A b:,. 3} li AAA b. 


dałyby miejsce do m,! przemian. Wystawmy sobie te przemiany 
uporządkowane w grupy takie, że w każdéj z nich, dla przejścia 
z jednéj przemiany do drugićj, wystarczy przemienić między sobą 
przedmioty a; 0>.....02; każda grupa będzie zawićrała a! prze- 
mian, które się sprowadzą do jednćj kiedy œ przedmiotów 
ay 04.....0. staną się równómi a; liczba wszystkich przemian 
sprowadzi się wtedy do liczby grup poprzedzających, to jest 
do mi . Zobaczymy tak samo że, kiedy przedmioty b, b»... b, będą 
zastąpionćmi przez b, liczba przemian musi być podzieloną 
przez ß! itak daléj. Tak że formułą ostateczną jest właśnie for- 
inula (1). 
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Na przykład, jeżeli mamy czfćry lilery a i płęć liter 4, z tómi 

dziewięcioma literami można utworzyć liczbę przemian oznaczoną 
przez 


Bs _ 91 | 1.2.3:4.5.6.7.8.9 __ 9.8.76. 
Pe GI51  1.234X1.23.4.8 ELERA 
9.8.7.6 
aib O = 496. 
ai: Łan 2” 


PRAWDOPODOBIEŃSTWA. 


482. W grach hazardownych, forma gry oznacza pewną liczbę 
kombinacyj mogących się wszystkie urzeczywistnić zarówno i dają- 
cych się rozdzielić na dwie kategorye : te które są korzystne dla 
gracza i te które stanowią jego stratę. Głównym interesem gracza 
jest przedewszystkiem wiedzieć, nie o liczbie bezwzględnćj przy- 
padków mu przychylnych lub przeciwnych, lecz jedynie o stosunku 
liczby przypadków szczęśliwych do liczby catćj wszystkich przypad- 
ków. Ten stosunek przyjął nazwisko prawdopodobieństwa. 


Oto kilka przykładów : 


Urna zawićra 50 kulek między któremi jest 30 białych a 20 czar- 
nych; gracz zakładający się o wyciągnięcie jednćj kulki białej ma 
prawdopodobieństwo wygrania równe 0 = 5i a prawdopodo- 


5 


bieństwo jego przeciwnika jest 
, 


Z gry kompletnej 52 kart wyciąga się 13 kart tegoż samego 
koloru, układając je na los szczęścia. Jakie jest prawdopodobień- 
stwo sprowadzenia w dwóch pićrwszych kartach króla i damy? 
Liczbą rozporządzeń możebnych z 13 kart jest 1.2.5....13, a po 
ustaleniu króla i damy na pićrwszćm i na drugićm miejscu, pozo- 
staje tylko 11 kart które można rozporządzić 1.2.3....11 sposobami; 
podobieństwo szukane jest więc 
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Takiemi są zadania które dały miejsce do teoryi kombinacyj; 
ta teorya, którćj znajdują się pićrwsze ślady w logistyce (aryt- 
metyka ogólna) JANA Burreo (1559), należy się właściwie mówiąc 
pracóm PASKALA, FERMAT'A, LEIBNITZ'A, BERNOULLIEGO. 


GWICZENIA. 


1. Pewien gracz bierze 12 kart z 32 ; ilu sposobami będzie mogło się zda- 
rzyć : 19 aby ten gracz miał 4 asy; 2° aby nie miał żadnćj figury ; 3* aby miał 
przynajmnićj jedną żołądź ? 

Stosując formuły numeru 480 znajduje "się następujące odpowiedzi : 
1* 8108405 sposobami ; 2° 125970 sposobami ; 3° 223088684 sposobami. 


Li. Daje się nazwisko kombinacyj zupełnych tym w których każda litera 
może być połączoną z niąż samą i ze wszystkiemi. Dowieść że liczba kombinacyj 
zupełnych z m liter wziętych po n jest równą liczbie kombinacyj bez powtó- 
rzenia z m--n—1 liter wziętych po n 2° Liczba waryacyj zupełnych 
z m liter wziętych po n jest m”. 


I1. Oznaczywszy przez P, liczbę sposobów rozłożenia wielokąta na trójkąty 
przez przekątne, mamy 


in — 6 , 
— Py 
n 


= Py + Pry Pa Pr P; Feee HH Ps Pami + Pn. 


Pn+1 = 


IV. Łączy się po dwa, przez linie proste, n punktów takich, że trzy jakie- 
kolwiek z pomiędzy nich nie są w linii prostej. Jaką jest liczba przecięć popro- 
wadzonych linij ? 


Znajduje się ; nin = 1) (n — 2})'n — 8). 


V. n osób sa ustawione w koło; każda z nich posiada pewną summę z któ- 
rój jest obowiązana wręczyć cząstkę oznaczoną swemu sąsiadowi na prawo 
każda więc odbierze pewna summę do lewćj ręki a wręczy inną z ręki prawćj. 
Chcemy oznaczyć jakie powinny być stosunki fortun pierwotnych aby po wy- 
mianie osoby były zarówno bogate. 
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DWUMIAN NEWTONA. 


WIELOCZYN Z ILUKOLWIEK DWUMIANÓW MAJACYCH TENŻE SAM 
PIERWSZY WYRAZ. 


h83. TWIERDZENIE. Wiełoczyn z m wielomianów jest summa alge- 
braiczną wszystkich wieloczynów z m czynników utworzonych z jed- 
nego wyrazu pićrwszego wielomianu, jednego wyrazu drugiego... . 
i jednego wyrazu ostatniego. 


Jużeśmy raz to twierdzenie dostatecznie uzasadnili (28), teraz 
udowodnimy je na nowo innym sposobem. 


Drugie dowodzenie. Twierdzenie to zostało już dowiedzionćm 
w przypadku dwóch czynników (27); dosyć przeto okazać że kiedy 
to twierdzenie jest prawdziwem dla wieloczynu P złożonego z n 
wielomianów, jest także prawdziwćm dla wieloczynu złożonego 
z n--1 wielomianów. 


Otóż wynika z równości 


P(a b e + +... + k+ 0) = Pa + Pb + Pe +- ..... +-Pk + P 
i ze składu wieloczynu P: 


4° Że wszystkie wyrazy nowego wieloczynu zamykają w sobie 
n--1 czynników, do których składu wchodzą : jeden wyraz 
pićrwszego wielomianu, jeden wyraz drugiego,..., i jeden wyraz 
ostatniego; 


s r © 3 ią . A . . . 

2° Że wszystkie te wyrazy sa różne, ponieważ dwa jakiekolwiek 
z pomiędzy nich różnią się między soba, bądź to ostatnim czynni- 
kiem, bądź to wyrazem pochodzącym z wieloczynu P; 
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30 Że wszystkie możliwe wieloczyny z n-H1 czynników zostały 
otrzymane ; gdyż umieściliśmy kolejno każdy z wyrazów ostatniego 
wielomianu po prawćj stronie wszystkich wieloczynów z n czynni- 
ków utworzonych, biorąc jeden wyraz w każdym z n pierwotnie 
danych wielomianów. 


184. Zastosujmy to twierdzenie do wieloczynu z m dwumianów 
(© --a)(c -- b) (c c) ... (© l) 


uporządkowanego według potęg ubywających litery z. 


Wieloczyn z tych m czynników dwumianowych jest summa 
wieloczynów otrzymanych biorąc wszelkićmi sposobami możebnómi 
jeden wyraz w każdym z nich. Jeżeli weźmiemy piórwsze wyrazy 
m dwumianów, otrzymamy pićrwszy wyraz z” wieloczynu. Jeżeli 
weźmiemy drugi wyraz a w piórwszym czynniku dwumianu, i 
pióćrwszy wyraz æ we wszystkich innych, otrzymamy wielo- 
czyn ax"! który jest stopnia m —1; biorąc tak samo drugi 
wyraz b w drugim czynniku dwumianowym, a pićrwszy wyraz «© 
we wszystkich innych. znajdziemy %æ™—!; jednćm słowem, drugi 
wyraz jakiegokolwiek z czynników dwumianowych, połączony 
z pićrwszćmi wyrazami wszystkich innych, daje na wieloczyn 
wyraz zawierający z™—!. Zebrawszy wszystkie te wyrazy stopnia 
m —1, widzimy że z™—! ma za mnożnik summę z m ilości 
a, b, c,...,ł, summę którą w skróceniu oznaczymy przez S. Tak 
więc drugim wyrazem wieloczynu jest S,0”—!. 


Weźmiemy teraz drugie wyrazy w dwóch jakichkolwiek czynni- 
kach dwumianowych, a pićrwsze we wszystkich innych, utworzymy 
wyrazy stopnia m —9, takie jak 00% ©, acz 2, DoZ" 2, 1UŁ. d. 
Zebrawszy wszystkie te wyrazy, widzimy że «”%-%, położone na 
czynnik spólny, będzie rozmnożone przez summę kombinacyj z m 
liter a, b,..../ po dwie branych. Oznaczmy przez Są summę tych 
kombinacyj; trzecim wyrazem wieloczynu będzie S+z"—*. 


Biorąc także drugie wyrazy w trzech jakichkolwiek czynnikach 
dwumianowych a pićrwsze we wszystkich innych, utworzymy wy- 
razy stopnia m — 3, takie jak abes™—, abdx™—’, it. d. Zbierając 
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te wyrazy w jeden, i nazywając S, summę kombinacyj z liter 
a, b,...ł branych po trzy, otrzymamy czwarty wyraz S;7”-3 wie- 
loczynu. 

Ogólnie, biorąc drugie wyrazy w n jakichkolwiek czynnikach 
dwumianowych a piérwsze w m—n innych, utworzymy wyrazy 
stopnia m — n; zebrawszy te wyrazy i przedstawiwszy przez $, 
summę kombinacyj z m liter a, h,....../ po n branych, znaj- 
dziemy wyraz ogólny wieloczynu : $„r”=". 

Otrzymamy wyrazy pićrwszego stopnia biorąc drugie wyrazy we 
wszystkich czynnikach dwumianowych, wyjawszy w jednym, a 
pierwszy w tym ostatnim; te wyrazy zebrane dają przedostatni 
wyraz wieloczynu Sm_,r. Nakoniec wieloczyn abc.../ drugich 
wyrazów we wszystkich czynnikach dwumianowych, wieloczyn 
który oznaczymy przez Sm, daje ostatni wyraz wieloczynu szu- 
kanego. 


Tak więc wieloczyn z m czynników dwumianowych rozwija się 
w sposób następujący : 


2" L Sent - gym? + Sie „. + Sme -|- Sy. 
A zatóm aian z m dwumianów jest 
(æ + a) (6-5) w ole H 
= m™ + 8,2"! H Sa" 4- .., H 8,00", H Smat - Sn. 


DWUMIAN NEWTONA. 


485. Gdy uczynimy a=b=¢= ... =l w równości poprzedza- 
jacéj, piérwszy członek staje się 


(c +a)”. 


W drugim członku, każdy wyraz summy S; sprowadza się do a, 
a tém samém, $, jestrównóm ma. Każdy wyraz summy S spro- 
wadza się do a*; zatóm Są równa się a wziętemu tyle razy, ile 
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może powstawać różnych wieloczynów z m ilości branych po dwie, 
to jest 


m(m — 1) at, 
1.2 
Podobnież, każdy wyraz sammy Sz sprowadza się do a*; zatćm 
S, równa się aì powtórzonemu tyle razy ile można otrzymać róż- 
nych wieloczynów z m ilości branych po trzy, to jest 


m(m — 1) (m — 2) „5 
1.2.3 


W ogólności, każdy wyraz summy 5, równa się a” rozmnożo- 
nemu przez liczbę pokazującą ile wypada różnych wieloczynów zm 
ilości branych:po n, to jest 


m(m — 1).....(m — n 4+1) 
1205050 


a”. 
Nakoniec, ostatni wyraz, albo wieloczyn z m ilości równych 


a, b,... l, sprowadza się do a”. 


Tym sposobem postępując znajdujemy wzór 
x TR 
(z + a)” — m +7 ag" e DZEŻ arm 


SĘ nicim ea a 


+80. aż bie ZAC, u: +1 n amig am, 


znany w algebrze pod nazwiskiem dwumianu Newtona (binomium 
Neutoni). Jest on niezmiernie rozległego w całćj matematyce niższćj 
użycia; służy bowiem do utworzenia rozwinięcia potęgi jakićjkol- 
wiek dwumianu. 


Zmiana a na —a nie zmienia wyrazów położonych na miejscach 
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nieparzystych jako zawierających potęgi parzyste ilości a; daje 
znak — dla wyrazów zajmujących miejsca parzyste; mamy więc 


(z — a)" = c" — q az" 


m(m— 1) a mą m(m—1) (m — 2) z m3 + m 
+ 13 OT E O IA +e ta. 


486. UwAGA. We wzorzć dwumianu, wykładniki ilości z idą 
zmniejszając się stopniami o jedność, wykładniki zaś ilości a idą 
przeciwnie powiększając się o jedność ; summa wykładników obu 
ilości a i æ w każdym wyrazie jest stale równą m. | 

Liczbą wyrazów rozwinięcia jest zawsze m--1; gdyż wykład- 
niki ilości © tworza szereg z m początkowych liczb całkowitych, 
powiększony wykł „/kiem zero ostatniego wyrazu, 


LOW MOCEK ZPA Lo A 
czyli, razem wziąwszy m --1 wyrazów. 


187. W rozwinięciu (x +- a)" wyrazy równooddalone od skrajnych 
maja spółczynniki równe. 


W rzeczy samej, spółczynnik wyrazu a"x™—n, mającego przed 
sobą n wyrazów, jest liczbą K* różnych wieloczynów z m liter 
wziętych po n; spółczynnik wyrazu a™—»g* mającego po sobie 
n wyrazów, to jest spółczynnik wyrazu który ma ich przed sobą 
m—n, jest liczbą Km_„ różnych wieloczynów z m liter wzię- 
tych po m—n; otóż wiemy że te dwie liczby Ky* i KM „ saso- 
bie równe. 


Można jeszcze powiedzieć że («© + ay" jest symetrycznóm wzglę- 
dem ilości z i a, więc toż samo powinno się rozumieć o jego 
rozwinięciu; bytność wyrazu ka”e"=" pociąga więc za sobą exys- 
tencyą wyrazu symetrycznego ka”=re"; otóż te dwa wyrazy, ma- 
jące tenże sam spółczynnik, są równooddalonćmi od skrajnych; 
jeden z nich ma n wyrazów znajdujących się przed nim a drugi 
n wyrazów następujących po nim. 
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488. Dla przejścia z jakiegokolwiek wyrazu do tuż po nim następu- 
jacego w rozwinięciu (x +- a)”, należy dodać 1 do wykładnika ilości a, 
zmniejszyć wykładnik ilości x o jedność, rozmnożyć dawny spółczyn- 
nik przez dawny wykładnik ilości x i rozdzielić przez nowy wy- 
kładnik ilości a. 

W rzeczy samćj, wyraz zajmujący miejsce a --1 ma na swe 
wyrażenie 7 


Ta = m(m — Du A n--1) dryn", 


zkąd, zmieniając n na n—1, 


—1)...(m — n +2) „jj m_n 
q, = "(m n—=| „m—n r? 
1.2... (n — 1) si 


i dzieląc stronami, 


Tas mMm—n+i a 
T, n T 


To twierdzenie jest bardzo użyteczném w praktyce, kiedy idzie 
o rozwinięcie potęgi szczególnćj dwumianu danego. 


PRZYKŁADY, 


Należy wprawiać się w rozwijanie prędkie potęg dwumianu. 
Prawidło świeżo wskazane przyczyni się wiele do ułatwienia ra- 
chunku. 


1” (z kaj = s7 +-7aa5 + Mate" - 35a31* 
350453 FL Uar? + Taśc p a. 
Dla przejścia z drugiego wyrazu do trzeciego, należy mnożyć 


drugi przez 6 i dzielić przez 2, czyli, co na jedno wyjdzie pomno- 
żyć przez 3. Dla przejścia z trzeciego wyrazu do czwartego, należy 
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mnożyć czwarty przez 5 i dzielić przez 3; podzieli się naprzód 24 
przez 3, co daje 7, potóm pomnoży się ten wypadek przez 5, co 
daje 35, Rozwinięcie zawićra 7 1 albo 8 wyrazów, a że wyrazy 
równooddalone od skrajnych są równe, przeto po znalezieniu cztć- 
rech pićrwszych, napisze się cztćry inne bezpośrednio. 

20 (z aj; = x? + 8ag'! -+ 28018 |- 560325 

+ 10aśr* -L 560523 4 28082? -+ Ba't a8, 

Rozwinięcie zawiéra 9 wyrazów ; jest więc potrzebném obracho- 
wanie pięciu piérwszych; przyszedłszy do wyrazu 70aízí, uważa 
się że spółczynniki już otrzymane na nowo występują. 

30 (£ — oj = g" — Aar" 55ażx* — 165a31* 

F 3300427 — 462a525 -- 46206215 — 330a7z4 +- 1650313 
— dag Far a, 

Liczba wyrazów jest parzysta, ostatni wyraz ma znas — , a wy- 
razy mające tenże sam spółczynnik przybićrają znaki przeciwne. 

ho (z — a)? = r" -- 12az! -t 66a?r1 — 220a329 

4o5atz3 — T92asc" + 92hasx5 — T92a725 -|- LOŻaSzA 
— 2200713 +- 66a r? — 12ag -L a, 
Rozwinięcie zawićra liczbę nieparzystą wyrazów, więc ostatni 


ma znak -- , a wyrazy majace tenże sam spółczynnik są oznaczone 
tymże samym znakiem. 


A l UG ZY ZZM zt ci ye a aia 
i (e+) =t t bas 

+ 10ażyt + 168224 4 224cy5 41284. 
489. Spółczynniki idą wzrastając dopóki mamy 


aiie ig albo ioner, 
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Kiedy m jest parzystćm, liczba m-H 1 wyrazów jest nieparzystą, 
i znajduje się w środku jeden spółczynnik większy jak wszystkie 
inne. Gdy m jest nieparzystćm znajdują się w środku dwa spół- 
czynniki równe między sobą i przewyższające wszystkie inne. To 
też, dla otrzymania największćj liczby różnych wieloczynów z 12 
przedmiotów, należy połączyć je po 6; gdyby było danćm 11 przed- 
miotów; należałoby połączyć je po 5, albo po 6, 


TRÓJKAT ARYTMETYCZNY PASKALA. 


190. Nieco przed Newtonem, Paskal podał, w konstrukcyi swego 
trójkąta równoważnik (équivalent) wzoru dwumianu, lecz nie wyra- 
ził go sposobem algebraicznym. 

Nazywa się trójkątem arytmetycznym tablica następująca, którćj 
pićrwsza linia pozioma zawićra spółczynniki (z + a)', druga spół- 
czynniki (z +-a)?,... , mte spółczynniki (z a)”: 


1 1 
1 2 1 
4 3 3 4 


1 h 6 4 1 
1 dw 40 40 5 1 


m m m m 
1 KP Ky? K Ki 
Nie zważając na kolumnę jedności, widzimy że liczba położona 
na przecięciu med liniiz n'e kolumną jest K}. Tosamość 


KR =a R) 


n—i ? 
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która łatwo da się sprawdzić, i która już uprzednio została dowie- 
dzioną (394), okazuje że każdy wyraz trójkąta arytmetycznego jest 
summa liczby potożonćj nad tym wyrazem i liczby położonćj po lewćj 
stronie tćj ostatnićj. Ta własność służy do utworzenia trójkąta ; 
tak więc, aby wyprowadzić piątą linia z czwartćj, mówi się : 


1+0=1, 4+1=5, 6+4=10, 4-H6=10, 1-+4—=5, 


dopisując wreszcie jedność, zamykamy piątą linią. 

Wyrazy pićrwszćj kolumny (zawsze niezważając na kolumnę jed- 
ności) nazwano liczbami figurycznómi piórwszego rzędu, wyrazy 
drugićj, liczbami figurycznemi drugiego rzędu,..., wyrazy nt, liez- 
bami figurycznemi nts? rzędu. Własność poprzedzająca wysławia się 
wtedy pte liczba figuryczna rzędu q--1 jest summa (p — 1) figury 
tegoż samego rzędu i pi figury rzędu q; co się może napisać 


79+1 — pati q 
Fati Feti FA, 


Zmieniajac kolejno p na p— 1, p—2,...2, mamy 
a+! — pa 4 
Fo = Fp -2 + Ff, 
+i __ peH pa 
Fp- = Ff 13 + Ff» 


*3 


Pt = PeH +FĘ. 


Dodając, i zastępując F?+' przez F, gdyż wszystkie piérwsze 
liczby figuryczne rzędu jakiegokolwiek są równe jedności a tém sa- 
mém równe między sobą, znajdziemy związek 


PEH = PS HRE, + FO, +... FSF, 


eo wyraża że summa p pićrwszych liczb figurycznych rzędu q jest 
równą péj liczbie figurycznćj rzędu q +1. Na przykład, mamy 


10 = 35 + 20 +- 10 +4 +1. 
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pea liczba figuryczna rzędu q +1 jest na przecięciu (g  1)et 
kolumny z (p q)e'te linia; ma więc na swą wartość 


Krtg = PE F 1. „(p -- 9), 
1.2.3... 


491. SUMMA p POCZĄTKOWYCH LICZB CAŁKOWITYCH CIĄGU NATURAL- 
NEGO. Jest to poee liczba figuryczna rzędu 2, PPT), ta liczba 


jest liczbą kul pd warstwy stosu kul trójkątnego. Widzimy że stos 
kul z n warstw złożony zawićra liczbę kul równą summie z n pićrw- 
szych liczb figurycznych drugiego rzędu, to jest nei liczbie 


figurycznćj trzeciego rzędu RE To też daje się czę- 


sto liczbóm figurycznym trzeciego rzędu nazwisko liczb piramidalno- 
trójkątnych. 


SUMMA KWADRATÓW Z p POCZĄTKOWYCH LICZB CAŁKOWITYCH. — To- 
samość 
R=k+(k=1k=k+2 (EŃ 


okazuje że h* jest równóm k więććj dwa razy (k — 1)” liczbę 
figuryczną drugiego rzędu. Ilość 13 -- 2* -++ 3* +-...-|-p* otrzyma 
się więc dodając do sammy p początkowych liczb naturalnych, pod- 
wójną summę (p — 1)”% liczb figurycznych rzędu 2, to jest dwój- 
nasób (p — 1)” liczby figurycznćj rzędu 3; znajdziemy tym spo- 
sobem 


1?-- 22 - 33--... +-p$* ' 
— PP + Ja (p—1)p(p + 1) — pp OEI. 
42 1.2.3 6 
SUMMA SZEŚCIANÓW Z p POCZĄTKOWYCH LICZB CAŁKOWITYCH, — To- 


samość 


(k = kk 1) 


Z" EES $ 
8 =k+ kle — 1) = +6 SS 
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okazuje że /* jest równćm k więcćj sześć razy (k — 16 1czpę 
figuryczną trzeciego rzędu. 

Ilość 1$-- 23-- 35 ...-- p otrzyma się więc dodając do sammy 
p początkowych liczb naturalnych, sześć razy (p— 1)=e liczbę 
figuryczną rzędu 4; otrzymuje się tym sposobem 


B BHH. Hp 


= BPA) | P—1PP+U0P +?) [ple FA] 
1.2 1.2.3.4 ? 


ROZWINIĘCIE (a + by— 1)”. 


492. Jeżeli we wzorze 


(a + bym = a ++ mbari > "R 1) pe"... 
zastąpimy b przez by—1. wyrazy w których wykładnik b jest 
parzystym zachowują tęż samą wartość bezwzględną i będą na 
przemiany dodatnómi i odjemnćmi ; wyrazy zawićrające potęgi nie- 
parzyste ilości b będą mnożonćmi na przemiany przez --V=1 
i —V—1; mamy więc 


(a + by=1)" =a” — mim — 1) Qm=2yj2 


52 
4. m'm — gą eih 
ES y— i| mar~o — meei —2 mam) =A-+-BY—= , 


a zamieniając b na —4, 


(a —bYZ1)" = a" — MM — í) geg 


2 
m(m— 1 )(m — 2)(m — 3) m—4 já 
Jpg . zza iii 


—JET [re L WZA -55 =>% mhu ay. 
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POTEGI WIELOMIANÓW. 
493. Twierdzenie nameru 483 okazuje że rozwinięcie 
abc... +0” 


jest ciągiem wyrazów kształtu 


w których wykładniki a, 6, y,...,A mają zawsze summę równą m, 
spółczynniki są liczbą przemian 


a 1-2... m 
13. a R BX T.3-7 BIZ NAK 


które można wykonać na literach a,b,c,...,/, biorąc æ razy 
piérwszą, ß razy drugą.....A razy ostatnią. 


` Wyrazem ogólnym (a +6 + c +-... + 0)” jest więc 


1.2...m abc... 
R da 4:2: BOCA, AKERA $ 


z warunkiem 
a+B+y +t. Hà=m; 
wyraz ten pisze się sposobem symbolicznym 
a+b+c+..+01)"=Z ETAS - zy ŻE UNA 
W zastosowaniu tego wzoru, wieloczyny 
a!, B!,... A! 
powinny być zastąpione przez jedność kiedy się robi 


a=0, albo B=0,.., albo A=0. 
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WYCIAGANIE PIERWIASTKÓW Z WIELOMIANÓW. 


194. Załóżmy sobie wyciągnąć pierwiastek m% z wielomianu 
P= Aa EAE +-.. -|- Axe" +- ...-|- Ap. 
Przedstawmy ten pierwiastek przez 
R= By H Bir ' +-... B.z” " +- ... -|- Be; 
musi być jednako (tak samo) 


Ar” Aga" ' a Ast" "+... Ap 
f = (Br 4B ™ a |- Baz” "H. HB) 


Co wymaga : naprzód, aby dwa członki były tegoż samego sto- 
pnia; potóm, aby też same potęgi ilości œ miały też same spółczyn- 
niki. 

Pierwszy warunek 


p—=mr 


dowodzi, że zagadnienie jest niepodobnćm, jeżeli 2 nie jest cał- 


kowiténi, Przypuśćmy ten warunek spełniony, liczba całkowita do 
którćj się sprowadza £ wyraża stopień r pierwiastku którego 
n 


potrzeba oznaczyć r + 1 spółczynników. W tym celu podnosi się 
wielomian R do potęgi m, co daje nowy wielomian daphnia mr= p, 
i wyraża się że spółczynniki tego nowego wielomianu są równe 
spółczynnikóm odpowiednim w danym wielomianie P; otrzymuje 
się tym sposobem p-|-1 zrównań, z których "NE pićrwsze 
posłużą do oznaczenia kolejno B, B,,...,Br; następujące są zrówna- 
niami warunkowemi, którym muszą zadosyć czynić wartości znale- 
zione dla B, B,,...,B, aby zagadnienie było możebnóćm. 


Zastanówmy się nad kształtem p- t zrównań wiążących spół- 
1. — 38 
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czynniki wielomianu danego ze spółczynnikami pierwiastku. Wi- 
dzimy łatwo że ze wszystkich wyrazów rozwinięcia 

(Be + Byc" —! +... | Bua" --... -+ B,)” 
zawićrających B,”, ten który przybićra najwyższy stopień w « jest 


m(Bar)"=1 Brz"—" = mB,B"-t g”"—*, 


Wreszcie jest to jedyny wyraz stopnia mr —n zawićrający Bn, 
Wynika ztąd : 

4° Że nieznana Bn nie znajduje się w żadnóm z n pićrwszych 
zrównań ; 

2° Ze ta nieznana figuruje tylko w piórwszym stopniu i to dopićro 
w (n--1)emttm zrównaniu. 

Tak więc, pićrwsze zrównanie zamyka tylko nieznaną B, drugie 
daje B, przez zrównanie stopnia pićrwszego, po zastąpieniu B 
przez jego wartość; po znalezieniu B i B;, trzecie daje Ba, w któ- 
rém ta nieznana znajduje się w pićrwszóćm stopniu, i tak dalćj. Nie 
więc łatwiejszego jak rachunek spółczynników pierwiastku. 

PRZYKŁAD. Szukajmy, za pomocą tego sposobu, pierwiastku sześ- 
ciennego z wielomianu 


85 -+ 1205 — 3014 — 352’ +- 45x? -+ 27x — 27. 
Aby ten wielomian mógł przyoblec kształt 


wt + babe’? | «3+> Bac? | x? 3bcża + c? 


+63] 43b 


(aa*+-bq--c=a3xv6+-3a?%ba5-3ab? 
-+-da?c 


potrzeba żeby było 


/ E 
(1) , 12 = 3a%, 
— 30 = 3(ab? + a*c); 
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/ — 35 = b + 6abc, 
45 = 3(ac? + be), 
WEF 


=. 


Związki (1) dają kolejnozwartości - 


sprowadzające związki (2) do tosamości. Pierwiastkiem szukanym 
jest więc 


24? + z —3. 


Używa się często zrównań warunkowych dla ustalenia wartości 
pewnych spółczynników nieoznaczonych wielomianu pićrwotnego. 


ĆWICZENIA. 


I W rozwinięciu (œ -} 4a)”, summa spółczynników zajmujących miejsca 
parzyste jest równą summie spółczynników zajmujących miejsca nieparzyste, 
a summą wszystkich spółczynników jest 2”. 

Ii. Znaleźć summę wartości które przybićra funkcya 


ala — 4) (2a + 1 


kiedy zmienna niezależna v staje się kolejno 1, 2,..., n. 


IL. Oznaczyć wartość :a œ sprawdzającą nierówność 


(! = ż) (i > ).-.-(! = e) >1l=a, 


gdzie p jest liczbą całkowita dana a z ilością dodatną bardzo małą. 
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IV. Znaleźć summę z kwadratów spółczynników dwumianu. 
V. Oznaczywszy przez A, liczbę waryacyj z n-liter po p wziętych, do- 


wieźć że mamy 


n? = Ap + BAr a + Apa H 2. ++ LpA + n, 
gdzie spółczynniki Bp, Cy,...,*Lp wyciągają się ze związków 


Bp = Bp_, +p — 1, 

G=0—, + (p — 2) Bp, 

D, = Dp—ı + (p — 3) pi 
AAS 


Lp = 1 + Koni: 


Wyprowadzić ztąd związek 


2 E Pe 


4 
e, at n 
S= ntt gaj” +5 


L 1 
kGA FZ! 44 
w którym Sp oznacza summę pentych potęg z n początkowych liczb całko- 
witych. 
Zastosowania : 15 + 26 -+ ... + 106 = 1978405. 


VI. Pomiędzy trzema ilościami jakiemikolwiek «©, a, B a m liczbą całkowita 
i dodatną, istnieje związek 


(a - a)" = am p ma(a + p)" 


+” a(a — 28) (x + 2p)m-* +-... 


+ AMSB RZS m NU) aa — np (e + npjn=" +... 


+ mafa — (m — 4)B]"-* [x + (m — 1)8] + a(a — m$)”—1. 
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VII. Dowieźć że oznaczywszy przez © i y dwie ilości jakiekolwiek, a 
przez n liczbę całkowitą i dodatna, mamy jednako (tak samo) 


(© + y) (© + y — 1)...(& +y — n ++ 1)_ ææ — 1)...(© —n + 1) 
: 1.2.3... n W 1.2.3... n 


x(x — 1)...(z — n+ 2) y (æ — 1)...(©c —n + 3) y(y — 4) 


1 a 
LOC CTR INK E TEST) 1.2 


æ y(y —1)..-.(y — last BĘ — 1)...(y -- n + 1) 


+-Fq: 1.2.3...(R — 1) 4.2.9... © 
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LOGARYTMY UWAŻANE JAKO WYKŁADNIKI. 


ZMIANY FUNKCYI WYKŁADNICZEJ a*. 


495. Nowa teorya logarytmów. którą tu podać chcemy, opićra 
się całkiem na własnościach funkcyi wykładniczćj a, gdzie « 
oznacza liczbę jakąkolwiek dodatną. : 


LEMMA I. — Wszystkie potęgi wymierne z jakićjkolwiek liczby do- 
datnćj są dodatnemi. To wynika z tego że uważamy same RP war- 
tości dodatne radykali (95). 

Lemma II. — Wszystkie potęgi dodatne z jakićjkolwiek liczby do- 
datnéj sa wieksze albo mniejsze jak jedność. w miarę tego jak ta liczba 
Jest sama przez się wyższą lub niższą od 1. Rzecz przeciwna ma miejsce 
dla potęg odjemnych. 

k m 

W rzeczy samćj, niech będzie a liczba większa jak 4, a zaś an 
jakakolwiek potęga dodatna tój liczby; mamy 


m 
m = Va 


otóż, ponieważ a przewyższa 1, taż sama własność powinna się 
utrzymać przy potędze całkowitćj am, a tém samém przy rady- 
kalu Yam. Jeżeli a jest mniejszćm jak 1, można zawsze przedsta- 


wić je przez 5, gdzie a' jest liczbą przewyższającą 1, a związek 


ax = —- okazuje że a* jest mniejszém od 1, ponieważ a'* jest 
z. kazuj j j 


większćm jak jedność. 
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La 


Ostatnia część wysłowienia wynika ztąd że potęgi odjemne a” 
liczby jakiejkolwiek sa równemi Ai a więc odwrotnémi swych 
potęg dodatnych. 

h96. TWIERDZENIE L Kiedy zmienna niezależna x przybićra war- 
tości wymierne rosnące, funkcya av zmienia się zawsze w tymże 
samym kierunku ; powiększa się ona lub zmniejsza, w miarę tego jak a 
jest większćm lub mniejszóm od jedności. 

W rzeczy samćj niech będą £o i «0-4 dwie wartości wy- 
mierne kolejno przypisywane dla «x; znak ilości £o jest dowolnym, 
lecz A jest dodatnóm ; wynika z lemmy poprzedzającćj, że iloraz 

xg+h 


—— = a" jest większym lub mniejszym od 1, w miarę tego jak 
ao 


liczba a jest sama przez się większą lub mniejszą jak jedność. 


h97. TWIERDZENIE II. Funkcya ax zmienia się w sposób ciagły, 
kiedy x wzrasta sposobem ciągłym ; innémi słowy, można dać dla 
zmiennćj niezależnćj x przyrost dosyć mały, aby funkcya a* doznała 
zmiany mniejszćj jak wszelka ilość dana e. 

Przypuśćmy naprzód a > 4, i niech będzie «9 jakakolwiek 
wartość wymierna ilości zmiennéj z; mamy 


gp" Rz ad = asa Ei 1). 


1 ; Pr" 5 ; 
Oznaczmy przez z ułamek z mianownikiem całkowitym wię- 


kszy jak h; twierdzenie będzie dowiedzionćm, jeżeli okażemy że 

można zawsze wziać n dosyć wielkiém aby zadosyć czyniło nie- 
1 m" 

równości a*(aR — 1) © e albo jéj równoważnćj a < (1 +) . 


Otóż wiemy że potęgi całkowite liczby większéj od jedności mogą 
wyjść po za wszelką granicę daną (382 rs). 


Jeżeli a jest mniejszém od 1, można zawsze przedstawić je przez 


gdzie a' jest liczbą przewyższającą jedność, a wtedy równość 


a ? 
ARS = okazuje, że kiedy a'* zmienia się w sposób ciągły, toż samo 


się dzieje z funkcyą a”, 
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498. WNIOSEK. Kiedy x wzrasta w sposób ciągły od — œo do + o9, 
funkcya ar przechodzi przez wszelkie wartości dodatne, i przybićra 
raz tylko każdą z nich. i 


Sa dwa przypadki do rozróżnienia. 


4° Przypuśćmy a wyższóm nad jedność; ar, mające za swą 
wartość naprzód jeden dla z = 0, staje się nieskończenie wielkićm 
dla c => (382 bis); więc, na mocy ciągłości, kiedy «© wzrasta 
od 0 do +æ, funkcya ar przechodzi przez wszystkie liczby za- 
warte między t i Hoo. Dajmy teraz dla æ wartości odjemne, i 
połóżmy, w tym celu 


będziemy mieli 


kiedy z wzrasta od 0 do -Hoo, ar” wzrasta w sposób ciągły od 1 
do oo, także a” zmniejsza się od 4 do 0. Tak więc, streściwszy 
się, kiedy w wzrasta sposobem ciągłym od — œ do +œ, funk- 
cya a” przejdzie przez wszystkie liczby zawarte między 0 i + ææ; 
wreszcie, gdy ta funkcya postępuje ciągle wzrastając, nabywa ona 
raz tylko każdą z wartości dodatnych. 


2° Jeżeli a jest mniejszćm jak jedność, połóżmy 


Fx! 
EEN 2 


tak że a” jest wyższćm nad 1, co daje 


Widzimy że kiedy æ rośnie od 0 do--oo, as wzrasla od 4 
do -- so, a” zaś ubywa od 1 do 0; kiedy znowu < zmniejsza się 
od 0 do — æ, a” ubywa od 1 do 0, a7 zaś wzrasta od 1 do -+ 20. 
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Tak więc, kiedy © wzrasta w sposób ciągły od — œo do + œœ, i 
gdy zarazem a nie przestaje być mniejszćm od jedności, funkcya a” 
ubywa sposobem ciągłym od -+ >o do 0. Funkcya a” przejdzie 
jeszcze przez wszystkie wartości dodatne przechodząc raz tylko przez 
każdą z nich. 


DEFINICYA FUNKCYJ a”, KIEDY w JEST NIEWYMIERNEM. 


499. Uwagi poprzedzające dozwolą określić funkcyą a” kiedy z 
jest niewymiernćm. Weźmy, dla łatwiejszego zrozumienia, M 
i przypomnijmy, w kilku słowach definicyą liczby niewymiernćj V7. 

Arytmetyka daje sposób otrzymania rajwiększćj liczby dzie- 
siętnych, setnych, i t. d., których kwadrat jest zawartym w liczbie 
całkowitćj danćj. Znajduje się tak postępując, za pomocą sposobów 
znanych (*), że liczba 7 przewyższa kwadraty z liczb 


(1) 2 26 2,64 2,645 2,6457... 
a jest niższą od kwadratów z liczb 
(2) 5 2,7 2,65 2,646 / 2,6458... 


Różnica pomiędzy jedną z liczb ciągu (1) a odpowiednią jéj liczbą 
z ciągu (2) może stać się mniejszą jak wszelka ilość oznaczona, i toż 
samo się zastosuje do różnicy z kwadratów tych liczb. Kwadraty 
z liczb ciągu (1) i kwadraty z liczb ciągu (2), przybliżają się więc 
nieograniczenie do liczby 7 która jest, dla tych dwóch szeregów 
kwadratów, granicą spólną. Ciągi (1) i (2) mają sanie przezsię granicę 
spólną, a tą granicą jest to co się właśnie nazywa pierwiastkiem kwa- 
dratowym z 1. Liczby tworzące ciągi (1) i (2) są wartościami przy- 
bliżonómi z V7, na mnićj niż jedność, na mnićj niż jedną dzie- 
siętna, i t. d., przez niedomiar albo przez nadmiar. 


Teraz, jeżen w funkcyi a” zastąpimy «© przez wartości przybli- 


(*) SERRET,Początki arytmetyki, rozdział XIII. 
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żone z \7, otrzymamy dwa szeregi liczb które będą się przybliżały 
coraz bardziej, i które będą miały granicę spólną; gdyż dwie jakie- 
kolwiek z pomiędzy nich, odpowiedaiące dwóm wartościóm z V7 


przybliżonym na mnićj niż zy” będa się różniły między sobą 


o tak mało jak tylko zechcemy (497), ponieważ różnica 7% ich 
wykładników będzie się zmniejszała do woli w miarę tego jak 
będzie rosło n. Tą granica spólna jest wyraźnie wartość z a", 
Można okazać bardzo jasno że ta definicya wskazuje dla AG war- 
tość jedyna i oznaczona. Przypuśćmy, w rzeczy saméj, że odnosimy 
do tćjże samćj linii prostéj, poczynając od poczatku stałego, dłu- 
gości równe wartościóm funkcyi a*; odcinki odpowiadające dla 
przypadku w którym æ jest zastąpione przez wartości przez niedo- 
miar z y7 będą miały ich końce w pewnćj stronie, a odcinki odpo- 
wiadające dla przypadku w którym «x jest zastąpione przez wartości 
przez nadmiar z V7 będą się kończyły w drugićj stronie. Twier- 
dzenie I okazuje że dwie strony są całkiem rozłaczone, twierdzenie II, 
że przedział który rozłącza je nie ma rozciągłości skończonej. Nie 
może więc istnieć pomiędzy tómi stronami tylko prosty punkt odgra- 
niczenia, i dla tego to właśnie odległość tego punktu od początku 


; > V7 
jest zmierzoną przez a 


NOWA DEFINICYA LOGARYTMÓW, 


500. Kiedy mamy związek aa =y w którym a jest liczbą jaką- 
kolwiek dodatną, mówi się że « jest logarytmem liczby y, co się 
tak wyraża z=logy. W nauce logarytmów zachodzą, jak wi- 
dzimy, trzy rzeczy do uważania : wartości «©, to jest logarytmy; 
wartości y to jest liczby tym logarytmom odpowiadające; ilość 
stała a, która, raz obrana, jest taż sama na wszystkie liczby i ich 
logarytmy, i dla tego nazywa się gruntćm albo zasada logarytmów. 
Wyrachowane logarytmy æ, odpowiadające wszystkim liczbom y 
stosownie do obranćj zasady a stanowią układ logarytmów. Róż - 
nych układów może być mnóstwo nieskończone, podług tego, jak 
coraz inną liczbę dodatną obierzemy na wartość zasady a. 
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Ta definicya wskazuje logarytm jedyny dla każdćj liczby do- 

datnćj, gdyż wiemy że, kiedy © wzrasta od — 2o do -++ so, a” prze- 

chodzi przez wszystkie wartości dodatne, i przechodzi raz tylko 
przez każdą z nich. 


W każdym układzie, logarytmem jedności jest zero, a logarytmem 
zasady jest 1; gdyż 


mw=Ą, a! = a. 


Kiedy zasada jest większą jak jedność, liczby większe jak 1 mają 
swe logarytmy dodatne, liczby mniejsze jak jedność mają swe 
logarytmy odjemne. Rzecz przeciwna ma miejsce kiedy zasada jest 
mniejszą od jedności (495. 


Nakoniec, liczby odjemne nie mają swych logarytmów. 


WŁASNOŚCI LOGARYTMÓW. 
5014. Łogarytm wieloczynu z ilukolwiek liczb jest równy summie 
logarytmów tych liczb. 
Niech będą, w rzeczy samój, 2, u, w”,..4 logarytmy liczb 
Ys Y's Y',...3 mamy 
e = Y, üt ZŁY; aE 
zkąd, mnożąc 
; e a I 02 
summa gz- -pa-p ... jest więc właśnie logarytmem wielo- 
czynu yyy"... 


Logarytm ilorazu z dwóch liczb jest równy różnicy logarytmów tych 
liczb. 


Niech będa, w rzeczy saméj, z i «' logarytmy liczb y i y'; 
mamy 


WSZY, a” —y, 


http://rcin.org.pl 


604 ROZDZIAŁ XXVI. 


zkąd, dzieląc, 


O CZE y* 


więc z — «' jest logarytmem ilorazu y A 


Logarytm potęgi nt pewnćj liczby jest równy, jakićmkolwiek 
jest n (całkowitóm albo ułamkowćm, dodatnem lub odjemnóm), wie- 
loczynowi z n przez logarytm tej liczby. 


W rzeczy samćj, podnosząc do potęgi n dwa członki zrównania 
a= Y; 


które wyraża że æ jest logarytmem liczby y, otrzymamy związek 
a" = y4", 


który okazuje że nx jest logarytmem potęgi y”. 
Wynika ztąd że, jezeli liczby a, aq, aq?,... sa w postępie geome- 
trycznym, ich logarytmy 
loga, loga+ logg, loga --2logą, 


tworzą postęp arytmetyczny; ta własność posłużyła nam za punkt 
wyjścia w rozdziale XXI. 


ZMIANA UKŁADU. 


502. Przypuśćmy że się obrachowało logaryltmy liczb w układzie 
którego zasadą jest a, i że chcemy obliczyć je w drugim układzie 
mającym za zasadę a'. Nazwijmy, «© logarytm liczby jakićjkolwiek y 
w piórwszym układzie, æ logarytm tćj samćj liczby w drugim 
układzie, mamy 


zkąd 


B=GE 
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Weźmy logarytmy obu stron tćj równości w pićrwszym układzie, 
zauważywszy że logarytmem liczby a jest jedność, przyjdzie 


e =g loga, 
zkąd 


' T 
Tt ——. 
a 


log 


Znajdziemy tym sposobem prawidło numeru 442; dla zmiany 
układu, potrzeba dzielić dawne logarytmy przez logarytm nowćj 
zasady wziętćj w dawnym układzie. 


To twierdzenie, zastosowane mianowicie do zasady a daje zwią- 
zek ważny 


1 4 
loga = ET albo loge loga =1. 


TWIERDZENIE ODWROTNE WŁASNOŚCI ZASADNICZEJ LOGARYTMÓW. 


503. Log x jest jedyną funkcya zmiennćj «, posiadającą włas- 
* ność wyrażoną przez związek ` 


Rzy) = fiz) + fy). 


W rzeczy samej, zastępując kolejno w tćj równości y przez 
©, a, a5,..., znajdziemy 


fia*) = 2fl2), 
fe) = ha + fe) = 3e) 
ha) = fia) + f) = ife), 

, ogólnie, jeżeli m jest izka całkowitą dodatną, 


fiam = mfia). 
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A że, gdy z jest liczbą jakakolwiek dodatną, można zawsze po- 
łożyć 


=") szkaa) „2=1.23 
przyjdzie wtedy 
fe”) = mfe). 

Piérwszy członek jest symetrycznym względem m i z, drugi 
członek nie powinien przeto być zmienionym przez przemianę tych 
dwóch liter, a więc mamy 

mfie') =zfle”), 
zkąd 
fe) = fler) g 


TM 
albo 
rz) =ktlz=logz, 


przy zasadzie jakiejkolwiek. 


ROZWIĄZANIE ZRÓWNAŃ WYKŁADNICZYCH. 


504. Nazywa się zrównaniem wykładniczćm zrównanie kształtu 
ar =b, 


w którém dwie ilości dane a i b są dodatnémi, a wykładnik «z 
ilością nieznaną która powinna sprawdzić równość. Łatwo można 
rozwiązać podobne zrównanie za pomocą logarytmów. Biorąc loga- 
rytmy w dwóch członkach zrównania, znajdziemy 


«loga = logb; 
zkąd 


__logbó 


* — loga” 


Otrzymamy tym sposobem wartość nieznanćj. 
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PRZYKŁADY. 


1° 1” = 1254 
__log1254 _ 3,0982975 _ 
%= "log1.  0,8450982 00177: 
2 37 — 0,462 
z = 108 0,462 L — 0 702878. 


log3 


Można jeszcze rozwiązać zrównania wykładnicze więcéj zawikłane 

jak poprzedzające. Niech będzie zrównanie 
a = c, 
w którém piérwszy członek wskazuje że liczba a jest podniesioną 
do potęgi oznaczonćj przez b", i gdzie trzy litery a, b,c przedsta- 
wiają liczby dane dodatne. Biorąc logarytmy dwóch - członków, 
mamy 
ù% x loga = loge, 

zkąd 


Przywodzi się tym sposobem dane zrównanie do wykładniczego 
zwyczajnego. Aby pytanie było możebnóm, potrzeba żeby a i b 
były zarazem wyższćmi albo niższćmi od jedności, tak aby drugi 
członek posiadał zawsze jedną wartość dodatną. Biorac powtórnie 
logarytmy, otrzymamy 

«logb = logloge — log loga; 
zkad 
. __ log log c — log loga 
4 = Á’ 
log b 


505. Pan Jan PANKRIEWICZ, znakomity matematyk i gorliwy roz- 
siewca nauk ścisłych w A'ncyklopedyi powszechnćj, podał w ostatnim 
tomie tego pisma krótką wiadomość o Hościach wykładniczych. 
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Z tćj pięknćj jego pracy następny ustęp w całości przytaczając, na 
tém, w téj chwili, nasze poszukiwania o funkcyach wyktadniczych 
ograniczymy. 

« Ilością wykładniczą nazywa się ilość zawićrająca jeden lub wię- 
céj wykładników zmiennych. Równaniem wykładniczóm jest równa- 
nie, w któróm niewiadoma jest wykładnikiem. Rachunek z ilościami 
wykładniczemi, nazywa się rachunkiem wykładniczym, którego 
pićrwsze zasady podał JAN BERNOUILLI w r. 1695, a nazwał go tak 
LErBNITZ. Rachunek wykładniczy jest tylko częścią rachunku róż- 
niczkowego. Ilości wykładnicze i logarytmiczne, pozostają z sobą 
w najściślejszym związku. I tak, na mocy własności logaryltmów 
można napisać y =a" albo logy=2 loga. Rachunek wykład- 
niczy drogą przekształceń tego rodzaju, oddaje znakomite usługi 
we wszystkich częściach analizy. » 


ĆWICZENIA. 
1. Znaleźć funkcyą /(«), która jest określona przez jeden z następujących 
związków : 
fa) + fu) = fa + y), 
fa) . Ry) = fæ -+y), 


fa) . fy) =fey). 
II. Rozwiązać układy 


boy 
gl =y’; 
(y + 4)” = 100, 


LL. Rozwigęzać zrównania 


2951—7 _ ci 


32r 46r +7 = Y7 =2 713; 
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RACHUNKI LICZEBNE. 


SPOSÓB PRZYBLIŻEŃ KOLEJNYCH PRZEZ PODSTAWIENIE. 
506. Niech będzie równanie kształtu 
x= f(x); 
kiedy x, jest wartością przybliżoną na æ, znajdziemy, blisko, 
c= ACHA 
Oznaczając tę wartość przez £, i podstawiając na nowo, otrzy- 
mamy trzecią wartość 
f (22) = 13, 
która dostarczy czwartćj 
f(z) = «4, 
i tak dalej. Liczby 
Lis Lo, Lzy Wąyczew 


tym sposobem otrzymane tworzą szereg który niekiedy dąży bardzo 
prędko do wartości dokładnéj na z. 


507. Dla przekonania się czy sposób ten da się właściwie zasto- 
sować, oznaczmy przez xı- prawdziwą wartość pierwiastku, 
znajdziemy 


tı +Å = f(z, + h), 
1. — 39 
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a błąd z — z, wartości następującćj zə = f(2,), otrzyma na swe 
wyrażenie 


fit + h) — f(e), 


albo, rozwijając i porządkując względem 4, 


Ah A +-...... 


Ten błąd jest więc bardzo blisko równym Ak, iaby zə było 
wartością więcćj przybliżoną do « jak x, to jest, aby się sposób 
udał zupełnie, potrzeba żeby A było mniejszćm jak jedność. 


ROZWIĄZANIE ZRÓWNANIA ac*-Lbr--c—=0, KIEDY A JEST BARDZO 
MAŁEM WZGLEDEM b i c. 


508. Kiedy a jest bardzo małóm względem b i c, radykal 
Vb* — kac różni się bardzo mało od zera, i dla otrzymania wartości 
przybliżonćj pierwiastku, ` 


— — bety — hac 
aT 2a 4 


należałoby posunąć bardzo daleko wyciąganie pierwiastku kwadra- 
towego z dwumianu $* — hac. Wreszcie czynnik z pozostaje 


zawsze bardzo wielkim, a więc małemu błędowi popełnionemu 
w liczniku odpowiada błąd znaczny na z. To też w tym przypadku, 
dla rozwiązania zrównania 


ac? + bi -+e = 0, 


uciekatny się zwykle do sposobu przybliżeń kolejnych. Zajmujemy 
c 
b 
mujemy potém drugi, który jest bardzo wielkim, odciągając pier- 


się wreszcie samym tylko pierwiastkiem dążącym do — — ; otrzy- 


b 
wszy od jeg 
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509. Przed rozpoczęciem, zróbmy uwagę ważną. Niech będą 
a, a”, ać, „a...y Ahy oyang 
potęgi kolejno po sobie następujące ułamku, a 


ki, ka, kg, ...... Kse-sa 


liczby które nie są bardzo wielkie, albo raczćj takie, że ułamki 


nie są dosyć małe aby mogły się porównać pod względem swój 
małości do «. Szereg 


kia, kaat, kya’, seses 3 kna”, ETTI 


będzie złożonym z wyrazów takich, że w rachunku przybliżenia, 
można będzie zaniedbać jeden którykolwiek z pomiędzy nich w po- 
równaniu do wyrazu tuż przed nim położonego. 


Mówi się wtedy że ilości z i kya są pierwszego rzędu, i że 
ę M EaU, 
A. E > RA 


są ilościami bardzo małemi drugiego, trzeciego,..... n rzędu. 
510. To przypuściwszy, wróćmy po zrównania 


aa? +- ba -Hc=0, 


i połóżmy 


JJ 1200 5_0rż 
znajdziemy 
a= WPRO 
albo 
(1) y >1--oy* 
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Jeżeli « jest bardzo małóm, można zaniedbać ay* i napisać 
jako pićrwsze przybliżenie 
mei, 
Ta wartość przypuszcza ocżywiście błąd piérwszego rzędu ; pod- 
stawiając ją w drugi członek zrównania (1) popełnimy na y błąd 
pićrwszego rzędu, na y* błąd tegoż samego rzędu, a tém samém, 


nal + a++ ay?, z powodu czynnika a, błąd drugiego rzędu; znaj- 
dziemy więc, drugą wartość przybliżoną, do ilości drugiego rzędu 


y= +a. 


Podstawienie y, w zrównanie (1) pociągnie za sobą na y błąd 
drugiego rzędu, na y* błąd tegoż samego rzędu, a`tém samém, 
na 1 + ay? błąd trzeciego rzędu ; należałoby więc, w rozwinięciu 


1-Fal Fa? 1 Ha+20--a*, 


znieść wyraz a, który jest rzędu ilości już zaniedbanych, i wziąć 
na trzecią wartość 


ya =1 a +- 2a, 
która jest przybliżoną do ilości trzeciego rzędu. 
Postępując dalej podobnież znalazłoby się 
y= 1 + a + 2a -+ Sa”, 
Yyy 21 +a + 2 + 50 -- ihat, 


PEOC DO A 44195724 W T a 


Prawo spółczynników jest następujące : 
Spółczynnikiem ilości œ™ jest summa podwójnych wieloczynów 


spółczynników a? i a”"-!, a! I a", ....., a"! ła". Spółczyn- 


nikiem potęgi nieparzystćj œ, takićj jak aż"*', jest summa podwój- 
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nych wieloczynów a i a", at i 47", +.., a"— i an+1, powiększona 


kwadratem spółczynnika a". Tym sposobem mamy, dla spółczynnika a, 
21.2) + 1%=5, 
a dla spółczynnika af 
2(1.5 +14.2) = 14. 


Czytelnik udowodni łatwo ogólność tego prawa. 


511. Formuły 


$ 
II 


j - z (1 + a + 2e), 
z= — 3 (14 a- 2a + 5a’), 


u=—zl +a+- 232 + 5 + hat), 


zadosyć uczynią warunkóm które stanowią dobry rachanek przez 
przybliżenia kolejne : 4° każda otrzymuje się z poprzedzającćj przez 
dodanie wyrazu poprawy; 2° błąd popełniony jest zawsze rzędu 
wyższego nad rzęd ostatniego użytego wyrazu. Wynika ztąd że dla 
rozpoznania w każdćj chwili czy wartość którą mamy jest przybli- 
żoną przez niedomiar lub przez nadmiar, dosyć, w ogólności, zau- 
ważyć znak wyrazu który następuje po ostatnio obrachowanym. 
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PRZYKŁAD. Niech będzie zrównanie 


0,0000452* + 100: — 3 = 0 ; 


mamy 
jek. b= 103, e == 3, 
— $ = j} =H 008000 00000 00000 10000 00000..... 
e A E A giin 1 35000 00000 00000..... 
= = y= = PAZ ZOPZPR 121 50000... 
5a ae 
EEn 0 E E A R 55 or 


aaa A NN 


q' = + 0,02999 99998 65000 00121 


108 
E> = — T = — 6606666.66666 66666 66666 66666 66 


© = — — x =—6666666,69666 66665 31666 66788. 


Te wartości są dokładne z dwudziestoma cyframi dziesiętnemi. 


512. Zrównanie zagadnienia mającego na celu wymiar głębokości 
, studni jest jednóm ze zrównań które należy traktować za pomocą 
sposobu poprzedzającego ; gdyż a jest wtedy przedstawionem przez 


1 1 1 1 
=g mo "dO. q05' 
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Ograniczając się na pićrwszćm przybliżeniu, znajdujemy 


SE e an ge 
9.0307 GE gł” 
uż a WRA 
wreszcie dzieląc 
1 tx gt | pe 
RENG = "WIA yt +... j 
zz M 
v 
t 


1 
1+2 


ak że, gdy zaniedbamy wyrazy rzędu 5” można zastąpić 


s , i formuła staje się 


przez 1 — > 


ZASTOSOWANIE DO RACHUNKU PROCENTI 


513. Wićmy że summa «, wydana przez kapitał a umieszczony 


na procent składany, którego setną częścią stopy czyli denarem 
jest r, podczas n lat więcćj p dni, jest przedstawioną przez for- 


mułę 
c ==a(1 -Hr)" (1 + z ) 


Rok się uważa jakoby złożony z 12 miesięcy liczących każdy 


30 dni. Wyciągnie się ztąd 
log(1 + r) = - 1 (log — loga) —- „log! + 560) 


(4 
Czynnik 1 EE 3 50 3 różni się mało od jedności, tak że jego logarytm 
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jest bliskim zera, i druga część drugiego członka może być opu- 
szczoną. Jeżeli więc nieznaną pytania jest r, weźmiemy na pićrwsze 
przybliżenie wartość r, wynikającą ze zrównania niezupełnego 


log(t +7) = (log z — loga); 


ponieważ wartość 7, zostając przybliżoną przez nadmiar, więc jéj 
podstawienie w zrównanie (1) da drugą wartość ra, przybliżoną 
przez niedomiar, która dostarczy z kolei wartość przez nadmiar 73, 
tak że rachunek odbywa się w najlepszych warunkach; liczby 
otrzymane tworzą dwa szeregi zbieżne. których prawdziwą war- 
tością na r jest granica spólna. 

Niech będzie, na przykład, wskazaną do znalezienia stopa na która 
należy umieścić 50731,24e dla otrzymania, po M latach 5 miesiącach 
42 dniach, summy wynoszacćj 295751,152. 


Mamy formułę 
logi + r) = i (log 29575 — log 5073,24) — A log(! a> 00 r) 
albo 

log(t + r) = 0,0186742 — -4 log(1 NS r): 
WA 20 

Piérwsza wartość przez nadmiar, 7; : 

logi -+ r) = 0,0186742, 1 -+ A =1,043936, r, = 0,043936. 

Druga wartość przez niedomiar, 7; : 

logi + ra) = 0,0186742 — 4 log(1 z 0) 
= 0,0184689, 


1 + r =1,043444, ra = 0,043444. 


http://rcin.org.pl s 


RACHUNKI LICZEBNE. ~ oi 


"Trzecia wartość przez nadmiar, 7x : 


logit +- rs) = 0,0186742 — i log (1 TE AA e S) 


= 0,01846898, 
1 + rs = 1,043445, r3 = 0,043445. 


Denar szukany 7 jest więc zawartym między 0,043444 a 0,043445; 
weźmy 


r—=0,04344, 


jestto procent od 1 franka ; dla otrzymania procentu od 100 fran- 
ków, to jest stopy, mnoży się go przez 100, co daje 


hi, 3hh. . 


ROZWIAZANIE JAKIEGOKOLWIEK UKŁADU CZTERECH ZRÓWNAŃ 
PIERWSZEGO STOPNIA. 


514. Kiedy mamy rozwiązać jakikolwiek układ zrównań stopnia 
pićrwszego o wielkich spółczynnikach, wykonywamy rachunek przez 
podstawienie, a dla zmniejszenia błędów o ile tylko podobna, po- 
czynamy od Wzięcia wartości na nieznaną którćj spółczynnik jest 
największym. 


Oto przykład tego rodzaju rachunku. 


Niech będzie układ 
(1) 196,235712 —2,501672y — 22,21482: + 0,0416723u=29,56134, 
(2) 24,306120--0,38:6749y — 4,006138z— 59,3216hu —567,4132, 
(3) 43,56712c— 6,080936y -+ 52,00458z — 6,200349u =26,71432, 
(A) 88,966721-H37,42016y --67,44692z2— 3,403915u =77,4236. 


Zastępując, w (2); 3), (4), © przez wartość wyciągniętą ze zrów- 
nania (1), otrzymamy nowy układ 


http://rcin.org.pl 


618 ROZDZIAŁ XXVII. 
(5) z= 0,1491221 + 0,1261967y -+ 0,1120626z — 0,000210245u, 


(6) 0,688409y — 1,2823387 — 59,32674u = 563,7886, 
(1) —5,531133y + 56,88982: — 6,209507u = 20,21750, 
(8) 38,52489y + 77,38676z7 — 3,422617u — 6h,1567. 


Wszystkie spółczynniki obrachowanćmi zostały przez logarytmy; 
oto, na przykład, rachunek spółczynnika y w zrównaniu (1): 


log 2,501672 = 0,3982304 + 


log 198,23571 — 2,2971821 — 
2,1010483  ... 0,01261967. 


Rozpatrując się w zrównaniach (6), (7), (8), widzimy że naj- 
większym spółczynnikiem jest liczba która mnoży z w zrówna- 
niu (8): wyciągniemy więc wartość z ze zrównania (8), 

(9) z =0,829040 — 0,498055y + 0,044227511, 
i, podstawiając ją w (6) i (7), otrzymamy 

(10) 1,327084y — 59,38345u = 564,8517, 

41) 33,86390y + 3,693550u = 26,9439. 

Rozwiązując wtedy (10) względem u, przyjdzie 
12 u = — 9,51193 + 0,0223477y, 

a potćm, podstawiając w (11, 
33,9464hy = 62,0767, 


zkąd wynika 
y = 1,82866. 
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Nakoniec wracając kolejno do zrównań (12), (9), (5), znajdziemy 
u = — 9,47106, z= — 0,5006, z= 0,4181. 


SPRAWDZENIE. Kładąc te wartości w zrównaniu (3) i rachując 
przez logarytmy, znajdziemy 


5,145 — 11,1200 — 26,03 -+ 58,7238 


dla pićrwszego członka; ta summa musiałaby być równą 26,71432 
aby wartości nieznanych były dokładnómi : owoż przewyższa ona 
tę liczbę o 0,00448; błąd całkowity odpowiadający dla zrówna- 


nia (3) jest więc mniejszym jak 5 setnych. 


DRUGI SPOSÓB. — UŻYCIE LOGARYTMÓW GAUSSA. 


515. Rachunki poprzedzające są bardzo mozolne ; można skró- 
cić je posiadając Tablicę logarytmów Gaussa : te Tablice dają 
log(u = v), kiedy znamy logu i logs, nie potrzebując wracać do 
liczb u i y, Pićrwsze ogłoszenie tych Tablic odnosi się do r. 1812. 


Dla wyłożenia nowćj metody dosyć jest okazać : w jaki sposób 
przechodzi się z jednego układu do drugiego zawićrajacego w sobie 
jedno zrównanie jako też jedną nieznaną mniej jak poprzedzający. 
Załóżmy sobie, na przykład, wyrugować æ pomiędzy trzema zrów- 
naniami o trzech niewiadomych 


/ ax by cz =l, 
(1) | ac -|-Wy-- Cz= b; 
*a'g--by-c'z=l, 


w sposób taki aby znaleźć układ dwóch zrównań na y i z 


(3) l BY +7 =>. 
Py +yz =. 


“Dzieląc każde ze zrównań (1) przez spółczynnik z, otrzymamy 
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układ równoważny 


Ge! ką” z xz + By + (z = L, 


+ 
(2) aps ył i= i albo 4 zEBy-Cz=L', 


ka ais 


z+-B'y--Cz=L', 


a> 


b" 
| ESAT 


\ 


i dosyć odciągnąć te ostatnie zrównania wzięte po dwa dla otrzy- 
mania dwóch zrównań na y i z szukanych, 


albo 


= By + (C — 9s=L—L,) By z= à, 
(B— By (€ = Cz =L —L',) Py-yz=" 


Rachuje się B, C, L, B',C, L',... za pomocą zrównań 
log B = log ġ — loga, log C = AN — loga, log L = log l — log a, 
logB'=logb' — loga', logC' =logc — log d', ........... TROYA: 5 
R ARIOBOCZ MEZA edy 3 ODDA EA AKTA 
potćm dla otrzymania f, y,4,6',..., odciąga się spółczynniki po- 


przedzające wzięte po dwa. 


Lecz, co należy przedewszystkiem zauważyć, to to, że zrówna- 
nia (3) są tylko zrównaniami przejścia ; musimy działać wkrótce, na 
nich jak to się odbywało na układzie (1), tak że nie liczby $,y, 2, 
są użytecznemi do poznania, lecz właściwie ich logarytmy. Tablica 
dająca wprost log$, logy,..., w funkcyi logB, log B', logC,..., 
skróciłaby więc rachunki w sposób znakomity; taka jest przysługa 
Tablic Gaussa. 


516. Ostatecznie, oto droga postępowania : 


Szuka się naprzód logarytmów wszystkich spółczynników ukła- 
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du (1), potém pisze się zrównania symboliczne 
x loga + y logb + z loge = logł, 
(A) + x loga + y logł' + z loge' = logi, 
x loga" + y log” -+ z logc” = log”, 
zkad się wyciąga, dzieląc przez spółczynniki „© 


x+ ylogB + z log C = logL, 
(2) l c--ylogB' + z logC = logl', 
\ £4 ylogB” + z log” = logl', 


a potém, przez odciąganie, 
y logß + z logy = loga, 
y logß' + z logy' = log X. 


Te zrównania znajdują się tym sposobem przygotowane do rachunku 
następnego. i 


(3°) 


Spółczynniki układu (2') są dane przez zrównania 
log B = log b — loga, log = logc — loga,... 
a spółczynniki zrównań (3') 
log$ = log(B — B’), logy = ... ; ... 


są dostarczonćmi bezpośrednio przez Tablice. Wszystko więc spro- 
wadza się do wzięcia logarytmów spółezynnników piórwotnych i do 
wykonania potém dość licznych odciągań. 


SPOSÓB NAJMNIEJSZYCH KWADRATÓW. 
517. Mamy często do rozwiązania zrównania linijne 
az + by + cz +... + 1 =0, 
az -Hby+cz+-... +/=0, 


5.56.5390 6 08/4 WU SOS © 
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których spółczynniki są dostarczone przez doświadczenia lub spo- 
strzeżenia (obserwacye); i zdarza się prawie zawsze że liczba m 
zrównań tych przewyższa liczbę n nieznanych. Wartości Z, y, z,... 
wyciągnięte z » zrównań danych nie mogą zadosyć uczynić dokład- 
nie zrównanióm pozostałym, gdyż obserwacye nie posiadają ścisłości 
bezwzględnćj ; ich podstawienie zamiast niszczyć pićrwsze członki 
tych zrównań, nadaje im wartości więcćj lub mnićj małe, 


które nazwano błędami, które zmieniają się z n zrównaniami bra- 
nemi dla oznaczenia £, y, z,... P 

Wybićra się wtedy pomiędzy zrównaniami danémi i pomiędzy 
kombinacyami w liczbie nieskończonćj do których te zrównania 
mogą dać miejsce, n zrównań takich, żeby summa z kwadratów 


è ES d? + e? -+ ... 
błędów odpowiadających była najmniejszą możebną. 

Pićrwsza myśl która się przedstawia jest zrobienie najmniejszościa 
summy z bezwzględnych wartości błędów; lecz analiza nie daje się 
użyć do tego warunku wyłączającego znak ilości; zrównanie wa- 
runkowe wyrażałoby najmniejszość przewyżki błędów dodatnych 
nad błędami odjemnćmi, a nie najmniejszość summy bezwzględ- 
nych wartości błędów ; a więc wskazywałoby tylko zrównoważenie 
(kompensacyg) błędów, które mogłyby mieć wszelako wielkie wartości 
bezwzględne. Dla tego to obowiązani jesteśmy uważać summę potęg 
parzystych błędów, i aby nie być wciągniętymi w rachunki bardzo 
zawikłane, brać summe ich kwadratów. 


518. Oto w jaki sposób znakomity Gauss rozwiązuje to zagadnie- 
nie (Pamiętniki Getyngskie, tom Il). 


Niech więc będą pary wartości które, podstawione w zrównania 
at +- by H n=), 
aq--Vy--n=(, 
a'z +- b"y +n" =0, 
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dają błędy e, s’, £',..., tak że mamy 
ac + by +n =e, 
as 4 by+r =i, 
a'z--b'y+n=v. i 
Przypuśćmy że zostały obrachowane summy 
aè a? 4 a”? = (aa), 
b + 68-62 = (bb), 
n? + n? n”? = (nn); 
ab + db + a'b” = (ab), 
an+ an' + a"n" = (an), 
bn + b'n' + bn" = (bn); 
mamy 
S= 2 4 e? F e? = (nn) + 2(an)e + 2(bn)y 
-|- (aaja? -+ 2(ab)cy 
+ (by. 
Jeżeli więc położymy 
A = (an) + (aa)z + (ab)y, 
wyrażenie 


AŻ _ A: (an)? 
a = (nn (aa) 


safe ee] 


+f- 


śm 
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stanie się niezależnóm od ©; można mu dać formę 


: A? ' ; 
S— tad = (nn, 1) ~- 2(bn, 1)y + (bb, L)y*, 


gdzie spółczynniki są dane przez zrównania : 


(an)* 


(nn, 1) = (nn) — (aa) * 


(an) (ab) 


(bn, 1) = (bn) — (adj 


l 2 
(bn, 1) = (b6) — Z. 


To wykonawszy, połóżmy jeszcze 
B = (bn, 1) + (bb, t)y; 
wyrażenie 


(bn, 1)? 


—— = (nn, 1) — 66, 1) 


jest niezależnóm od y; obrachujmy je i wskażmy wypadek przez 
(nn, 2), przyjdzie 


— AŻ B* | . 
S = (aj t g t e D: 


(aa) 
S jest summą kwadratów, a zatém musi być większém jak zero, 


a dzielniki (aa), (bb, 1) są dodatnómi (519), najmniejszość S będzie 
miała miejsce dla 


to jest dla 
(an) +- (aajc + (ab, 1)y = 0, 
(bn, 1) + (bb, yy = 0. 
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Te zrównania są łatwe do rozwiązania; nie potrzeba wykonywać 
eliminacyi; ostatnie daje y, którego wartość podstawiona w piérw- 
sze, przywiedzie je do pićrwszego stopnia o jednćj nieznanćj z. 


549. Powiedziało się powyżćj że dzielniki (aa), (bb, 1) były do- 
datnómi ; to mniemanie, oczywiste dla (aa), które jest sammą kwa- 
dratów, wymaga dowodzenia dla (5%, 1). 


Otóż, mamy 


_ (ab) __ (bb) (aa) — (aby, | 
(aa) (aa) 


(bb, 1) = (bb) - 
i mianownik jest summą trzech kwadratów 
(ab' — bd  (ab" — ba”)? p (a'b" — b'a')*. 
Nie łatwiejszego jak uogólnienie pięknego sposobu poprzedzają- 
cego, który Gauss potrafił tak szczęśliwie zastosować do poprawy 
elementów planety Pallas. 


ĆWICZENIA. 


1. Rozwiązać zrównania 


0,0382025% — 0,00655533y — 0,0718334z +- 0,0565703u 
= 124911,66, 

0,0465752a: — 0,00407850y — 0,0915866z -+ 0,0362259u 
= 152292,21 

0,0517211« + 0,00054720y — 0,1032346z — 0,0049063u 
= 168846,94,] 

0,0323338% + 0,00305495y — 0,06346852 — 0,271300u 


= 105498,00. 
L = 40 
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Znajduje się 
© = 3848538, y = 1248098, z= 41798, u= 1441587,4. 


IL. Zastosować sposób najmniejszych kwadratów do układu 


0 = — 1837,93 + 0,79368% + 143,66y + 0,39493z 
+ 0,95920u — 0,18856v + 0,17387ż, 

0 = — 6",84 — 0,02658% + 46,74y -+ 0,02658z 
— 0,20858u -+ 0,15946v + 1,25782t, 

0 = — 0",06 + 0,58880% + 358,12y + 0,26208z 
— 0,85234u + 0,4491 2v + 0,17775t, 

0 = — 3",09 +0,013180 + 28,89y — 0,01318z 
— 0,07861u + 0,91704v + 0,54365t, 

0 = — 0",02 + 1,73436% -+ 1846,17y — 0,546032 
— 2,05662u — 0,18833v — 0,17445t, 

0 = — 8" ,98 — 0,412606% — 227,42y -+ 0,12606z 
— 0,38939u + 0,17176v — 1,35444t, 

0 = — 2,31 + 0,995840 + 1579,03y + 0,064563 
+ 1,99545u — 0,06040v — 0,33750t, 

s 0 = + 2",47 — 0,08089% — 6722y + 0,080892 

— 0,09970u — 0:46359v + 1,22803£, 

0 = + 0" ,01 + 0,653110 + 1329,09y + 0,389947 
— 08h439u — 0,04305v + 0,84268t, 

0 = — 347',73 + 0,69957% -+ 1719,32y + 0,12913z 
— 1,38787u + 0,17130v — 0,08360£, 

0 =+-1177,97 — 0,013150 — 43,84y + 0,043452 


+ 0,02929u -+ 1,0214380 — 0,27187. 
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Zostajemy przywiedzeni do zrównań 
0 = + 17", 11 + 5,42383t, 
0 = + 75",23 + 2,220460 — 0,377664, 
0 = + 25,66 + 9,29243u — 0,86175v — 0,573846, 
0 = — 145,84 +0,71612z + 1,11063u — 0,063920 
+ 0,25868£, 
0 = — 13854" +- 2458225y + 62,13z — 0,5058u 
+ 243,840 + 73,45t, 
0 = — 371" ,09 + 5,91569x -+ 7203,91y — 0,003443 
— 2,20516u — 0,34664v — 0,18194; 
zkąd się wyciągnie i 
t = — 3" ,45, v = — 34,37, u = — 4",29 
z= — 166',44, y= + 0',054385, œ= — 3",06. 


(Gauss, Poprawy elementów planety Pallas. ) 


ill. Zastosować sposób przybliżeń kolejnych do zrównania 


ax? — bx + c = 0, 


gdzie a, b, © są liczbami dodatnémi. 
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W ostatnich czasach napisano we Francyi wiele dzieł elementarnych arytme- 
tyki zupełnie już wydoskonałonćj, z nich najbardzićj cenionćmi są : Briot, 
Bertrand i Alfred Serret. Nie będziemy wcale rozbićrali świetnych prac tych 
dwóch pićrwszych autorów, lecz natomiast przytoczymy w całości z Początków 
Arytmetyki, klassycznego dzieła P. Serret'a, kilka twierdzeń niezbędnie nam 
potrzebnych do ścisłego wyłożenia teoryi wieloczynu ilukolwiek algebraicz- 
nych jednomianów całkowitych lub ułamkowych (28). 


O STOSUNKACH. 
4. Nazywa się stosunkiem jednćj wielkości do drugićj, tegoż samego rodzaju, 
liczba która mierzy pićrwszą wielkość gdy druga jest wzięta za jedność. 


Kiedy dwie wielkości są wielokrotnikami Irzecićj, ta trzecia jest nazwaną 
spólną miarą dwóch pićrwszych. 


Kiedy dwie wielkości są mierzone taż samą jednością, otrzymuje się ich 
stosunek dzieląc liczbę która mierzy pićrwszą wielkość przez liczbę mierzącą 
drugą. 


W rzeczy samćj, przypuśćmy naprzód, że liczby mierzące wielkości o które 
rzecz idzie są całkowitćmi, i niech témi liczbami będą 25 i 18, na przykład. 
Jedność użyta jest wtedy spólną miarą dwóch wielkości, i rzecz oczywista że 


pićrwsza wielkość jest równą i drugićj. A zatém, jeżeli druga wielkość 


25 A 
jest wziętą za jedność, pićrwsza musi być mierzoną przez liczbę 185 ta liczba 
wyraża więc, według definicyi, stosunek pićrwszćj wielkości do drugićj. 
Przypuśćmy powtóre że liczby mierzące są ułamkowómi, i niech tómi licz- 


hami będa 5 i , Jeżeli sprowadzimy te ułamki do jednakowego mia- 
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SKW ORA í 4 1 

427 | 1x7 * ułamek jedności 1x7 
spólną miarą dwóch wielkości, a ułamek ten jest zawartym 3X 7 razy 
w pićrwszćj, i 5X 4 razy w drugićj; wynika ztąd że pićrwsza wielkość jest 


nownika, to staną się one 


jest 


równą BRI drugićj ; Stosunek pićrwszćj wielkości do drugićj jest więc 


4X5 
3X7 : 3,5 
równym x5’ to jest równy "BE 


Stosunek dwóch wielkości jest ilorazem liczb które mierzą te wielkości, 
przywiedzeni więc jesteśmy do nazywania stosunkiem liczby jednćj do drugićj 


ilorazu pićrwszćj liczby przez druga. I tak stosunek liczby 3 do liczby E 


jest ——;  pićrwsza liczba > nazywa się licznikiem stosunku, druga zaś 3 


jest jego mianownikiem. Te nazwania są istotnie naturalnćmi; widzieliśmy 
bowiem że ułamki zwyczajne o wyrazach całkowitych przedstawiają tylko 
ilorazy albo stosunki. 


Dwa stosunki są odwrotnćmi jeden drugiego, kiedy licznik jednego jest 


JG 


równy mianownikowi drugiego, i odwrotnie. I tak, >+ i + 


B) © są stosun- 


2. Stosunek nie zmienia wartości gdy się mnoży albo dzieli oba jego 


wyrazy przez tę sama liczbę. 
3 3 2 
(G) (i x 5) 
W rzeczy samćj, niech będą stosunki ~ i * Według prawi- 


6) Gx 


kami odwrotnémi. 


deł rachunku ułamków, piérwszy stosunek jest równym szk drugi jest 
G X 5) 
4x 9 3X2X7Xx9 A 3X7 
równym Cx albo XIXE’ albo nakoniec 1x5’ a za- 
7x8 


tém, dwa stosunki są sobie równćmi. Wynika ztąd, że pićrwszy ze stosunków 


uważanych nie zmienia swćj wartości gdy się mnoży oba jego wyrazy przez 3 
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albo, co na jedno wychodzi, że drugi stosunek nie zmienia swćj wartości gdy 


się dzieli oba jego wyrazy przez + 


Wynika ztąd że można sprowadzić ilekolwiek stosunków do jednakowego 
mianownika za pomocą prawidła używanego dla ułamków zwyczajnych o wo- 
razach całkowitych. Widzimy także że można zastosować do stosunków pra- 
widła dodawania i odciagania ułamków. 

3. Dla otrzymania wieloczynu ilukolwiek stosunków, dosyć pomnożyć je 
stronami odpowiedniómi. 


Niech będa dwa stosunki ~= i B potrzeba dowieźć równości 


oeeo 
ORO 


G) 6) 


a na to dosyć przywieźć każdą z tych liczb do formy ułamkowćj zwyczajnćj, za 
pomocą prawideł odpowiednich rachunkowi ułamków. Znajduje się tym spo- 
3X7X8X9 


sobem że dwie liczby dane są równćmi jedna i druga 1XSKI1Z% 


Oczywista że dla podziełenia jednego stosunku przez drugi, dosyć pomnożyć 
stosunek dzielnćj przez stosunek odwrotny stosunku dzielnika. 


4. W ciągu stosunków równych, summa liczników i summa odpowiednich 
mianowników tworzą stosunek równy stosunkom danym. 


W rzeczy samćj, uważmy ilekolwiek stosunków równych stosunkowi z. 


Każdy licznik wart jest e mianownika odpowiedniego ; więc summa wszyst- 


kich liczników jest ; summy wszystkich mianowników ; innémi słowy, sto- 
sunek summy liczników do summy odpowiednich mianowników jest równy 


stosunkowi danemu > 5 


UwaGA. Dowiodłoby się podobnież że kiedy dwa stosunki są równe, różnica 
liczników i różnica mianowników, tworzą stosunek równy stosunkom 
danym. 


http://rcin.org.pl 


632 NOTA. 


5. Kiedy dwa stosunki są równe, otrzymuje się wypadki równe mnożąc 
licznik każdego z nich przez mianownik drugiego. 


(3). 6) 
Niech będą dwa stosunki równe Ku i (5) Sprowadzając je do jedna- 


GO O 


kowego mianownika, stają się one 


2 5 744.0) 
(5>3) (57). 
BB 55 
(3x3) (3x3) 


te dwa stosunki równe mają tenże sam mianownik, przeto ich liczniki są 
równe. À 


Mamy więc równość 


Co dowodzi powyżćj wysłowionego twierdzenia. 


(SERRET, Początki Arytmetyki, rozdział XV.) 


KONIEC TOMU PIERWSZEGO. 
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ZNACZNIEJSZE OMYŁKI DRUKU. 


Wykaz ten rozpoczniemy uwagą, iż w pierwszej połowie tomu, a mianowicie 
od strony 60 do strony 304, napotykamy często galikanizm, który jednak, jako 
nieutrudniający zrozumienia przedmiotu, a jedynie pod względem gramatykal- 
nym błędny, wystarczy kilkoma wskazać przykładami, aby nań zwrócić uwagę 


czytelnika. I tak : 


Wiersz 


Str. Zamiast 

68 5 za 

69 19 zQ 

81 15 z m jak z n 
itp, Ep 


W ogóle wyrażenia takie jak wartość z «©, potęgi ubywające z b, i t.d. 
(pochodzące z francuzkiego de œ, de b), należy zastąpić przez : wartość na «, 


potęgi ubywające b. 


INNE WAŻNIEJSZE OMYŁKI SĄ : 


Str. Wiersz Zamiast 
5 22 osiągnienia 
8 24 jarzący 
12 4 uo 
19 pW at! ieloczyn 
38 1 od dołu miejscu 
42 3 prpywiązany 
52 1 jednomian 
55 23 Mnożebności 
58 2 dzielna. 
64 42 będa, 
77 1 definicyę 
"38 22 praga 
106 14 gdy się 
138 18 jednę 
183 1 męszczyzni 
197 23 powierzchnię 
20; 19 wody wina 
216 7 pierwsza 
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Czytaj 
6 


e Q 


na m jak na n 


Czylaj 
osiągnięcia 
jarzęcy 
do 
wieloczyn 
miejsce 
przywiązany 
jednomiany 
Możebności 
dzielnik. 
będzie, 
definicya 
pociąga 
gdy 
jedną 
męszczyzn ` 
powierzchnią 
wody i wina 
pierwszą 


469 
472 
475 


479 
480 
485 
502 
510 
589 
591 


ZNACZNIEJSZE OMYŁKI DRUKU, 


Wiersz 
44 i142 

413 

9 

10 

6 

20 

23 

7 

18 


7 


5 


Zamiast 


dwoma 
dwoma 
zrównania 
w którém 
3 
ua 
mający 
poniew 
kad 
równemi 


to jest wyrazy na cy, 


w zrównaniu 


i w kilku innych miejscach 


15 


3 od dołu 
24 
24 

1 od dołu 

18 
6 
7 

4 od dołu 
3 
10 


1 od dołu 
h od dołu 
1 
42 
13 


http://rcin.org.pl 


przybiera 


sprowadzać 


dłogość 
plaśnienie 
długość 
wo 
ek koniec 
ego 
staje 


dwoma zmiennem 


Ta 
est 
sposób 
wzorze 
między dwa 
jest 
jes 
a która 
warstwa górna, 


dwoma wyrazami 
następujacemi 
mianownik 
tyfrę 
większąj ak 
wtedy 
odjemnemi ; 


Czytaj 
dwiema 
dwiema 
zrównanie 
w których 
253 
na 
mającą 
ponieważ 
zkąd 
są równemi 
to jest wyrazy na a*, 
wyrazy na wy, 
w zrównanie 


przybiora 
sprawdzać 
długość 
plaśnięcie 
długości 
w 0, a 
tek koniec 
jego 
staje się 
dwiema zmiennemi 
ta 
jest 
w sposób 
wzór 
między każde dwa 
to jest 
jest 
ta która 
warstwa któraby leżała 
bezpośrednio nad war- 
stwą górna 
dwa wyrazy 
następujące 
mnożnik 
cyfra 
większą jak 
wtedy : 
odjemnemi, 


DODATEK DO ZNACZNIEJSZYCH OMYŁEK DRUKU. 


Wiersz 
21 
15 
16 


10 


11 


1 z doła 

1 z dołu 

4 z dołu 
13 

3 z dołu 


1 z dołu 


Zamiast 
Q' na iloraz i R’ 


se (ER — f) 


003 -|- 3 


, ; 

fk z— „) 
30—4= 
x < 23 


a+b+e+dž; 


zrównania 


TG do A, 7% 
s, 7 
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635 


Czytaj 
Q na iloraz i R 


+ V367-F 18 — 36; 
+V-u/B 
a? = 
rozwiązania 
TG do AB, 
BT; 


636 


Str. 
139 
459 


463 


469 


526 
549 
549 


549 


575 
580 
599 
624 
631 
633 


DODATEK DO ZNACZNIEJSZYCH OMYŁEK DRUKU. 


Wiersz Zamiast 
15 zwa? + y? = 
2 z dolu rn? -+ (2n — r)n 
1 1». „1 
ż die" 
1 z dołu s= i a 
z3 
18 3 X 
14 c —1; z— © 


is 6-3 


10 m(m = 1) (m — 2)... 
4 z dołu na prawo 

19 Go zai 
2 z dołu + (ab, 1)y = 
4i5 o worazach 

18 8 


Czytaj 
naa? + y?) = 
rn? +- (2a — rn 


1 3 
AK +5 
m(m — 1) (m — 2).. 
na prawo: 
z h — do A 
+ (aby = 
o wyrazach 
9 
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TYMŻE SAMYM NAKŁADEM WYSZŁY 
W DZIEDZINIE MATYMATYKI : 


4. NORZEWSKI ROCH. Nouvelle théorie des proportions et progressions har- 
moniques avec ses applications à la góometrie. Paris, 1852, in-8°, avec 
planches (wyczerpane). 

2, G. H. NIEWĘGŁOWSKI, professor analizy w Szkole wyższćj Polskićj Montpar- 
nasse, egzaminator matematyki w liceum Świętego Ludwika. Arytmetyka 
z teorya przybliżeń liczebnych i t. d. (Kurs zupełny, zawierający działania 
skrócone, błędy samoistne i względne ; noty dotyczące własności liczb, wiele 
rozwiązanych zagadnień ićwiczenia), in-8°, stron 352. Paryż, 1866. Cenat tal. 
10 srg. 


3. — Geometryi część I. Geometrya płaska, (wydanie drugie) w Paryżu, 1868r., 
stron 436, in-89, figury w tekscie. Cena 1 talar 10 srg. 


4, — Geometryć część Ii II, kurs zupełny, drugie wydanie całkiem przero- 
bione, zawierające całą geometryą starożytnych i metody geometryi nowo- 
czesnćj (pierwsze wydanie z 1852 roku). Paryż, 1868, in-8°, stron vili i 778. 
Cena 2 tal. 20 srg. 


5. — Trygonometrya prostolinijna i sferyczna z teoryą ilości urojonych 
z notami. Paryż, 1870 roku, in-8°, stron xv i407. Cena 4 tal. 15 srg. 


c 


;. Zasady rachunku różniczkowego i całkowego z zastosowaniami, wyłożył 
W. FOLKIERSKI, inżynier cyw, b. uczeń Szkoły Politechnicznćj w Karlsruhe, 
licencyat n. m. P. F. Sorbony, Professor mechaniki w Szkole Wyższćj Przy- 
gotowawczćj w Paryżu, tom I, zawierający rachunek różniczkowy, oraz do- 
datek Władysława Trzaski o wyznacznikach. Paryż, 1870, in-89, str. XLIII 
i 1087,figur w tekscie 136. Cena 3 tal. 10 srg. 


7. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom I (Główne artykuły 
przez pp. Frankego, Gosiewskiego, Sągajłe, Trzaskę, Żmurkę). Paryż, 1871, 
in-4°, stron 186, figur 5. Cena ? tal. 

8. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom Il (Artykuły 
pp. Gosiewskiego, Kucharzewskiego, Sagajły, Trzaski i Żalińskiego). Paryż, 
1872, in-4°, stron 240, figur 8. Cena 2 tal. (Obydwa tomy razem oprawne 
3 tal. 22 srg. 6 fen.). 


NA CZTERECHSETNĄ ROCZNICĘ URODZIN KOPERNIKA 19 LUTEGO 
1873 ROKU WYSZŁY NASTĘPUJĄCE DZIEŁA : 


9. Wykład Hydrauliki wraz z teorya machin wodnych, poprzedzony wia- 
domościami wstępnemi z hydrostatyki i hydrodynamiki, przez pp. FELIKSA 
KUCHARZEWSKIEGO i WŁ. KLUGERA (Inżynierów dyplomowanych szkoły Dróg 
i Mostów w Paryżu). Paryż. 1873, str. Lvi i 4049. Figur w tekscie 110, opra- 
wa angielska. Cena 20 fr. 
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10. Zasady Rachunku różniczkowego i całkowego, przez WŁADYSŁAWA FOL- 
KIERSKIEGO, stałego Sekretarza i Wice-prezesa Towarzystwa Nauk Ścisłych, 
tom IL. Rachunek Całkowy. Część pierwsza : Całkowanie różniczek it d. 
Paryż, 1873, stron xvı i 740, figur 76, oprawa angielska. Cena 42 franków. 


11. Wykład mechaniki cząsteczkowej (molekularnćj) przez WŁADYSŁAWA 
GOSIEWSKIEGO, prof. Fizyki matematycznćj. Tomu le”, Części różniczkowćj 
zeszyt pierwszy, Paryż, 1878, stron 176. Cena fr. 4. 

12. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom III, zawierający 
prace pp. W. Folkierskiego, Klugera, Kucharzewskiego , Dolińskiego, 
Gosiewskiego i Martynowskeigo. Paryż, 1858, sir. vim i 358, figur 96. 
Cena fr. 12. 

43. Mechanika Rozumowa przez G. H. NIEWĘGŁOWSKIEGO, dwa tomy. Tom I 
Statyka. Paryż, 1878. In-$?, stron 512, z figurami, cena fr. 10. 


11. Wykład zupełny Algebry, przez ADOLFA SĄGAJŁĘ w czterech tomach, 
Tom I: Początki Algebry. Paryż, 1873, in-8%, stron 682 z figurami. 
Cena 5 fr. 50 c. 

15. Bibliografia Piśmiennictwa Polskiego z działu Matematyki i Fizyki 
oraz ich zastosowań, przez Dr. TEOFILA ŻEKRAWSKIEGO, Człon. Akad. Kra- 
kowskićj. Kraków, 1878, in-8°, stron 617 z 4 tablicami. Cena 3 tal. 


W ROKU 1873 i 74 DRUKOWAĆ SIĘ BĘDĄ : 


16. Wykład mechaniki cząsteczkowćj WŁADYSŁAWA GOSIEWSKIEGO, professora 
Fizyki matematycznćj, tomu 18° części Różniczkowćj zeszyt drugi. 

17. ADOLF SĄGAJŁO, professor Matematyki : Algebry tom II o Wyznacz- 
nikach, in-89, 

18. — Geometrya Analityczna, w trzech tomach, in-4%, Tom I. 


19. Zasady Rachunku Różniczkowego i Całkowego, tom II. Całkowanie 
równań różniczkowych, przez WŁADYSŁAWA FOLKIERSKIEGO. Wice-Prezesa 
i stałego sekretarza Tow. Nauk Ścisłych, in-8°. 


20. Mechaniki Rozumowćj G. H. NIEWĘGŁOWSKIEGO tom Il : Dynamika, 
in-8°, 


24, Pamiętnika Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, Tom IV. 


Zarząd Biblioteki Kórnickićj czuje potrzebę wyrazić żal swój, że był zmu- 
szonym znacznie podnieść cenę ostatnich nakładów. Ma to miejsce szczególnićj 
w dziełach matematycznych, drukowanych w Paryżu, gdzie papier nowym 
obłożony podatkiem, podwyższone taryfy drukarskie i niesłychane trudności 
korekty wpłynęły tak niekorzystnie na koszta druku, iż nawet podniesione ceny 
o wiele jeszcze pokryć ich nie moga. 
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Dotychczas niżej wymienione księgarnie zgłosiły się z obietnicą 
sprzedawania po stałych cenach wszystkich nakładów Biblioteki 
„Kórnickiej i odbierają je wprost od Zarządu zaraz po wykończeniu 


każdego tomu. 


w WARSZA WIE, pp. GEBETANER i WOLFF. 


» 


» 


w KRAKOWIE, 


we LWOWIE, 


w POZNANIU, 
» 


w ŚREMIE, 
w TORUNIU, 
w DREZNIŁ, 


w BERLINIE, 


w PARYZU, 


Michał GLi ckSBERG. 
J. J. OKOŃSKI. 
Maurycy ORGELBRAND. 
SONNEWA LD. 


Józef CZECH. 

D. E. FRIEDLEIN (Rynek, 11). 

Fr. TRZECIESKI (księgarnia wydawnictwa dzieł 
tanich i pożytecznych). 

NOWOLECKI. 

A. D. Bartoszewicz (księgarnia Polska, ulica 
Kopernika l. 12). 

GUBRYNOWICZ i SCHMIDT. 

MILIKOWSKI. 

F. H. RICHTER. 

Karol Wit. i 


W. E. Czaprński (księgarnia P. H. Richtera). 
Mieczysław LEITGEBER i SPÓŁKA. , 

J. K. ŻupaŃski. 

K. GASIOROWSKI. 

F. T. Rakowicz. 


J. I. KRASZEWSKI. 


= 


. Bock (księgarnia Behra, ulica pod Li- 
pami, 27). 


Księgarnia Luksemburska, 46, rue de Tournon. 


Z zamówieniami zgłaszać się należy do Zarządu Biblioteki Kór- 
nickiej, pod adressem : Dr. Z. Celichowski w Kórniku (W. Ks. Po- 


znańskie). 


Paryż. — Drukarnia E. MARTINET, rue Mignon, 2. 
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